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О когомологиях модулярных алгебр Ли 

Джумадильдаев А. С. 

Для многих классов алгебр Ли над полем нулевой характеристики 
когомологии изучены хорошо. Например, котомологий конечномерных 
полупростых алгебр Ли над полем комплексных чисел полностью вы­
числены. Общеизвестная лемма Уайтхеда утверждает, -что когомологии 
полупростых алгебр Ли с коэффициентами в неприводимом нетривиаль­
ном конечномерном модуле равны нулю (см., например, [1, с. 106, 
упр. 12к]). Такой факт справедлив также для конечномерных нильпо-
тентных алгебр Ли (Диксмье [2]). В последнее время весьма интенсив­
но изучаются когомологии бесконечномерных алгебр Ли картановских 
типов. По сравнению с нулевой характеристикой когомологии модуляр­
ных алгебр Ли, т. е. алгебр Ли над полем положительной характеристи­
ки, практически не исследованы. Поэтому всякое утверждение, касаю­
щееся специально котомологий модулярных алгебр Ли, представляет 
интерес. 

В настоящей работе мы доказываем некоторые модулярные аналоги 
леммы Уайтхеда. В отличие от случая нулевой характеристики основной 
результат (теорема 1) справедлив для произвольной (модулярной алгеб­
ры Ли и для достаточно широкого класса модулей (не обязательно не­
приводимых). Например, когомологии р-алгебр Ли с коэффициентами в 
неприводимом модуле могут 'быть нетривиальными только для р-моду-
лей (теорема 2). Затем эти результаты применяются для исследования 
когомологии простых алгебр Ли: из классических серий — трехмерной 
простой алгебры Ли типа Ai из картановских серий—рп-мерной ал­
гебры Цассенхауза W^n). Для алгебры Ли типа А± получено полное 
описание когомологии с коэффициентами <в неприводимом модуле (тео­
рема 4). Для алгебры Цассенхауза изучение таких когомологии сведено 
к вычислению когомологии самой алгебры Ли Wi(n) и ее (рп—2)-(мер­
ной нильпотентной подалгебры JZ\ = @Lif где Li=(x(i+i)d), с коэффи-

циентами в одномерном тривиальном модуле (следствие теоремы 5). 

§ 1. Когомологии модулярных алгебр Ли с коэффициентами 
в нетривиальном модуле 

В настоящей статье все алгебры и модули предполагаются конечно­
мерными и рассматриваются над фиксированным полем Р характерис­
тики р > 0 . Пусть L — алгебра Ли, U(L) —универсальная обертываю­
щая алгебра и Z — центр универсальной обертывающей алгебры U(L). 
Напомним, что р-многочленом называется многочлен вида f(t) = 
«У, %if вР [t]. Известно, что всякому элементу /GL можно сопоставить 

р-многочлен z(t) такой, что при подстановке вместо t элемента /GL по­
лучаем центральный элемент z(/)6Z. Такое отображение (вообще го-
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воря, неоднозначное) обозначим через z: L-+Z. Пусть М — модуль над 
алгеброй Ли L и 

1~(1)м, /6L, (ОмбЕпсШ, 

— соответствующее представление. Основной результат формулируется 
так 

Т е о р е м а 1. Пусть L — алгебра Ли над полем положительной ха­
рактеристики и М — произвольный L-модуль. Допустим, что для неко­
торого l£L и соответствующего центрального элемента z(l)dZ эндомор­
физм (г(1))м невырожден. Тогда когомологии H*(L, M) равны нулю. 

Для дальнейшего полезно напомнить некоторые моменты в опреде­
лении когомологии алгебр Ли. Мы будем следовать обозначениям кни­
ги [1, с. 104, упр. 12], а также введем несколько новых обозначений. 
Пусть Ch(L, М)—пространство кососимметрических полилинейных 
отображений от k аргументов при k>0. По определению C°(L, M) = 
= М и Ck(L, M)=0 при k<0. Тогда в коцепном комплексе C*(L, M) = 
=®Ch(Ly M) вводится отображение кограницы 

k 

где г|/, i|/'GCft+1(L, М) — коцепи, соответствующие элементу г|з6 
£Ck(L, M) и определяемые формулами 

Ф' Vv ..., I**) =* S (— i f 4 (Vi, lih lv • "X • ..X., •> 4+1), 

f (llt..., 4+1) = 2 ( - If1 (/,И> (h,.... 1-..... Ы 
i 

(здесь и в дальнейшем знак показывает, что соответствующий эле­
мент опущен). Следующие обозначения стандартны: Zfe(L, М)—про­
странство ^-коциклов, Bh(L, M)—пространство ^-кограниц и 
#A(L, M)—Zk(L, M)[Bk(L, M) —пространство k-x когомологии. Далее, 
класс когомологии коцикла i|)6Zft(L, M) в пространстве Hh(L, M) обоз­
начим через г|). Пусть 8 — представление алгебры Ли L в пространстве 
коцепей C*(L, M): 

(9(0 Wi>.. • > Ik) = (tMVv. • .Jk) + 2J ( - 1)4(1*. № . . . .X.. о /*). 
i 

Продолжим это представление до представления универсальной обер­
тывающей алгебры U(L). Произвольный элемент ZGL определяет эндо­
морфизм i(l) степени —1 (эндоморфизм внутреннего умножения) ко-
цепного комплекса C*(L, М) по правилу 

(f (/)*) (/i, . . . , lh-i) =ф( / , Л 4-i), ^Ck(L, M). 

Нам понадобятся следующие формулы: 
dQ(l)=Q(l)d, /GL, (1) 

di{l)+i(l)d=Q(l), l£L. (2) 

Зафиксируем Обозначение ML для подпространства инвариантов: 
А1ь = < т е Л ф ( т ) = 0 , 1Щ. 

Пусть U — подалгебра «в L. Напомним, что пространство относительных 
когомологии H*(Ly Z/, M)={BHk(L, Z/, M) определяется как когомоло-

k 
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гии относительного коцепного комплекса 
CT(L, Z/, M)=(^C*(L, M) |1(Г)я|з=0, 0(Г)гр=О, l'£L}. 

Подробнее о когомологиях см., например, в [3]. 
Л е м м а 1. Для произвольного р-многочлена f(t)£P[t] и для любого 

элемента IdL справедлива формула 

в(/(0)=/(в(0). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение достаточно проверить для одно­

члена ©ида f(t) = tpS. Надо установить, что (9(/))pS i|)=8(/pS)t|) для про­
извольной коцепи i|)GCfe(L, M), k^O. Рассмотрим представления 
Qq: L-^-End Ch(L, M), Oz^q^k, заданные по правилу 

во (0 = (0 к, 
(%V)Wi>...>ik) ^ (-1)^([/ , U /х,. . . , / „ . . . , /*), о < ? < k. Г^Щ 

Продолжим их до представления универсальной обертывающей алгеб­
ры £/(£).Для произвольного IdL эндоморфизмыQq(l),0^.q^.k9 попарно 
коммутируют и в сумме дают эндоморфизм 6(/). Стало быть, при воз-

k 

ведении в степень равенства 6 ( / ) = ^ Qq(l) мы можем пользоваться >би-
д=о 

номом Ньютона. В частности, 

(e(0f-S(e,(0)pS-
<7=0 

С другой стороны, Qq(l)pS =Qq(lpS). Лемма доказана. 
С л е д с т в и е . Для любого центрального элемента z(l)dZ соответ­

ствующего элементу 1&L, справедлива формула 
Q(z(l)) = (z(l))M. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку z(Qq(I)) = 8g{z(1))•== 0, 0<Cq^kt 
по лемме 1 справедлива цепочка равенств 

e(z(/)) = z ( 6 ( 0 ) = 3 г(М/))=-2(ео(/))=,г((0л,) = (г(/))м. 
0=0 

Л е м м а 2. Пусть для некоторого l£L эндоморфизм (z(l))M невы­
рожден и l=z(z(l))M-1 — обратный эндоморфизм. Тогда имеет место 
формула 

Id—dl. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть i|)£Cft(L, М), k^O. Проверим, что 
(Ц)'=Щ')9 (3) 

01>)"=W)- (4) 
Формула (3) очевидна. Так как z(l)£Z, то (z(l))M(l')M= (1')M(Z(1))M; 
стало 'быть, T(l')M= (l')MT для любых VdL. В частности, 

Г ( ( П А 1 * ( . . . Л % . . 0 ) ^ ( />( /*( . . . ,? , . . . ) ) . 
Теперь формула (4) очевидна. Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Умножая обе части равенст­
ва (2) справа 'на элемент вида 6(/)9, с учетом формулы (1) получаем, 
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что diq(l)'+iq(l)d=Q(l)q+i для некоторого эндоморфизма iq(l) степени 
— 1 (именно, iq(l)=i{l)®(l)q). Ясно, что взяв линейную комбинацию та­
ких соотношений, можем добиться того, что для любого р-многочлена 
f(t)€P[t] будет выполнено условие 

dlf(l)+if(l)d=f(Q(l)) 

для некоторого эндоморфизма if C*(L, M)-+C*(L, М) степени —-1. В ча­
стности, для центрального элемента z(l) согласно следствию леммы 1 
имеем 

dU(l)+iz(l)d=.(z(l))M. 

Допустим, что эндоморфизм (z(l))M обратим. Тогда по лемме 2 
dp + pd=(id)M9 

где эндоморфизм гомотопии р задается правилом p = Zi2(/). Теорема 1 
доказана. 

Выведем несколько следствий из теоремы 1. 
С л е д с т в и е 1. Пусть Р — поле положительной характеристики и 

М — неприводимый L-модуль. Для того чтобы когомологии H*(L, М) 
были отличны от нуля, необходимо, чтобы эндоморфизмы (z(l))M были 
нулевыми для всех IdL. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме Шура эндоморфизм (z(l))M обра­
тим, если он отличен от нуля. 

С л е д с т в и е 2. Если для некоторого ad-нильпотентного элемента 
IdL эндоморфизм (1)м невырожден, то когомологии H*(Ly M) тривиаль­
ны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если (ad /)<?=0, то элемент lp\ q<p\ лежит в 
центре Z. Обратимость эндоморфизма (1)м равносильна обратимости 
эндоморфизма (/)M

pS. 
С л е д с т в и е 3. Пусть L—нильпотентная алгебра Ли над полем по­

ложительной характеристики и М — неприводимый L-модуль. Простран­
ство когомологии H*(L, M) нетривиально тогда и только тогда, когда 
М — одномерный тривиальный L-модуль. 

Отменим, что это утверждение также верно в случае нулевой харак­
теристики, и в работе [2] дано доказательство, основанное на спект­
ральной последовательности Серра—Хохшильда, не зависящее от ха­
рактеристики поля. Впрочем, оно более содержательно в модулярном 
случае, поскольку всякое конечномерное неприводимое представление 
нилыпотентной алгебры Ли над алгебраически замкнутым полем нуле­
вой характеристики одномерное, а в модулярном случае это не так. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что Н* (L, М) ф0. Рассмотрим 
нижний центральный ряд 

Ly=LzDL2=[Ly L]=) . . . ZDL*=)0. 

Рассуждая индукцией по i=q, q—1, . . . , 1, докажем, что ( / ) м = 0 , если 
ldL\ Тогда при i=l получаем, что М — тривиальный L-модуль. Стало 
быть, он одномерен. Поскольку подалгебра Lq лежит в центре алгебры 
Ли L, 'согласно следствию 1 основание индукции имеется. Допустим, что 
утверждение доказано для i + l . Тогда [(/)м, (1')м] = ([1, 1'])м=0, Z€L\ 
/'GL, так как [/, l']€Li+i. Иными словами, эндоморфизм (1)м коммутиру­
ет со всеми эндоморфизмами (Г)м, хотя элемент / вовсе не обязан при-
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надлежать центру Z. Значит, по лемме Шура ( / ) м = 0 или (1)м — невы­
рожденный эндоморфизм. Но последнее невозможно, поскольку z(l) 
имеет вид lpS и согласно теореме 1 0=(г(1))м= (1)р^. Индукционный 
переход доказан. 

В обратную сторону утверждение следствия 3 очевидно. Например» 
Н°(Ь9Р)^Р,Ф0. 

Заметим, что в отличие от [2] (мы не требуем алгебраическую замк­
нутость поля. 

Напомним, что нилькомпонентой элемента z(l)£Z в L-модуле М на­
зывается подпространство M0(z(l)), в (котором эндоморфизм (z(l))M 

действует нилыпотентно: MQ(z (/)) = (J Ker (z(l))1
M. Подпространство 

\>\ 
M0(Z) = П MQ(z(l)) называется Z-нилькомпонентной L-модуля M. Ниль-

ком/понента M0(Z) обладает структурой /нмюдуля. Заметим, что для 
нильпотентной алгебры Ли L нилькомпонента М0 (Z) совпадает с фиттин-
говой нилыкомпонентой М0 =^ f) U Ker(/)V 

Приведем другую формулировку теоремы 1. 
Т е о р е м а Г. Пусть L — произвольная алгебра Ли над полем поло­

жительной' характеристики и М — L-модуль. Имеет место изоморфизм 
пространств когомологий 

H*{L,M)^H*{L,MQ{Z)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если M=M0(Z), то утверждение тривиально. 
Если M=^=M0(z(l)) для некоторого /GL, то в фактормодуле M1(z(l)) = 
i=M/M0(z(l)) эндоморфизм (z(l))Ml(z(i)) обратим, поэтому согласно тео­
реме 1 H*(L, Mi(z(l)))=0. Рассматривая теперь длинную точную ко­
гомологическую последовательность 

. . .->7/*(L, M0(z(l)))^Hk(L, M)^Hk(L, М,(г(1)))^ 

соответствующей точной последовательности L-модулен 
0~+М0 (z(l) )-+M-+Mi (z(l))^Or 

получаем, что 
Hk(L, M)^Hk(L, M0(z(l))), k^O, dimAf0(^(/))<dimM. 

Несложная индукция по размерности М доказывает теорему 1. 
С л е д с т в и е 4. Для нильпотентной модулярной алгебры Ли L про­

странства когомологий #*(L, M) и H*(L, M0) изоморфны. 
В частности, получаем другое доказательство следствия 3. 
Веиду важности следующее следствие назовем теоремой. 
Т е о р е м а 2. Пусть L — р-алгебра Ли и неприводимый L-модуль М 

не является р-модулем. Тогда пространство когомологий H*(L, M) три­
виально. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существует элемент ZGL такой, что эндомор­
физм (1Р—11р1)м отличен от нуля. Поскольку lp—l[p]dZ, согласно следст­
вию 1 теорема 2 доказана. 

Пусть теперь в алгебре Ли L имеется невырожденная инвариантная 
симметрическая форма (,). Пусть еи . . . , еп — базис в алгебре Ли L и 
£/, • • •, £п —дуальный базис: (еи е-) =8itj, i, j — 1, .. ., п. Из невырож­
денности формы (,) вытекает следующее хорошо известное 
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У т в е р ж д е н и е . Если[eiy I] —. ]>j ?w,/£/, Iе t> 4 — 2 ^'./e/ — разложениям 
t i 

no базисным элементам для /£L, то h,j+^/j,i = 09 i, / = l , . . . , n. 
Э л е м е н т К а з и м и р а с= 2 е{е/ принадлежит центру Z. В дока-

i 

зательстве этого известного факта используется вышеупомянутое ут­
верждение. Это утверждение также является основным в доказательст­
вах леммы Уайтхеда и следующей теоремы. 

Т е о р е м а 3. Пусть R — идеал в алгебре Ли L и в R имеется невы­
рожденная инвариантная симметрическая форма (•, •)• Пусть с — соот­
ветствующий элемент Казимира. Если эндоморфизм (с)м обратим, то 
пространство когомологии H*(L, M) тривиально. 

Например, если форма следа (/, l/)M = tT((l)M(l/)M), соответствую­
щая неприводимому /-модулю М, невырождена и размерность идеала 
R не делится на характеристику поля, то Н*(Ь, М)=0 (см. [1, с. 106, 
упр. 12 к)]) . 

Напомним вкратце, как доказывается эта теорема. Пусть р — эндо­
морфизм пространства C*(L, M) степени —1 такой, что 

(РФ) (к, ...»1ь-г) =* S (**И> {el / ! , . . . , 4-i), i|> 6 Ck (L, M). 
i 

Тогда используя наше утверждение, легко проверить, что 
dp + pd=(c)M. (5) 

Начало доказательства теоремы 3 точно такое; только в самом конце, 
когда получена формула (5), необходимо (Применить лемму 2. 

Несмотря на небольшие отличия в формулировках леммы Уайтхеда 
и теоремы 3 последняя имеет более широкий круг применения. Всякая 
простая алгебра Ли над полем нулевой характеристики имеет невырож­
денную форму следа. В модулярном случае это не так. Тем не менее 
всякая модулярная классическая простая алгебра Ли обладает какой-
либо невырожденной инвариантной формой; более того, класс таких ал­
гебр Ли не исчерпывается классическими или даже р-алгебрами Ли. На­
пример, любая гамильтонова алгебра Ли обладает невырожденной ин­
вариантной формой, не являющейся формой следа [7]. 

Применим теоремы 2 и 3 для изучения когомологии трехмерной про­
стой алгебры Ли типа Аи Но сначала докажем одно предложение, пред­
ставляющее независимый интерес. Напомним, что абелева подалгебра 
Т в алгебре Ли L называется тором , если в L можно выбрать базис 
{еа | а£Г*>, в котором любой элемент hdT действует полупросто: 
[h,ea]=a(h)ea,aer. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть L — конечномерная алгебра Ли над полем 
произвольной характеристики и в конечномерном L-модуле М тор Т 
также действует полупросто. Пусть кограница dty£B*(L, M) инвариант­
на относительно действия тора: Q(h)dty=0 VhdT. Тогда в классе когомо­
логии коцепи г|з можно выбрать представитель ф, также инвариантный 
относительно действия тора: Q(h)y=0 V/гбГ, ср—ty(:B*'(L, M). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Т — модули полупростые, то в [конеч­
номерном пространстве коцепей C*(L, M)^A*L®M можно выбрать ба­
зис, состоящий из коцепей, собственных относительно эндоморфизмов 

k 

8(Л), /iG7\ Пусть ^ = 2 ^ ГДе ^°' Фь • • •» Ф*— коцепи с различными соб-
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ственными значениями Я0, %и • •, К соответственно. Пусть для опреде-
k 

ленности Я0 = 0. Применим к равенству di|) = ^ d^j эндоморфизм Q(h)q. 
Используя формулу (1), получаем, что 

k 

/=о 

Определитель Вандермонда 
Г ^ 1 . . . hk~l 
I л 2 л 2 I 
I hx . . . Nk I 

I л & л & I 

L A i . . • hk_l 

отличен от нуля. Поэтому ^ = 0 для 1^ /^&. Тогда согласно формуле 
(2) 

откуда tyj=d(i(A)ifcAj)€/r(L, М). Остается положить (p = if) + dG, где 
k 

а = У^ —i(h)tyj/Xj. Предложение доказано. 
/ = i 

С л е д с т в и е . Пусть L, М, Г — те же, ^то и в предложении 1. Имеет 
место изоморфизм пространств 

H*(L,M)^H*(L,M)T. 
Пусть теперь 

L = (e_, Л, е+ | [в+, в_ ]=Л, [A, е ± ] = + 2 в ± > 

— алгебра Ли типа Л4 над алгебраически замкнутым полем характери­
стики р > 3 . Все р-представления этой алгебры Ли получаются редукци­
ей по модулю р стандартных неприводимых представлений размерностей 
l ^ t + l ^ p со старшим весом i (см. [5]). Эндоморфизм (с) My соответ­
ствующий элементу Казимира c = e+e_ + e_e+ + /i2/2, невырожден, если 
d i m M ^ l , р—1. Итак, согласно теоремам 2 и 3 H*(L, М ) = 0 , если М — 
неприводимый L-модуль размерности, отличной от 1, р—1. Пусть М= 
= (Vi\l^.i^.p—1>—(р—1)-мерный неприводимый L-модуль со стар­
шим вектором vp-t: e+vp-± = 0 и с (младшим вектором u4: e-Vi = 0. Клас­
сы коциклов ^ . i f l e z 1 ^ , M), ^l^leZ2(Ly M), ненулевые компоненты 
которых задаются соотношениями 

г|)+ (е+, h) = vv г|£ (е_, h) = Vp-l9 

составляют базис пространства H*(L, М). Это вытекает из следствия 
предложения 1. Тем самым доказана 

Т е о р е м а 4. Пусть L — алгебра Ли типа Ау над алгебраически зам­
кнутым полем характеристики / ? ^ 3 и М — неприводимый L-модуль. 
Тогда 

Н1(ЬУ M)^H2(L, M)^P®P, dimM = p—l; 

во всех остальных случаях когомологии Hh(L, M) тривиальны. 
Более существенно применение теоремы 1 для исследования когомо­

логии алгебры Цассенхауза, чему посвящена вторая половина работы. 
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§ 2. Когомологии алгебры Цассенхауза 

Все известные до сих пор конечномерные простые алгебры Ли над 
нолем положительной характеристики включаются в одну из следую­
щих серий простых алгебр Ли: классических и картановских. Если 
представителем классических алгебр Ли наименьшей размерности яв­
ляется трехмерная алгебра Ли типа Аи то таким представителем среди 
картановских серий служит р-мерная алгебра Витта W^{\). Наши 
рассуждения относительно когомологии алгебры Витта проходят и для 
алгебры Цассенхауза Wi(n). 

Приведем вкратце определение алгебры Ли W^n) (подробности см. 
в [4]). Напомним, что умножение в алгебре разделенных степеней 
Oi(n) =(x{i)\ 0^л^р п —1> задается так: 

я<ой</> _ (i + i\ ХМ) (l + i\ _ V + Л! 
i J \ i J ili[ 

Алгебра Ли дифференцирований W^n) =(ид\и£0±(п)у алгебры O t(n), 
ud:v*-+u(d(v))y u, U 6 0 4 ( M ) , 

д : x{i)^x{i~l) ( i>0), д : * ( 0W0, 

называется общей алгеброй Ли картановского типа от одной перемен­
ной (в терминах А. И. Кострикина и И. Р. Шафаревича) или алгеброй 
Цассенхауза. В алгебре Ли Wt(n) можно выбрать базис 
{е{ = х{{+1)\ — 1^£^р п —2}, относительно которого умножение записыва­
ется так: 

'-ИП+,)-П+,)Ь-
Алгебра Ли L = Wt(n) градуирована: 

Пусть 
L =* S7 .! Z) 2̂ 0 3 ^ 1 I D . . . ID ^ , 1 5 0, 2>,= ф £ / 

— соответствующая фильтрация. Отметим, что подалгебра L0 = (e0} за­
дает тор в алгебре Ли L. 

Алгебра разделенных степеней U=Ol(n) обладает естественной гра­
дуировкой 

1 = 0 

Таким образом, в ассоциативной алгебре U имеется естественная 
структура градуированного модуля над алгеброй Ли L. Отметим, что 
этот модуль приводим и в нем содержится одномерный тривиальный 
модуль Р. Введем в пространстве Ot(n) новые структуры градуирован­
ных модулей над L по правилу 

(/, v)*l(v)+t(D'wl)v, t£P, 

где Div(ud) =д(и)—дивергенция дифференцирования ud^W^ri). Обо­
значим полученный модуль через Ut. В частности, U0 совпадает с есте­
ственным L-модулем U. 
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Далее, в нильпотентной подалгебре j?0 имеется р-структура е0
[р] = 

= е0, ег
[р] = 0, t>0, но (ad е_1)рП = 0. В частности, алгебра Витта №4(1> 

является р-алгеброй Ли. Согласно следствию 1 теоремы 1 нетривиаль­
ные когомологии H*(L, M) алгебры Цассенхауза L с коэффициентами 
в неприводимом модуле М могут возникнуть только в таких случаях* 
когда 

(<Li)#=0, (eJM = (е0)м, (еУм = 0, i > 0 . 

Хотя неприводимые представления алгебры Ли Wi(n) в общем случае 
устроены достаточно сложно (см. [6]), такие «почти р-представления» 
допускают хорошую реализацию. Соответствующие модули исчерпыва­
ются следующим списком: одномерным тривиальным L-мбдулем Ру 
(рп—1) -мерным L-фактормодулем U/P и рп-мерными L-модулями Uty 
где /€Z/pZ, 1Ф§, 1 (в количестве р—2 штук). 

Оставшаяся часть работы посвящена вычислению когомологии 
H*(L, Ut) с точностью до когомологии H*(SU P). Чтобы сформулиро­
вать соответствующий результат, введем в рассмотрение одномерный 
«2V модуль <Ь> такой, что е01 = /1 и вД=0, если />0. Кроме того, обо­
значения вида H*(Ly P) , #*(j?0, <Ь>) будем сокращать соответственно 
так: #*(L), Н*{3?ъ, Ь) . Напомним также, что для модуля V над неко­
торой алгеброй U через VLl мы обозначаем подпространство инвариан­
тов. 

Т е о р е м а 5. Пусть L=Wi(n). Для любого tdP имеет место изо­
морфизм пространств (k^O) 

Hk (L, Щ s ((H* (&г) © Hk~x {2?x) © Hk~l (9?x) © Hk~2 (2X)) ® < W)\ 

Из теоремы 5 и из следствия 1 теоремы 1 непосредственно вытекает 
С л е д с т в и е 1. Пусть Р — алгебраически замкнутое поле харак­

теристики р > 3 . Пусть М— конечномерный неприводимый модуль над' 
алгеброй Ли L=Wi(n). Тогда когомологии H*(L, M) тривиальны за 
исключением следующих случаев: 

(i) М — рп-мерный L-модуль Uu где t€Z/pZ, £И=0, 1. Тогда 

(И) М—(рп—I)-мерный L-фактормодуль U/P. Тогда имеет место 
точная последовательность 

0^#°(L)->#°(L, U)-+H°(L, A f ) ^ ^ ( L ) ^ . -
••-+Hk{L)-+Hk(L, U)-*Hh(L, A f ) ^ f f w ( L ) ^ . . . , 

где 
Hk(L,u)^{Hk(&i)®H^l(&i)®H'*-1 (sjeH^iZfif*, *>o; 
(iii) M — одномерный тривиальный L-модуль. 
Впрочем, стоит объяснить происхождение точной последовательно­

сти в случае (ii). Она возникает как длинная точная последователь­
ность пространств когомологии, соответствующая короткой точной по­
следовательности L-модулей 0->P->£/-WW-^0. 

Прежде чем перейти к доказательству теоремы, введем некоторые 
обозначения. Если V= © У< — градуированное пространство с одно-

родными компонентами Vi9 то запись вида | ^ | = i будет означать, что-
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vdVi. Далее, для подпространства V в V через p iv будем обозначать 
естественную проекцию V-+V. Если vu . . . , vn — базис в пространстве 

п 

V, то для любого vdV справедливо разложение 0 = 2 р^-и, где рг^и = 

= pv<v.yV. Пусть А£Р — коэффициент при элементе v5 у проекции рг^. 
Условимся обозначать элементы алгебры Ли L буквами /, 1и . . . , эле­
менты естественного L-модуля U буквами и9 v9 ui9 vu . . . , а L-модуль 
Ut как правило будем обозначать через М и его элементы буквами 
т9 т\ . . . . Далее, привычное нам обозначение ( / ) м (т ) часто будем 
сокращать так: 1(т). При этом из-за наших соглашений в контексте 
будет видно, каким пространствам принадлежат элементы /, т . 

Наделим L-модуль M=Ut структурой модуля над ассоциативной 
алгеброй U относительно естественного умножения 

(и, т)^ит9 u£U, m£M. 

Ясно, что М — унитарный [/-модуль, 

\т = ту т£М, 

и М — свободный [/-модуль с базой <1>, совпадающей с подпростран­
ством инвариантов ML-l=(mdM\e_i(m) =0>. Кроме того, М — градуи­
рованный модуль как над алгеброй Ли L, так и над ассоциативной ал­
геброй [/, причем эти структуры модулей согласованы: 

l(u m)=l(u)m+u l(m)9 /£L, u£U, mdM. 

Поэтому естественное спаривание пространств коцепей 

C*(L9 U)^C*(L,M)^C*{L,M) 

продолжается до спаривания пространств когомологий: 

H*(L9 U)^H*(L9M)-+H*(L9M). 

В частности, пространство 1-когомологий #*(L, [/) действует в простран­
стве когомологий #*(L, M). Приведем явную формулу действия элемен­
та -фбС1^, [/) на элемент <pGС*(L, М): 

(Ф ^ ф) (/I, . . . , W = S (~ l )'+1^ М ^ Ф ̂ ' • • • ' ^ • • • ' lk^' 
1 = 1 

Л е м м а 3. В пространстве когомологий H*(L, M) пространство от­
носительных когомологий H*(L, L_b M) выделяется прямым слагаемым. 
Кроме того, имеет место изоморфизм пространств когомологий 
IT(L9L-uUt)^ir(&Q,lt)9 t£P. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 
^:C*(L9 Ut)-+C*(2>09 10 

•— композиция двух линейных отображений — ограничения на подал­
гебру 3?о с последующей проекцией на подпространство ([Л)ь-1=<1>: 

(Щ (lv . . . , /*) = pr<x> (ф (ll9..., lk))9 цр е Ck (L, Ut), / x , . . . , h G 2» k> 0, 
Л т = рГ<1>(т), m6C°(L, Ut) = Ut. 
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Проверим коммутативность следующей диаграммы: 

Ck(L,Ut)Xck+l(L,Ut) 

C*(^ 0 ,b ) - lC* + 1 (^o .b) 

Так как Ut— градуированный L-модуль, то pr<1>(/(m)) =̂  
= pr<1>(/(pr<1)(m))) для любых /Gi?o, m£Ut и, значит, 

для произвольных /GiiZ'o, i|)GCfe(L, £/f). Поэтому (t5^af))// = t5^(\|)//)- To, что 
( ^ ^ ) / = t5^(if)/), очевидно. Таким образом, dst>y]p = s&dty. Иными словами* 
линейное отображение s& задает проекцию коцепных комплексов. 

Теперь проверим, что на подпространстве относительных коцепей 
C*(L, L-i, Ut) проекция $£> является отображением инъекции. Допу­
стим противное. Пусть Лл|) = 0, но pr1<JC(/)-(г|э( . . . ))Ф0, причем / > 0 — 
наименьшее среди таких. Пусть ijp£Ck(L, L-u Ut). Распишем условие 
Q(e_1)a|) = 0. По определению 

k 

*_ifl>(/i, - - о h)) = 2 < - №(le-i> l& li> • • •• ^ • • - '*)• <6> 

Д л я некоторых lu . . •, 4Gi?o проекция левой части условия (6) на под­
пространство <х ( '_1)> отлична от нуля. Значит, отлична от нуля проек­
ция одного из слагаемых правой части этого условия на подпростран­
ство <x0 _ 1 )>. Это противоречит выбору /. Итак , ограничение проекции 
$6 на подпространство C*(L, L-u Ut) не имеет ядра. 

Построим расщепляющее отображение s&': C*(J?o, \t)-+C*{L, Ut) 
проекции з&. П о л о ж и м s&'\ = 1 при k = 0. Пусть при k>0 

№'q>)(&)а, ..., x{ik)d) = з dU№(l)) • • • a ' * ( * t k ) ) Ф l * h ) d > • • • > *'k)d)-

Легко проверить, что в ( е _ 1 ) ^ / < р = 0, i(^_1)*s^/<p = 0, т. е. на самом деле 
*я£' о тображает пространство C*(j?0 , \t) в пространство C*(L, L _ b Ut), 

Проверим, что композиция отображений 

C*{&0,U)%~C'(L,Ut)Zc(&0, 1,) 

— тождественный эндоморфизм. Пусть Cr
h{3?Q, \t) —подпространство в 

Ch{3?Qj lt), состоящее из таких коцепей ср, что ф ( / ь . . . , / f t ) = 0 , если 
\h\-\ H/ftl^/", r ^ 0 , k>0. Тогда градуированное пространство 
Cr*(j?0, \t)=@Cr

h{2?Q, lt) обладает структурой коцепного комплекса. 
k 

Более того, имеет место разложение на прямую сумму подкомплексов 

(T(&0,h) = ® Cr(&o>h). 

Поэтому приведенное выше утверждение достаточно проверять на ко­
цепях из подпространства Cr*(j?0> Ь), г^О. 

Итак, пусть ф б С / ^ о , U), k>0. Надо доказать, что 
Stet'q>(lu . . . , lh)=q>(h, . . . , 4 ) (7) 

для любых 1и . • •, 4 6 2 Y Так к а к I/, — градуированный [/-модуль с б а -
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зой <1>, то коцепь j^'cp сдвигает градуировку на —г: 
K'<p(/i> . . . , k)\ = \ti\+ . . . +\h\ — r. 

Поэтому 
<sf<p(lv . . - h)=0 \1г\+ . . . + \k\<r, 

^^>(/ i , ..., 4)-0, 1^1+ ... +\Ц>Г. 
Более подробный анализ определения отображения s&r показывает, что 
si>s4>'y{lu . . . . , /ft)=<p(/i, . . . , /ft), если | /41 —I h|/ft|=/'. Соотношение 
(7) доказано. 

Итак, отображение £&' задает расщепление проекции s& и индуциру­
ет изоморфизм коцепных комплексов C*(L, L_4, Ut) и C*(3?Q, \t). Лемма 
доказана. 

Для дальнейшего удобно привести явную формулу отображения ко­
границы d : С*(3?0, 1/)-^С*(«27о, 1<). Легко видеть, что 

где коцепи фбС^^о, lt) сопоставлена коцепь y"(iCk+i(3?Q, Ь), задавае­
мая правилом 

Ф' у» . . . , tk+l) = 2 S ( - ^ ' + 1 '*((p&• • • • • 7 - 4 + i » ' 

а коцепь ф' определяется, как прежде (см. § 1). 
Полезно также привести некоторые факты относительно строения 

пространства когомологий НЦЬ, U). Коцепи a, рбС 1 ^ , U) такие, что 

и(ид)=их{рП-1\ р(шЗ) =д(и), 

являются коциклами. Действительно, a = d(x{pTl))—«почти» кограни­
ца; более того, класс коцикла а нетривиален, поскольку х{рП)$и. Отме­
тим, что подпространство <a>czW1(L, U) можно рассматривать как про­
странство когомологий Hl(L-u U) одномерной подалгебры L_4. 

Дадим другую интерпретацию этого подпространства. Пусть Q* = 
= (BQk — де Рамовский коцепной комплекс, т. е. Q°=U, Qk = 0, k>\ 

k 

и Qi^U®Ai — пространство внешних форм с коэффициентами в ал­
гебре разделенных степеней U. Тогда пространство 1-когомологий де 
Рама Я 1 ^*) изоморфно факторпространству U/d(U), а это, в свою оче­
редь, изоморфно подпространству, натянутому на класс коцикла юс в 
пространстве когомологий #4(L, U). 

Нам понадобится следующее более развернутое определение коцик­
ла а: 

a ^ i ) ^ ^ 1 ) , a(*,) = 0, i > 0 . 

Что касается коцепи р, ее коцикличность равносильна известному свой­
ству оператора дивергенции 

Oiv[li9 /2] = Л(Div /2) —'/2(Div / t ) . 

Впрочем, этот факт и нетривиальность класса коцикла р мгновенно вы­
текает из леммы 3, если заметить, что p^Z^L, L_b U) и проекция s&$ 
задает единственный базисный коцикл в подпространстве коциклов. 
Z^LQ) пространства Zi(3?0). В дальнейшем будет видно, что классы 
коциклов а и р составляют базис в пространстве когомологий Hl(L, U). 

14Я 



Как было указано выше, для любых /6Р, &^0, определены спари­
вания 

Hl{L, U)^Hh(L, Ut)-+Hk+i(L, Ut). 
В частности, 

Hl(L, U)^Hh{L, L_4, Ut)^H^(Ly Ut). 

Полезно привести явную формулу 

(a w ф) (tl9 . . . , lk+1) = 3 ^ ( - i f 1 *(^H|> ft, . . . , /,, . . . , /*+1)> 

где a|)6Cft(L, L_b [/,). Нам также понадобится явный вид спаривания 
С*(Ь0) uC f e(^ 0 ) L0, Ь ) ^ С ^ ( ^ о , Ь) , 

а именно, 

(Р w Ф)(/х, ..., 4+1) = 55 ^ ( - i f 1
 Ф ( / 2 , ..., /,, . . . , /,+1). 

Ясно, что это спаривание также индуцирует спаривание когомологий 
ff(io)wtf(^, L0, l ^ f f + 1 ( ^ 0 ) I,). 

Л е м м а 4. Справедливы следующие изоморфизмы пространств: 
fP(&0, L0, Ь ) ^ ( Я Ч ^ 1 ) ® < 1 , » Ч *€Р, 

Я* (2*0, lt)^H'(L0)®Hm(&0, L0, Ь), /€Я. 

В частности, имеет место изоморфизм 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко видеть, что линейное отображение 

состоящее в естественном ограничении на подалгебру j ? b задает изо­
морфизм пространств Cfe(j?o, L0, \t)-*Ck(2?u b)L°- Также очевидно, что 
это отображение коммутирует с отображением кограницы. Поэтому 

Согласно предложению 1 имеет место изоморфизм пространств 

Я* (2%, 1 , ) Й В Д , L)L°. 

Пусть ^6Zfe(J?0, Ь)ь°. Тогда i(eo^6Zfe-1(J?0, £0, Ь). Если ф = &о — ко­
граница, где с о б С ^ ^ о , Ь)ь°, то £(е0)ф — также кограница в 
Zh-^(9?b, L0, lt). Действительно, 

Це0)<р = 1(е0)(1(й = —с1(1(е0)(д), i(eQ)(u€Ch-2(3?0, L0, lt). 

Таким образом, линейное отображение пространств когомологий 

33: H*(2>0,h)Lo-+H*~-l(2>0iLoy\t), 
Ф н> i (e0) ф, 

корректно определено. 
Используя приведенные выше формулы спариваний, можно прове­

рить, что линейное отображение 
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которое определяется так: 

корректно и задает расщепление отображения J?. Также несложно вы­
числить ядро отображения J?: 

КегЯ = (ФбЯ*(2?
0, Ь)^|1(бь)Ф = 0 ) ^ Я * ( 5 ,

1 , Ь)Ч 

Лемма доказана. 
В лемме 3 было доказано, что относительные когомологии 

#*(L, L-u Ut) выделяются прямым слагаемым в пространстве когомо­
логии #*(L, Ut). В следующей лемме дано описание дополнительного 
слагаемого. 

Л е м м а 5. Имеет место изоморфизм пространств 
H*(L9 Ut)^H*(L_u U)®H*(Ly L_b Ut), t£P. 

В частности, 
Hk(L, Ut)^Hk(L, L-lf Ut)®Hh-'(L, L_b £4), k^O. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем в рассмотрение эндоморфизм про­
странства Uu обозначаемый через \ (отображение «интеграла»). По­
ложим 

j хи) = ха+1) (o<t<p n —1), J jcc^1-1>.= 0, 

и продолжим по линейности на все пространство Ut. Поясним причину 
обозначения Г. Очевидно, что д Г и = и, если рг<х(Рп._1)>м = 0, т. е. 

J — «почти» обратная операция к операции взятия производной 
д : Ut-+Ut. 

Пусть г|)— класс когомологии в Hh{L, Ut). Докажем, что в этом 
классе можно подобрать такой представитель i|)£Zfe(L, Ut), что будет вы­
полнена нормировка 

г|)(е-ь 4, ...., 4-0=Я(/1 , . . . , /л_1)^ ( р Л-1 ) , (8) 

где X£Cft-1(i?o, P). Пусть ф'— произвольный представитель класса г|) 
и для него эта нормировка не выполнена. Надо доказать, что сущест­
вует такая кограница d(u£Bh(L, Ut), что коцикл /ф = г|/—d® будет удов­
летворять нормировке (8). Элементы со (4, . . . , 4-0 для однородных 
4, . . . , 4_i€L будем строить индукцией по сумме индексов однородности 
Ц = | 4 | + • • • + 14-i | • Ясно, что тогда будет построена коцепь об 
еС*- 1 ^ , Ut). Положим 

i(e_1)co = 0. 
В частности, основание индукции для такой конструкции имеется. 

Допустим, что для q—1 все элементы со (/±, . . . , 4-0 построены. Пусть 
теперь линейно независимые элементы 4> . . . , 4-i£«2?

0 удовлетворяют 
условию | 4 | + • • • + 14-i | = Ч- Тогда 

dco (е_4, 4, . . . , 4-0 = ^-i (оз (4, . . ., 4 -0 ) + а, 

где а = 2 (—1)*'<й([£-1, ^ ] , 4, • • •, 4 • • •, 4-i) — известный (по предпо-
i 

ложению индукции) элемент в Ut. Осталось положить 
со (4, . . . , 4~i) = J (г|) (e_i, 4» ...» ^r-i) — а). 

Индукционный шаг доказан. Значит, нормировка (8) достигнута. 
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Теперь докажем, что 
лег*-1 (-2%, ь ) . 

Пусть А = 2 я г , где Хт£Сг
к~*(3?ь, \t). Рассуждая индукцией по г, дока-

жем, что dXr = 0. Поскольку пространство коциклов Zh~i(2>
0, \t) конеч­

номерно, мы получили бы требуемое утверждение: dX=0. 
При г<0 доказывать нечего. Допустим, что для г—1 утверждение 

верно. Тогда условие коцикличности 

*!>(*-!, / ь . . . , /л)=0, где (/ ,1+.. .+ |4 |=/ - , 

расписывается так: 

s s <-1)''+1(^(^(^.^. . . .л,. . . .4))+ 
г=1|/; |=о 

+ S ^ <- !)'Ш> *-J. 4, . . .Д, ..., 4) + 
* = 1 | ^ | = 0 

+ (* (<u) ФУ (4> . . . , / * ) = ^ i (Ф (4> . . . , 4)). 

Поскольку (е0)и (х^1*) = — *(p^1} + tx^*> и [е0, е_г] = — е_1у это усло­
вие, в свою очередь, с учетом нормировки (8) дает, что 

+ X; (Zi, . . . I lk) X(P4^ = £Li (*( / ! , . . . , 4)). 

Вспомнив формулу кограницы d в коцепном комплексе C*(j?0> Ь), пе­
репишем полученное соотношение: 

idX (4, . . . , 4)) *<^> = <ч (г|) (4, . . . . 4)). 
Ясно, что такое возможно только в случае, когда 

dX{lu . . . , 4 ) = 0 , ^-i(^(4, . . . , 4 ) ) = 0 . 

Индукционный переход доказан. Стало быть, ACZ*-1 (J?o, lt). 
Используя формулу спаривания на коцикл а, легко проверить, что 

a\-jS&'X=a^jX, если Я б С ^ ' ^ о , \t). Итак, всякий коцикл if>6: Z*(L, [/,). 
можно представить в виде 

где Я62*-1 (J?0, 10 и <p6Z*(L, £Л). Заметим, что i(e^) (<ф—а^Я) =0, т. е.. 
/(г_!)|ф = 0. Тогда согласно формуле (2) 

Q(e-i)<p = d(i(e-i)y)+i(e-i) (d<p)=0. 

Иными словами, <$£Zk(L, L_b [/<). Таким образом, в любом классе ко­
циклов -ф из дополнительного подпространства к пространству относи­
тельных когомологий Hk(L, L_b Ut) в пространстве #*(L, Ut) можно 
выбрать коцикл -ф, представляемый в виде 

y=wst% X^Z^i^o, lt). 
Ясно при этом, что класс коцикла X нетривиален, если таковым явля­
ется класс коцикла г|>. 

Осталось доказать, что если -ф = Ло — кограница, то соответствую-
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щий коцикл Я также будет кограницей. Итак, пусть 
ccu^a=d(o . (9) 

Будем рассуждать индукцией по количеству аргументов k = 0, 1, 2, . . . . 
При k = 0 нет предмета рассмотрения. Допуская, что для k—1 наше 
утверждение установлено, докажем его для k. Согласно предложению 1 
когомологии коцепного комплекса С* (L, М) и его подкомплекса 
C*(L, Af)L°, инвариантного относительно действия тора L0, изоморфны. 
Поэтому можем считать, что кроме условия (9) выполнены следующие 
соотношения: 

i(^o)co = 0, в(е0)со = 0. 
Тогда из условия (9) с учетом формулы (2) вытекает, что 

a^i{e0)s&'k=—d(i(e0)a), 

поскольку i(e0) ( a ^ ^ U ) = a w (i(e0)s£'X). Так как i(eQ)M'Xit 
£Zh~2(Ly L-u Ut), то по предположению индукции i(e0)ts&/X = da для не­
которого o£Ck-3(L, L_i, Ut). Тогда по лемме 4 

st>"k = - r f ( p w a ) + sl>'% 

для некоторого IGZ*" 1 (j?0, L0y Ь). Итак, условие (9) можно переписать 
в виде 

a^A'l = dx, (10) 
где % — со—а^(^а)^Ск~1(Ь у Ut). 

Справедлива импликация 

i (е0) 1 - 0 , 9 (е0) 1 = О *Ф i (e0) {a w jtf'£) = 0, 6 (е0) (a w st'%) =0 . 
Поэтому i(^0)d>c = 0, 6(e0)dx = 0. По предложению 1 можем считать, что 
6(е0)х = 0. Тогда rf(i(e0)x) =0. Иначе говоря, х = р^/(в0)х + ю) для некото­
рого coGCft_1(L, /У*) такого, что /(е0)со = 0, 6(в0)(о = 0 и dco = dx. Итак, 
условие (10), а стало быть, и условие (9), можно переписать в виде 

а^«5#'£=Жо, (И) 

где 1(е0)со = 0, 9(е0)со = 0 и X62fe-1(^0, £0, Ь)> причем коциклы Я, К от­
личаются на кограницу. Теперь заметим, что при выводе нормироввд 
(8) мы нигде не пользовались тем, что г|э — коцикл. Применим ту же 
процедуру для коцепи со. 

Итак, можем считать, что выполнена нормировка 

i(e_x)Z = \i w *(^>, pi б C**(2V h). (i2| 

Напомним формулу спаривания коцепи \х на 0-коцепь х{рп^г): 

(и ^ *о^>) (/{, . . . , Ы - и d , .. •, 4~2) *р*Ч 
Более того, при этом можем сделать так, чтобы прежняя нормировка 
не испортилась: 

i(e0)© = 0, e(e0)a>= 0. (13) 
Тогда из условий (И) и (12) согласно формуле (2) вытекает, что 

Л% KJ х^~ъ + d(\i^ х^~х)) = 9 ( ^ ) 2 , (Щ 

поскольку i (e^)(a w А'^к) = А*к^> х^рп"11 
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Теперь выведем из условия (14) следующий факт: 

Ясно, что тогда будет доказан индукционный шаг по k, и, значит, доказа-
teльcтвo леммы будет завершено. Мы проверим, что 

(l + d\i)(ll9 . . . , 4 - х ) - О 

для любых линейно независимых однородных элементов 1и . . . , lh-S^S^ 
Будем рассуждать, в свою очередь, индукцией по сумме индексов одно­
родности q=\li\ н 1- | /fe ± | . Если один из элементов / ь . . . , lk-l лежит 
в торе L0, то утверждение верно. По существу, это было проверено выше 
(вспомним нормировку (13) и, что XdZh-1 (j?0, L0, lt)). В частности, ос­
нование индукции имеется. Допустим, что наше утверждение установле­
но для q—1 и докажем его для q. При этом, как отметили выше, можем 
считать, что 1и . . . , lh-&3?±. 

Итак, рассмотрим ограничения коцепей Х9 \х9 со на подалгебру 2?\. 
Легко заметить, что тогда 

поэтому условие (14) равносильно следующей системе уравнений: 

(X + d\x) (eil9 . . . , eik_x)х^п^ = е_г(со (eil9 . . . , eik^)) + 

+ ^ (— l)!Z(etrl9 eix9 . . . , eip . . . , eikJ9 (15) 
l=i 

Где ei.£Lir if>09 j = 1, . . . , k—l. Пусть Aix ^ б P — коэффициент 

при базисном одночлене х{р ^ ч " ' 1 + - + ' * - 1 )
 в разложении элемента со {eix9..., eik^ 

по базисным векторам в пространстве Ut. Выведем условия, которые на­
кладывают на эти коэффициенты уравнения (15). Легко проверить, что 
получаются следующие уравнения, каждое из которых соответствует не­
которому набору (4, . . . , ih-i): 

(1 + йМъ, • •.. О + Ц (- ОЧ^л.....^...!^' 
если I'H (-4-1 = 7̂, и по предположению индукции 

если t1+.---+ifc-i<9r. Назовем наборы (4—1, 4, • ••> 4 - 0 , 
(4, i2— 1, . . . , 4 - 0 , • • •, (4, 4, • • • > 4-1—1) присоединенными к набору 
(4, . . . , ik-i). Если наборы (4, • -, 4 - i ) , (4 ' , • • - , iV-i) присоединены 
и также присоединены наборы ( i / , . . . , r'V-i), (4", . . . , *Vi)> то будем 
считать наборы (ii9 . . . , 4 - 0 и (4", • • •, ^_г) присоединенными. Пусть 
(4, . . . , 4- i )—произвольный, но фиксированный набор такой, что 
4Н г4-1 = ?, 0 < 4 , . . . , 0 < 4 - 1 - Соберем все уравнения, соответствую­
щие наборам (&/, . . . , i V i ) , 4 ' + — } r i /

h - i = g / < g 9 присоединенным к на­
бору (t'i, . . . , 4-i)> и сложим их. Тогда все слагаемые правых частей вза­
имно уничтожаются, а в левой части остается одно слагаемое 
(K + d[i)(eil9 . . . , eihml). Итак, шаг индукции по q доказан. Доказатель­
ство леммы завершено. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5 непосредственно следует из 
лемм 4 и 5. 

Отметим, что наше доказательство позволяет эффективно строить ба? 
зис пространства когомологий #*(L, Ut), исходя из базиса пространства 
Н*{2?и Ь)ь° : если класс коцикла -ф базисный в пространстве Н*{&и Ь ) Ч 
то классы коциклов s&'ty, a u i ' t f , pw^if , aw ((Jw«5#'i|>) будут базисными 
в когомологиях H*(L, Ut) и ими исчерпывается базис этого пространств 
ва. Приведем другую формулировку теоремы 5. 

Т е о р е м а 5'. Пусть L —алгебра Цассенхауза W±(n) и t£P. Про­
странство когомологий H*(L9 Ut) можно разложить на тензорные произ* 
ведения подпространств 

Я* (L, Ut) ̂  Я* (Lel> V) ® Я* (L0) ® (Я* (2^0 ® ( Ь » Ч 

Заметим, что Я1 (L) ^L/[L, L] = 0, но пространство 

№ ( i ? i ) - 2 V [ i ? i , i?i]=<ei,e2 , V~ i | 0<&<n> 
имеет размерность п+\. Так как по теореме 5 для пространства 1-кого* 
мологии имеет место разложение на прямые суммы 

№ (L, Ut) = (Я1 (L_v U) 0 № (L0)) ® (b)L o е (Я1 (2г) ® <Ь))Ч 

то немедленно получаем 
С л е д с т в и е 2. Пусть L=Wi(n)y t£P. Тогда 0-когомологии 

#°(L, Ut) тривиальны, если t=£V, и l-когомологии НЦЬ, Ut) тривиаль­
ны за исключением следующих случаев: 

Я1 (L, U) ̂  Я1 (iLj, О) © Я1 (L0) двумерно при t = 0; 
Ях(1, 1/1)^^<^1) одномерно при t = \\ 
#X(L, i/2) = <ех) одномерно при t = 2; 

Ях(£, t7_1)^(^1l0<fe</z) (AI — 1)-мернопри t =—1. 

Заметим, что L-модуль £/_4 изоморфен присоединенному L-модулю, 
Поэтому в последнем случае речь идет о следующем известном факте; 
пространство внешних дифференцирований HY(L, L) порождается диф­
ференцированиями {dpk | 0<k<n}y в частности, оно (п—1)-мерно. Да­
лее, при t=0 получаем, что классы коциклов а и р линейно независимы, 
и наше обещание о доказательстве этого факта выполнено. 

В заключение выражаю благодарность Кострикину А. И. за внимание 
к работе. 
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