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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы. Теория уравнений смешанного типа является одним 

из основных разделов современной теории дифференциальных уравнений с 

частными производными. Интерес к этим вопросом связан как с теоретической 

значимостью получаемых результатов, так и с выявлением множества 

прикладных задач, математическое моделирование которых обусловливает 

изучение различных типов уравнений в рассматриваемой области изменения 

независимых переменных.  

В 1902 г. С. А. Чаплыгин в своей работе «О газовых струях» впервые 

указал на важность изучения уравнений смешанного типа [1]. Начало же 

исследований краевых задач для уравнений смешанного типа было положено в 

1920-1930 гг. работами Ф. Трикоми [2], С. Геллерстедта [3]. Новым толчком в 

развитии этой теории послужили работы  М. А. Лаврентьева [4], А. В. Бицадзе 

[5-6], Ф.И. Франкля [7], М. Проттера [8], С. Моравец [9], где наряду с 

теоретическими исследованиями ряда существенных вопросов этой теории 

была указана и их практическая значимость.  

К настоящему моменту проблемам теории краевых задач для уравнений 

смешанного типа посвящены многочисленые работы. Достаточно полный обзор 

полученных результатов содержится в книгах А.В.Бицадзе [6], Ю.М. 

Березанского [10], Л. Берса [11], М.С. Салахитдинова [12], Т.Д.Джураева [13], 

А.М.Нахушева [14], Кальменова [15] и др. 

В большинстве своем это были работы, посвященные теоретическим и 

прикладным аспектам уравнений смешанного эллиптико- гиперболического 

типа.  

В настоящее время понятие уравнений смешанного типа значительно 

расширилось и включает всевозможные комбинации двух или трех 

классических типов уравнений. Интенсивное исследование уравнений 

смешанного параболо- гиперболического типа обусловлена тем, что с одной 

стороны, новые типы смешанных уравнений мало исследована в теоретическом 

плане, с другой стороны они лежат в основе математических моделей 

различных природных явлений. 

На необходимость рассмотрения задач для уравнения смешанного 

параболо- гиперболичесоко типа указано в 1959 г. И.М. Гельфандом [16]. Он 

приводит пример, связанный с движением газа в канале, окруженном пористой 

средой: движение газа в канале описывается волновым уравнением, вне его- 

уравнением диффузии. Математические модели этих задач возникают и при 

изучении электромагнитного поля в неоднородной среде, сосотоящей из 

диэлектрика и проводящей среды, при моделировании движения 

малосжимаемой жидкости в канале, окруженной пористой средой [17]. Здесь 

волновое уравнение описывает гидродинамическое давление жидкости в 

канале, а уравнение фильтрации- давление жидкости в пористой среде. 

Аналогичные проблемы возникают при исследовании магнитной 

напряженности электромагнитного поля [17].  
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В последние годы также возрос интерес к задачам для смешанного 

параболо- гиперболическим уравнениям с интегральными условиями 

склейвания на линии изменения типа [18-19]. 

Одной из первых работ, посвященных изучению краевых задач с 

интегральными условиями склейвания на линии изменения типа для параболо- 

гиперболических уравнений, явились работы Г.М. Стручиной [20], Я.С. Уфлянд 

[21] задачу о распростронении электрических колебаний в составных линиях, 

когда на участке lx0  полубесконечной линии пренебрегаются потерями, а 

остальная часть линии рассматривается как кабель без утечки, свел к решению 

системы уравнений  
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Здесь 1
,CL - самоиндукция и емкость (на единицу длины) первого участка 

линии; 2
,CR -сопротивление и емкость второго участка.  

Нетрудно убедится, что если из системы уравнений исключить токи, то в 

привычных для нас обозначениях можно прийти к задаче 
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Вопросы разрешимости локальных и нелокальных краевых задач для 

смешанных параболо- гиперболических уравнении второго и третьего порядков 

изучается интенсивно. Однако, несмотря на большое количество работ по 

этому направлению, вопросы разрешимости краевых задач с интегральными 

условиями сопряжения для уравнений параболо- гиперболических уравнении 

второго и третьего порядков остаются открытыми. Все вышесказанное 

позволяет заключить, что тема диссертации актуальной. 

Изучению одназначной разрешимости краевых задач для параболо- 

гиперболических уравнений посвященно много работ.  

В 1977 году В.А.Елеевым [22] был изучен вопросы регулярной 

разрешимости аналога задачи Трикоми для параболо- гиперболического 

уравнения второго порядка с нехарактеристической линией изменения типа. В 

работе К.Б. Сабитова [23] опубликованной 1989 году было доказана отсутствие 

спектра для вышеприведенной задачи.  

В этом же году Г.Д. Тойжанова и М.А. Садыбеков [24] доказали 

существования хотя бы одного собственного значения задачи с касательной 

производной для параболо- гиперболического уравнения нехарактеристической 

линией изменения типа. 

Вопросы разрешимости и спектральные свойства ряда локальных и 

нелокальных задач для смешанного параболо- гиперболических уравнений  

второго и третьего порядков изучены в работах А.С. Бердышева [25- 26].  

В 1997 году Н.Ю. Капустин и Е.И. Моисеев [19] изучили аналог задачи 

Трикоми со специальными условиями склеивания для параболо- 

гиперболического типа.  

Изучению однозначной разрешимости краевых задач со специальными 

интегральными условиями склеивания посвящены [27-29]. 

В совместной работе Т.Ш. Кальменова, М.А. Садыбекова [30] и в работе  

М.А. Садыбекова [31] для гиперболического уравнения второго порядка в 

области с отходом от характеристики установлено, что решение задачи Дарбу в 

более широком классе неединственна, вследствие чего, было доказано 

однозначный разрешимость задачи Дирихле. Аналогичный эффект для одного 

класса гиперболических уравнений третьего порядка с простыми 

характеристиками исследованы в работе [32]. Вопросы классической 

разрешимости краевых задач для уравнений высокого порядка, в частности, 

третьего порядка с применением различных методов были изучены 

М.С.Салахитдиновым [12], Т.Д. Джураевым [33], М.М. Мередовым [34], Т.Ш. 

Кальменовым [15], М.А. Садыбековым [35].  
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Цель работы. Основная цель работы состоит в постановке и 

исследование вопросов регулярной и сильной разрешимости краевых задач 

для гиперболических и параболо- гиперболических уравнений второго и 

третьего порядков на плоскости . 

Задачи исследования. Задачами исследования является: 

Установление сильной разрешимости и вольтерровости аналога задачи 

Трикоми с интегральными условиями склеивания для смешанного параболо- 

гиперболического уравнения второго и третьего порядков. 

Постановка и изучение краевых задач на плоскости для гиперболического 

уравнения третьего порядка. 

Определение условии сильной разрешимости для одного класса краевых 

задач с интегральными условиями склеивания для смешанного параболо- 

гиперболического уравнения.   

Объектом исследования. Объектом  исследования  диссертации  

являются  вопросы  регулярной и сильной  разрешимости краевых задач для 

уравнений гиперболического и параболо- гиперболического типов 

второго и третьего порядков, а так же изучение спектральных свойств этих 

задач.  

Предметом исследования являются локальные каревые задачи для 

уравнений смешанного параболо- гиперболического уравнения с 

интегральными условиями сопряжения на линии изменения типа второго и 

третьего порядков. Краевые задачи для гиперболического уравнения тертьего 

порядка с простыми характеристиками    

Научная новизна. В работе получены следующие результаты 

 Доказана сильная разрешимость и вольтерровость аналога обобщенной 

задачи Трикоми с интегральными условиями склеивания для смешанного 

параболо- гиперболического уравнения второго порядка.  

 Доказана теорема о существовании собственных значений одной 

краевой задачи со специальными условиями склеивания для смешанного 

параболо- гиперболического уравнения. 

 Найдены достаточные условия разрешимости для одного класса  

краевых задач с интегральными условиями склеивания для параболо- 

гиперболического уравнения второго порядка. 

 Доказана сильная разрешимость ряда локальных задач, в том числе 

задача Дирихле для гиперболического уравнения третьего порядка.  

 Доказана однозначная разрешимость и вольтерровость аналога задачи 

Трикоми со специальными условиями склеивания для смешанного параболо- 

гиперболического уравнения третьего порядка. 

 Для одного класса краевых задач для смешанного параболо- 

гиперболического уравнения третьего порядка установлена однозначная 

(регулярная и сильная)  разрешимость.  

Методы исследования. Исследуемые краевые задачи эквивалентно 

редуцируются к интегро- функциональными уравнениям. Используются 

методы теории дифференциальных уравнений в частных производных, теории 
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расширений линейных операторов в гильбертовом пространстве, теории 

функциональных уравнении, методы интегралов энергии и априорных оценок. 

Положения, выносимые на защиту 

 Доказательство сильной разрешимости и вольтерровости аналога 

обобщенной задачи Трикоми с интегральными условиями склеивания для 

смешанного параболо- гиперболического уравнения второго порядка;  

 Существование собственных значений одной краевой задачи со 

специальными условиями склеивания для смешанного параболо- 

гиперболического уравнения; 

 Нахождение достаточного условия разрешимости для одного класса  

краевых задач с интегральными условиями склеивания для параболо- 

гиперболического уравнения второго порядка; 

 Доказательство сильной разрешимости ряда локальных задач, в том 

числе задача Дирихле для гиперболического уравнения третьего порядка; 

 Доказательство однозначной разрешимости и вольтерровости аналога 

задачи Трикоми со специальными условиями склеивания для смешанного 

параболо- гиперболического уравнения третьего порядка; 

 Установление разрешимости одного класса краевых задач для 

смешанного параболо- гиперболического уравнения третьего порядка.  

Теоретическая и практическая ценность. Результаты работы прежде 

всего представляют теоретический интерес. Они могут быть использованы в 

теории краевых задач для широкого класса уравнений в частных производных 

гиперболического типа, а также смешанного и смешанно-составного типов, при 

изучении математических вопросов многих разделов механики и физики. 

Результаты работы внедрены в отчеты проекта МОН РК «Исследования 

неклассических дифференциальных уравнений с операторами 

дифференцирования дробного порядка, возникающих при моделировании 

процессов во фрактальных средах и разработка алгоритмов их решении» (2012– 

2013 гг Направлению развития науки 5, Интеллектуальный потенциал страны, 

п. 5.1 «Фундаментальные исследования в области естественных наук», договор 

по грантовому финансированию МОН РК № 95 от 04.02.2013 г., № 0713/ГФ) и 

в серии проектов ректора КазНПУ им. Абая «Георадарные исследования 

физических параметров «Большого Алматинского» водохранилище и 

компьютерное моделирование структуры среды» (договор №9 от 01.03.2012 г.), 

«Численные решения обратных задач георадиолокации для определения 

свойств горизонтально-слоистых сред в различных областях диапазонах длин 

волн» (договор № 20 от 01.04.2013 г.). 

Апробация работы. Полученные в диссертации результаты опубликованы 

в 14 работах, из них 3 статьи– из списка, рекомендованного Комитетом по 

контролю в сфере образования и науки МОН РК, 1– в журналах, имеющих не 

нулевой импакт-фактор в базе данных Thomson Reuters, 1– из списка в базе 

данных SCOPUS.  

Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на III 

Конгрессе математиков тюркского мира (г. Алматы, Казахстан, 2009 г) [36], на 



8 

 

конференции «Актуальные проблемы прикладной математики и 

информационных технологий – Аль Хорезми 2009» (г. Ташкент, Узбекистан, 

2009 г) [37], на IV Конгрессе математиков тюркского мира (г. Баку, 

Азербайжан, 2011 г) [38], на научно- практическом семинаре «Некорректные и 

неклассические задачи математической физики и анализа» (г. Самарканд, 

Узбекистан, 2012 г) [39], на Международной научной конференции 

«Функциональный анализ и его приложения» (г. Астана, Казахстан, 2012 г) 

[40], на Международной научной конференции «Дифференциальные уравнения 

и смежные проблемы» (г. Стерлитамак, Башкортостан, 2013 г) [41], на 

Международной конференции «Дифференциальные уравнения. 

Функциональные пространства. Теория приближений» (г. Новосибирск, Россия, 

2013 г) [42], на Международной научно-практической конференций 

«Современные проблемы  спектральной теории операторов и улучшения 

качества обучения математике: теория, методика и опыт» (г. Тараз, Казахстан, 

2013 г) [43], на Международной научно-практической конференций 

«Математическое моделирование и информационные технологии в 

образовании и науке (ММ ИТОН)» (г. Алматы, Казахстан, 2013 г) [44], на 

объединенном семинаре «Современные научные проблемы математики, 

механики и информационных технологий» под руководством академика НАН 

РК, д.т.н., профессора Б.Т.Жумагулова, академика НИА РК, д.ф.-м.н., 

профессора Н.Т.Данаева; на городском семинаре при кафедре фундаментальной 

математики «Спектральная теория линейных операторов и ее приложения» под 

руководством академика, д.ф.-м.н. Т.Ш.Кальменова, д.ф.-м.н., проф. 

Б.Е.Кангужина, д.ф.-м.н., проф. М.А.Садыбекова; на семинаре кафедры 

информатики, математики и информатизации образования Института 

магистратуры и докторантуры PhD Казахского национального педагогического 

университета им. Абая, на семинаре «Современные проблемы теории 

уравнений в частных производных» под руководством д. ф.-м. н., профессор А. 

С. Бердышева, на научном семинаре профессора Кабады А. (Испания).  

Публикации: по теме диссертации опубликовано 14 печатных работ, из 

них 2 в международных изданиях, которые приводятся в списке литературы. 

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из 

введения, трех разделов, заключения и списка использованных источников из 

72 наименований. Работа изложена на 100 страницах. 

Перейдем к обзору содержания диссертации. Первый раздел посвящен 

исследованию вопросов разрешимости  и спектральных свойств краевых задач 

с интегральными условиями склеивания для смешанного параболо- 

гиперболического уравнения второго порядка. Первая раздел состоит из 

четырех подразделов.   

Пусть 2R – конечная область, ограниченная при  плоскости 0y   

отрезками 
0000

,, BBBAAA  прямых 1,1,0  xyx  соответственно, а при  0y    

монотонной гладкой кривой 1)(,0)0(,15,0,0),(:  llllxxyAC   и 

отрезком 1,1:  xlyxBC  характеристики уравнения  
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),( yxfLu  ,      (1) 

 

где  












.0,

0,

yuu

yuu
Lu

yyxx

yyx       (2) 

 

Задача В. Найти решение уравнения (1), удовлетворяющее краевым 

условиям  

,0),(
000


 BAAA

yxu      (3) 

 

( ) 0x y AC
u u        (4) 

 

и условиям склеивания на линиях изменения типа 

 

,10,),()0,()0,()0,(),0,()0,(

0

  xdttxQtuxuxuxuxu

x

yyyxx
   (5) 

 

где ( , )Q x t - заданная функция и     1,01,0),( 1 CtxQ , R , , причем 022   . 

В случае, когда кривая AC  совпадает с характеристикой 0x y    и 

0,1    задача В совпадает с классической задачей Трикоми для параболо-

гиперболического уравнения нехарактеристической линией изменения типа, 

которая исследована в работе [22]. 

Классическая разрешимость задачи В с непрерывными условиями 

склеивания ( 0,1   ) впервые установлена в работе [50], а сильная 

разрешимость в [24]. 

Различные свойства, в том числе вольтерровость краевых задач для 

смешанного параболо- гиперболического уравнения изучены в                   

работах [29, 51-52]. 

Параболическую часть смешанной области   обозначим через 0 , а 

гиперболическую - 1 . 

Под регулярным решением задачи В в области   понимаем функцию  

 
),()()()(),(

1

2,2

0

2,1

10

1,1  CCCCyxu  
 

удоветворяющую уравнению (1) в областях 0 и 1  и краевым условиям (3)-(4) 

и условиям склеивания (5).  

Относительно AC  предположим, что )(x - дважды непрерывно 

дифференцируема, и функции )(xx   и )(xx   монотонно возрастают;  

0,0)(,1)0(0  xx  



10 

 

 В первом подразделе раздела рассматривается задача В и доказывается 

следующий результат. 

Теорема 1.1. Пусть ],0[)( 1 lCx  и     1( , ) 0,1 0,1Q x t C  . Тогда для любой 

функции 1( , ) ( )f x y C  существует единственное регулярное решение задачи В. 

Имеет место следующие две леммы. 

Лемма 1.1. Регулярное решение задачи В представимо в виде 

 

     1 1 1 1 1 1, , , , , ,u x y K x y x y f x y dx dy


       (6) 

 

где  

   1 1 2, , ,K x y x y L   и    1 1 1 1, , , , , ,K x y x y K x y x y  если 0  , 

   
11011

,,,,,, yxyxKyxyxK   если 0  . 

Здесь  
11

,,, yxyxK  выписывается в явном виде через резольвенты 

интегрального уравнения Вольтерра второго рода.  

Лемма 1.2. Для регулярного решения задачи В справедлива оценка 

 

0)()( 1
1
20

1
2

fcuu
WW




,    (7) 

 

где c  - независящая от  ,u x y  константа, а через 
l
 обозначена норма в 

пространстве Соболева  2

lW   и    0

2 2W L   . 

Через W  обозначим множество регулярных решений задачи В. 

Функцию    2,u x y L   назовем сильным решением задачи В, если 

существует последовательность  nu  функции nu W  такая, что nu  и nLu  

сходиться в  2L   соответственно к u  и f . 

Через L  - обозначим замыкание в пространстве  2L   дифференциального 

оператора, заданного на W  выражением (2). 

Согласно определению сильного решения, u  - сильное решение задачи В, 

тогда и только тогда, когда  u D L . Здесь  u D L - область определения 

оператора  . Доказана следующая теорема. 

Теорема 1.2. Для любой функции     1( , ) 0,1 0,1Q x t C  и  2( , )f x y L   

существует единственное сильное решение  ,u x y  задачи В. Это решение 

принадлежит классу       CWW
1

2,1

2

1

2
, удовлетворяет неравенству (7) и 

представимо в виде (6). 

Сформулируем основной результат подраздела 1.1. 

Теорема 1.3. Интегральный оператор в правой части (6), т.е. 

 
1

1 1 1 1 1 1( , ) ( , ; , ) ( , ) ,f x y K x y x y f x y dx dy



 L     

 

является вольтерровым (вполне непрерывным и квазинильпотентным) в )(
2
L . 
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Следствие 1.1. Задача В является вольтерровой задачей. 

 

Следствие 1.2. Для любого комплексного числа  уравнение 

 
( , )u u f x y L  

однозначно разрешимо при всех ).(2  Lf  
В подразделе 1.2 доказана сильная разрешимость и существование 

собственных значении одного варианта аналога задачи Трикоми со 

специальными условиям склейвания для параболо- гиперболического 

уравнения второго порядка. Рассмотрим уравнение (1). Пусть 2R  - конечная 

область, ограниченная при 0y  отрезками 0AA , 00 BA , BB0 ,   0,0A ,  1,00 A , 

 1,10 B ,  0,1B , а при 0y  - характеристиками 0:  yxAC  и 1:  yxBC  

уравнения. 

Рассмотрим следующий аналог задачи Трикоми для параболо – 

гиперболического уравнения.  

Задача B2. Найти решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям  

 

0
000


 BAAA
u                                                 (8) 

 

0 BCyx uu
                          (9) 

 

и условием склеивания на линиях изменения типа 

 

0

( , 0) ( , 0), ( , 0) ( , 0) ( , 0) , 0 1

x

x x y y yu x u x u x u x u t dt x             (10) 

 

где R , , причем 022   . 

Обозначим через  ,0
0

 y   0
1

 y , а через W  - множество 

функций из класса      
1

2,2

0

2,1  CCC , удовлетворяющих уравнению и 

условиям (8)- (9), также условием склеивания (10).  

Функцию   2Lu  называют сильным решением задачи, если существует 

последовательность функций  nu , Wun  , такая, что 0
)()( 1

1
20

1
2


 WnWn

uuuu , 

0
0
 fLun

 при n . Здесь и далее через 
l
  обозначена норма в 

пространстве С.Л. Соболева  lW
2 , где     2

0

2 LW . 

Теорема 1.4. Для любой функции   2Lf  существует единственное 

сильное решение u  задачи B2. Это решение принадлежит классу 
      CWW

0

2,11 , удовлетворяет неравенству 

 

0)()( 1
1
20

1
2

fcuu
WW
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и представляется в виде 

 

      111111 ,,;,, dydxyxfyxyxyxu 


 ,   (11) 

 

где   2LK   

Отметим, что в ходе доказательства всех вышеприведенных теорем, где 

участвует представление типа (11), ядра выписываются в явном виде через 

резольвенты некоторых интегральных уравнений типа Вольтерра второго рода. 

Основным результатом подраздела является доказательство существования 

собственных значений поставленной задачи. 

Теорема 1.5. Пусть 0, 0   . Существует С  такое, что уравнение  

 

uLu   
 

имеет нетривиальное решение Wu . 

При доказательстве этой теоремы используются пердставления (11), 

теорема В.Б. Лидского о совпадении матричного и спектрального следов 

ядерного оператора [55], и формула Гаала вычисления следа ядерного 

оператора, представимого в виде произведения двух оператроов Гильберта- 

Шмидта [56]. 

Следующий подраздел посвящен доказательству сильной разрешимости 

для одного варианта аналога задачи Трикоми с другим видом интегрального 

условия склеивания. 

Рассмотрим уравнение (1) в конечной области  , описанный в подразделе 

1.2.  

Задача B3. Найти решение уравнения (1) из класса функций  

  

        ,:),(=
1

2,2

0

2,1

10

1,1  CCCCuyxuW
 

 

удовлетворяющее краевым условиям  

0=
000 BAAA

u
  

 
0=

AC
u  

и условием сопряжения  
1

( , 0) ( , 0), ( , 0) ( , 0) ( , 0) ( , ) , 0 1x x y y y

x

u x u x u x u x u t Q x t dt x            

 

где  0>=
0

y ,  0<=
1

y , ),( yxf , ),( txQ  – заданные функции, R, , 

причем 022   . 

 Методом интегралов энергии доказана следующая теорема 

 

Теорема 1.6 Пусть  
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0.
)(

)(
0,

(0)

(0)
0,)()(0,=(1)),()(=),(0,

2

1

2

1

21221





















 xQ

xQ

Q

Q
xQxQQtQxQtxQ 




 
 

Тогда если существует решение задачи, то оно единственно. 

Теорема 1.7 Пусть выполнены все условия теоремы 1.6. Если 

0=(0,0)),(),( 1 fCyxf  , )]0,1[]0,1([),( 1 CtxQ , то существует единственное 

решение задачи. 

Лемма 1.3. Для регулярного решения задачи В3 верна следующая оценка 

 

0)()( 1
1
20

1
2

fcuu
WW


                                        

(12) 

 

Теорема 1.8. Пусть выполнены все условия теоремы 1.6 и 1.7 тогда для 

любой функций 2
( , ) ( )f x y L   существует единственное сильное решение задачи 

В3. Это решение принадлежит пространству 1

2
( )W   и верна оценка (12). 

В подразделе 1.4 исследованы две локальные задачи для смешанного 

параболо- гиперболических уравнений дробного порядка  

Рассмотрим уравнение 

 
    uuDu xHxH

yxx
 =2

0

                                    (13) 

 

в области   
21

,1<<01,<<0:,=  yxyx . Здесь 201
=  AA  - характеристический 

треугольник с вершинами      1/2,1/2,0,1,0,0
0

CAA ,  xH   - функция Хевисайда,  

 

 
 

   dssfst
dt

d

n
tfD

n

t

a

n

at

11
=












 



 

 

- дробное производное в смысле Римана-Лиувилля порядка   функции f , 

заданной на  ba, , где   1= n ,    - целый часть  ,    - гамма-функция Эйлера 

 

  0>,= 1

0

  dtet t



 . 

 

Для 0>  и 1<0   мы сформулируем аналог задачи Трикоми следующем 

образом: 

Задача AT. Найти решение уравнения (13) из следующего класса функций 

 

            
2

2

2101

1

01
,0,1,0,,,:=   CCuHyuCuDuCuDuW

xyxxy

 , 

 

удовлетворяющие начальным условием 
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    10,=,lim
1

0





xxyxuy
y

  

и краевыми условиями 

 
    1,0,=/2/2,

1
 yyyyu   

 
    10,=1,

2
 yyyu   

 

а также условиям склеивания 

 

 
 

   1,<0,,0
1

1
=,0

0






 ydttytuyu

y




 

 

    
 

   1.<<0,,0
1

1
=,0

0

0

0

ydttytudttyJtu
x

y

x

y






 


 
с

 

Здесь     1,2=, iyx
i

  - заданные функции, причем    0=lim 1

1

0

 yy
y





. 

Теорема 1.9. Если 

 

)2,1(),1,0(]1,0[)(],1,0[)( 212  iCCyCx
i

 , 

то существует единственно решение задачи AT.  

Здесь также рассмотрена задача Геллерстеда для параболо-

гиперболического уравнения с дифференциальным оператором дробного 

порядка.  

Рассмотрим уравнение 

 

 










1,2=,

,
0

00

iuuu

uuDu

iyyxx

yxx





                           (14) 

 

в области 
2

0
0

Ik
k

 
    

 
 , где 0  - область, ограниченная отрезками 0AA , 0BB , 

0 0A B  прямых 0, 1, 1x x y    соответственно; 1  - область, ограниченная 

сегментом AE  оси x  и характеристиками 1 1: 0, :AC x y EC x y r     уравнения 

(14); 2  - область, ограниченная отрезком EB  оси x  и характеристиками 

2 2: , : 1EC x y r BC x y     уравнения (14); 0I  - интервал 0 1x  , 1I  - интервал 

0 x r  , а 2I  - интервал 1r x  . 

Задача AG. Найти решение уравнения (14) из класса 

 

         1 2

2 0 0 0 0: , , , 1,2y xx y i iW u D u C u D u C u C C i           , 

 

удовлетворяющее краевым условиям 
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       1 20, , 1, , 0 1,u y y u y y y      

 
1

3, , 0 ,
2 2AC

x x
u u x x r

 
     

 
 

 

 
2

4

)
, , 1

2 2EC

x r r x
u u x r x

  
    

 
 

и условиям склеивания 

 

   1

0
0 0

lim , lim , , I ,
y y

y u x y u x y x

 
   

 
          .I,=,lim,=,lim 0
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0









xxyxuxyxuyy
y

y
y

y

  

 

Здесь   1,4j j   - заданные функции, причем    1

1 3
0

lim 0
y

y y 


 , 

   1

4
0

lim ,
y

y u r y r 


 . 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 1.10. Если выполняются следующие условия 

            1 2 1 20, 0,1 0,1 , I I 1,2; 3,4i j i iy C C x C C i j        
 

то задача AG имеет единственное решение. 

Результаты первого раздела опубликованы в работе [38-40; 45-47].  

Во втором разделе доказывается сильная разрешимость локальных задач, в 

том числе задачи Дирихле для гиперболических уравнений третьего порядка.  

В подразделе 2.1 рассмотрены вопросы сильной разрешимости локальных 

краевых задач для гиперболического уравнения третьего порядка в 

ограниченной области. 

Пусть 2R - конечная область, ограниченная отрезком :0 1AB x   оси 

0ó , а при y<0 двумя характеристиками : 0ÀÑ õ ó   и : 1ÂÑ õ ó   

гиперболического уравнения третьего порядка с простыми характеристиками  

 
 yxfLu ,      (15) 

 

где 

      
yyxx

uu
y

Lu 



  

 

Задача Коши. Найти решение уравнения (15) удовлетворяющее условиям  

 

 ,0 ( ), 0 1u x x x      (16) 

 

 ,0 ( ), 0 1yu x x x      (17) 
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 ,0 ( ), 0 1yyu x x x      (18) 

 

Здесь τ(x), (x) и μ(x)- заданные функции. 

Задача Гурса. Найти решение уравнения (15) удовлетворяющее условиям  

 

 , 0,
AC BC

u x y


     (19) 

 

 , 0y AC BC
u x y


  

 

Задача Дарбу. Найти решение уравнения (15) удовлетворяющее условиям  

 

 ,0 ( ,0) 0, 0 1yu x u x x                (20) 

 
1

( ) 0, 0
2

x y AC
u u x       (21) 

 
1

( ) 0, 1
2

x y BC
u u x        (22) 

Задача Коши- Гурса 1 (Дарбу 1). Найти решение уравнения (15) 

удовлетворяющее условиям (21) 

 

 
1

, ( , ) 0, 0
2AC

u x y u x x x               (23) 

 

Задача Коши- Гурса 2 (Дарбу 2). Найти решение уравнения (15) 

удовлетворяющее условиям (21) и (23) 

 
( ,0) 0yu x 

 
 

Задача Коши- Гурса 3 (Дарбу 3). Найти решение уравнения (15) 

удовлетворяющее условиям (23) и 

 

 ,0 ( ,0) 0, 0 1yyu x u x x     

 

Задача Коши- Гурса 4 (Дарбу 4). Найти решение уравнения (15) 

удовлетворяющее условиям (19) и  

 

 ,0 ( ,0) 0, 0 1y yyu x u x x     

 

Задача Коши и Гурса для линейного гиперболического уравнения третьего 

порядка общего вида изучены в [62]. В подразделе решение задачи Коши для 

уравнения (15) приводится удобной форме для дальнейшего рассмотрения.  
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Решение u(x,y) уравнения (15) будем называть регулярным, если функция 

u(x,y) обладает непрерывными производными, входящими оператор L.  

Функцию     2Ly,xu  назовем сильным решением рассматриваемой 

задачи, если существует последовательность регулярных решении  nu  этой 

задачи ( nu  удовлетворяет соответствующие краевые условия), такая, что nu  и 

nLu сходятся в  2L  соответственно к  y,xu  и  yxf , .  

Используя общее решенеие 1 2 3( , ) ( ) ( ) ( )u x y f x f x y f x y      уравнения (15), 

где if - произвольные гладкие функции, нетрудно установить справедливость 

следующих теорем 

Теорема 2.1. Пусть 2 1( ), ( ) [0,1], ( ) [0,1]x x C x C     и 1( , ) ( )f x y C  . Тогда 

существует единственное регулярное решение уравнения (15) 

удовлетворяющее условиям (16)- (18) и оно представимо в виде  

 

1

1

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1
( ) ( , ) ( ) ( , )

2 2

x y x yx

x y x y x

x y yx

y x y y y x

u x y x t dt x y t t dt x y t t dt

dy x y x y f x y dx dy x y x y f x y dx

   
 

 

 

 

        

       

  

   

 

 

 

Теорема 2.2. Пусть )1,0()(),1,0()(),1,0()(
2

1

2

2

2
LxWxWx    и 2( , ) ( )f x y L  . 

Тогда существует единственное сильное решение задачи Коши и оно 

удовлетворяет неравенству 

 

2 2 1
2 2 2 2 2( ) (0,1) (0,1) (0,1) ( )

[ ]
W W W L L

u C f  
 
   

 
 

где C- означает положительную постоянную не зависящий от  y,xu . 

Теорема 2.3. Для любой функций 1( , ) ( )f x y C   существует единственное 

регулярное решение задачи Коши – Гурса 1 (Дарбу 1). 

Теорема 2.4. Для любой функции     2, Lyxf  существует 

единственное сильное решение задачи Коши - Гурса 1 (Дарбу 1). Это решение 

принадлежит классу  2

2
W  и удовлетворяет неравенству 

 

2
2 2( ) ( )W L

u C f
 


               
(24)  

  

 Теорема 2.5. а) Для любой функций 1( , ) ( )f x y C   существует 

единственное регулярное решение задачи Дарбу (19), (24)- (26). Это решение 

принадлежит классу 2

2 ( )W   и оно удовлетворяет неравенству (28).  
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б) Для любой функций 2( , ) ( )f x y L   существует единственное сильное 

решение задачи Дарбу (15), (20)- (22) из класса 2

2 ( )W   и оно удовлетворяет 

неравенству (24). 

В 2.2 изучена корректность аналога задачи Дирихле для гиперболического 

уравнения третьего порядка 

Пусть 2R - конечная область, ограниченная отрезком 10:  xAB  оси 

0ó  и характеристиками 0:  óõÀÑ  и 1:  óõÂÑ  гиперболического уравнения 

(19).  

Для уравнения (15) сформулируем и докажем корректность задачи 

Дирихле. 

Задача D. Найти решение уравнения (15) удовлетворяющее условиям  

 

  10,0,
0




xyxu
y

     (25) 

 
  0, 

BCAC
yxu      (26) 

 

Вопросам разрешимости краевых задач для уравнений гиперболического 

типа посвящены многочисленные работы. Достаточно полный обзор 

полученных результатов по гиперболическим уравнениям содержится в книгах 

А.В. Бицадзе [6], А.М. Нахушева [14], М.С. Салахитдинова [12] и других. В 

большинстве своем, это были работы, посвященные теоретическим и 

прикладным аспектом уравнений гиперболического типа второго порядка.   

Локальные задачи для гиперболических уравнений третьего порядка 

исследовано в работе Б.М. Айбекова [66].  

Близкие задачи рассмотренные в данной работе для гиперболического 

уравнения второго порядка в областях с отходом от характеристики изучены в 

работе М.А. Садыбекова [64], а для параболо-гиперболического уравнения в 

работе М.С. Салахитдинова и А.С. Бердышева [65]. 

Функцию    Cyxu ,  называют регулярным решением задачи D, если она 

обладает непрерывными производными, входящими в уравнение (15) в области 

  и в этой области удовлетворяет уравнению (15) и краевым условиям (25), 

(26). 

Через W – обозначим множество функции из класса  Cuu
yyyxxy

,  

удовлетворяющих условиям (25), (26).  

Функцию    
2

, Lyxu  называют сильным решением задачи D, если 

существует последовательность функции   Wyxu
n

,  такая, что nu  и nLu

сходятся в  
2

L  соответственно к  yxu ,  и  yxf , .  

Основным результатом работы является следующие теоремы:  

Теорема 2.6. Для любой функции     1, Cyxf  существует единственное 

регулярное решение задачи D и оно удовлетворяет неравенству  

 

     
02

fCu       (27) 
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Теорема 2.7. Для любой функции    
2

, Lyxf  существует единственное 

сильное решение задачи D. Это решение принадлежит классу  2

2
W  и 

удовлетворяет неравенству (27).  

Доказательство этой теоремы сводиться к функциональному уравнению 

вида  

    10,
2

1

24

1

24

1


















 ttF

tt
t      (28) 

где 

   



























 








 








 


0

2

0

2

10

1

)],
2

(),([2

,,
2

1
2

2
,

22
,

28

1

t

t

t

t

dzz
t

fzztf

dzzztfz
t

fd
tt

fd
tt

ftF 





 

При доказательстве разрешимости функционального уравнения (28)  

используются следующие леммы.  

Лемма 2.1. Если   )(, 1 Cyxf , тогда  1,0)( 1CtF   

Лемма 2.2. Если    1,01CtF    то существует единственное решение 

уравнения (32) из класса  1,01C  

Лемма 2.3. Если )(),(
2
Lyxf , то )1,0()(

2
LtF   и  

 

)()1,0( 22

),()(



LL

yxfCtF
 

 

Лемма 2.4. Если    1,0
2

LtF  , то существует единственное решение 

уравнения (28) из класса  1,02L  и оно удовлетворяет неравенству 

 
 

 
 

 1,01,0 22 LL
tFCt   

 

Установлению неединственности решения аналога задачи Дарбу и 

корректности этой задачи с дополнительным условием для гиперболического 

уравнения третьего порядка посвящен подраздел 2.3. 

Рассмотрим уравнение (15) в области   , описанной во втором подразделе.  
В предыдущем подразделе для уравнения (15) доказаны теоремы о 

регулярной и сильной разрешимости задачи Дирихле, т.е. следующей задачи: 

найти решение уравнения (15) удовлетворяющее краевым условиям  

 
  0, 

 BCACAB
yxu

 
 

В аналогии, с гиперболическими уравнениями второго порядка, возникает 

вопрос можно ли поставить корректно аналог задачи Дарбу для уравнения (15), 
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в частности можно ли краевое условие на AB   10,00,  xxu  заменить с 

условием  

 
  10,00,  xxu

y  
 

Рассмотрена следующая задача.  

Задача ВN. Найти решение уравнения (19) удовлетворяющее условиям  

 

  10,0,
0




xyxu
yy     (29) 

 

  0, 
BCAC

yxu      (30) 

 

Здесь показано, что однородная задача ВN (19), (29)-(30) (когда 0),( yxf ) имеет 

бесчисленное множество нетривиальных решений вида 

 








 








 


22
)(),(

yxyx
xyxu 

 
 

где )(x -достаточно гладкая  функция удовлетворяющая условием    
 

0)1()0(,
2

1
0,

2

1
)( 








  xxx   

 

Отсюда, следует что для уравнения (15) краевое условие 0),( 
AB

yxu

сильнее (т.к. в этом случае задача однозначно разрешима) чем условие (29). 

Поэтому рассмотрим следующую краевую задачу с дополнительными 

условиями. 

Задача DN. Найти решение уравнения (15), удовлетворяющее краевым 

условиям (29), (30) и 

 

0)( 
ACyx

uu
      

 (31)  

 

С учетом вышеизложенного справедливость следующей теоремы о 

сильной разрешимости задачи DN (19), (29)- (30), (31) доказывается по 

анологии с задачей Дирихле.  

Теорема 2.8. Для любой функций )(),(
2
Lyxf  существует единственное 

сильное решение задачи DN (19), (29)- (30), (31). Это решение принадлежит 

классу )(2

2
W  и удовлетворяет оценке. 

 

02
fcu 
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В 2.4 рассмотрена краевая задача для гиперболического уравнения третьего 

порядка в области с характеристической границей. 

Рассмотрим уравнение 

 

),()( yxfuu
x

yyxx 



    (32) 

 

в конечной односвязной области  плоскости независимых переменных х и у, 

ограниченной отрезком АВ: у=0, 0<x<1  и  при  y<0  характеристиками АС: 

х+у=0, ВС:х-у=1 уравнения (32) 

Задача Н. Найти решение уравнения (32) удовлетворяющее условиям  

 

10,0)0,()0,(  xxuxu
xy

     (33) 

 

0),( 
BCAC

yxu       (34) 

 

Отметим, что вся граница области  (отрезки АВ, ВС, АС) являются 

характеристиками уравнения (32).  

Основным результатом этого подраздела является следующая теорема. 

Теорема 2.9. Пусть выполнены следующие условия 

 
1,    

 

Тогда для любой функций )(),( 1 Cyxf  существует единственное 

регулярное решение задачи Н. 

Под регулярным решением задачи Н будем понимать функцию ),( yxu

принадлежащую классу )(1 C  и имеющие непрерывные производные в  

участвующие в уравнении (32), являющиеся решением этого уравнения в  и 

удовлетворяющих краевым условиям (33), (34)  

Результаты второго раздела опубликованы в работах [41-43; 48-49].  

В третьем разделе доказывается вольтерровость и сильная разрешимость 

краевых задач для смешанного параболо- гиперболического уравнения третьего 

порядка.  

В 3.1 доказана вольттеровость аналога задачи Трикоми для смешанного 

параболо- гиперболического уравнения третьего порядка с интегральными 

условия сопряжения на линии изменении типа. 

Пусть  2R конечная область, ограниченная при 0y  отрезками 

BBBAAA 0000 ,,  прямых 0x , 1y , 1x  соответственно, а при 0y  

характеристиками 0:  yxAC  и 1:  yxBC  параболо-гиперболического 

уравнения третьего порядка 

 

),( yxfLu        (35) 
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где 





















,

,

yyxx

yyx

uu

uu

x
lu

x
Lu          

.0

,0





y

y

 

 
Задача N1. Найти решение уравнения (35), удовлетворяющее краевым 

условиям 

 

0
000

 ACBAAAu      (36) 

 

0
0





ACAA

n

u
 ,     (37) 

 

и условиям склеивания 

 

           
0

, 0 , 0 , , 0 , 0 , 0 , , 0 1.

x

x x y y yu x u x u x u x u t Q x t dt x              (38) 

 

где n  - внутренняя нормаль, , const   , такие что 2 2 0   ,  ,Q    - 

заданная функция. 

В подразделе доказывается сильная разрешимость задачи и отсутствие 

у нее собственных значений. 

Через  lW2  обозначим пространство С.Л.Соболева со скалярным 

произведением ,  и нормой
l
 , )()( 2

0

2  LW . 

Функцию u  из класса  С
1
 )(



 будем называть регулярным решением 

задачи N1 если она обладает непрерывными производными, входящими в 

уравнение (35) в областях  0  и 1 , и в этих областях удовлетворяет 

уравнению (35) и краевым условиям (36), (37), а также на линии изменения 

типа условием сопряжения (38). Здесь },0{0  y }0{1  y . 

Теорема 3.1. Для любой функции )(),( 1


Cyxf , 0)( Af  существует 

единственное регулярное решение задачи N1 и оно удовлетворяет 

неравенству 

                                          

   0)()( 1
1
20

1
2

fcuu
WW


                              (39) 

и представимо в виде 

 

                
111111 ),(),,,(),( dydxyxfyxyxKyxu 



 ,                 (40) 

где ),,,( 11 yxyxK )(2 L , c  - здесь и далее означает положительные, 

вообще говоря, разные постоянные. 

Через W обозначим множество функций из класса  

 

l),( 
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),(1 Cu    ),(, 0,



Cuu yyxx   )(, 1



Cuu yyxxxx , 

 

удовлетворяющих краевым условиям (36) и (37), а также на линии 

изменения типа условием сопряжения (38). 

Функцию )(2 Lu назовем сильным решением задачи, если 

существует последовательность функции }{
n

u , Wu
n
 , такая, что n

u  и n
Lu

сходятся в )(
2
L  к u  и f соответственно. 

Теорема 3.2. Для любой функции )(),( 2 Lyxf  существует 

единственное сильное решение задачи. Это решение принадлежит классу 

)()( 1

2 


WC ; удовлетворяет неравенству (39) и представимо в виде (40). 

Через L  обозначим замыкание в )(2 L  дифференциального оператора 

заданного равенством (35) на W . Из теоремы 3.2 следует, что оператор L -

обратим, 1L - определен на всем )(2 L  и вполне непрерывен. Поэтому 

спектр оператора L может состоять только из собственных значений. 

Используя представление (40) и критерий А.Б.Нерсесяна вольтерровости 

интегральных операторов Гильберта-Шмидта [72], доказывается 

следующий основной результат подраздела- теорема об отсутствии 

собственных значений оператора 1L . 

Теорема 3.3. Обратный оператор 1L  задачи определяемый формулой 

(40) является вольтерровым (то есть вполне непрерывным, и 

квазинильпотентным). 

Следствие 3.1. Задача является волътерровой краевой задачей.  

Следствие 3.2. Для любого C , уравнение fuLu   однозначно 

разрешимо при всех )(2 Lf  в классе )()( 1

2
 WCu   

Последний подраздел посвящен обоснаванию силной разрешимости 

краевой задачи для смешанного параболо- гиперболического уравнения 

третьего порядка с нехарктеристической границей изменения типа 

гиперболической части области.  

Пусть  2R конечная область, ограниченная при 0y  отрезками 

BBBAAA
0000

,,  прямых 0x , 1y , 1x  соответственно, а при 0y  

характеристиками 0:  yxAC  и 1:  yxBC  параболо-гиперболического 

уравнения третьего порядка 

 

),( yxfLu       (41) 

где 





















,

,

yyxx

yyx

uu

uu

y
lu

y
Lu          

.0

,0





y

y

 
 

Задача N2. Найти решение уравнения (41), удовлетворяющее краевым 

условиям 
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0),(
00


BAy
yxu

                                                       (42) 
0

0


ACAA
u

      (43) 

0



BCAC

n

u
 ,        (44) 

где n  - внутренная нормаль. 

Функцию u  из класса С
1
 )(



 будем называть р е г у л я р н ы м  

решением задачи N2 если она обладает непрерывными производными, 

входящими в уравнение (41) в областях 0  и 1 , и в этих областях 

удовлетворяет уравнению (41) и краевым условиям (42) - (44), и на линии 

перехода АВ выполняется условия склеивания 

 

)0,()0,(  xuxu
xxxx ,       10,

)0,()0,(
2

2

2

2










x

y

xu

y

xu

   
(45) 

 

Доказаны следующие две теоремы о регулярной и сильной 

разрешимости. 

Теорема 3.4. Для любой функции )(),( 1


Cyxf , 0)( Af  существует 

единственное регулярное решение задачи N2 и оно удовлетворяет неравенству 

 

02
fcu                                                                (46) 

 
c  - здесь означает положительную постоянную. 

Функцию )(),(
2
Lyxu  называют сильным решением задачи N2, если 

существует последовательности  nu регулярных решений задачи N2, такие,  что 

nu  и nLu сходятся в  2L  соответственно к  y,xu  и  yxf , .   

Теорема 3.5. Для любой функций 2( , ) ( )f x y L   существует единственное 

сильное решение задачи В. Это решение принадлежит классу 2

2 ( )W    и 

удовлетворяет  неравенству (46) 

Отличе этой задачи от задачи N1 подраздела 3.1 в условиях сопряжения 

вида (45). Результаты третьего раздела опубликованы в работе [44].  
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1 ВОПРОСЫ РАЗРЕШИМОСТИ  И СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА 

КРАЕВЫХ ЗАДАЧ С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ СКЛЕИВАНИЯ 

ДЛЯ СМЕШАННОГО ПАРАБОЛО- ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 

УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА  

 

 Данный раздел посвящен изучению краевых задач со специальными 

условиями склеивания для смешанного параболо- гиперболического уравнения 

второго порядка.  

 

1.1 Сильная разрешимость и вольтерровость краевой задачи с 

интегральными условиями склеивания для смешанного параболо- 

гиперболического уравнения 

Пусть 2R – конечная область, ограниченная при  плоскости 0y   

отрезками 
0000

,, BBBAAA  прямых 1,1,0  xyx  соответственно, а при 0y    

монотонной гладкой кривой 1)(,0)0(,15,0,0),(:  llllxxyAC   и 

отрезком 1,1:  xlyxBC  характеристики уравнения  

 

),( yxfLu  ,      (1.1) 

 

где  

 












.0,

0,

yuu

yuu
Lu

yyxx

yyx       (1.2) 

 

Задача В. Найти решение уравнения (1.1), удовлетворяющее краевым 

условиям  

 

,0),(
000


 BAAA

yxu      (1.3) 

( ) 0x y AC
u u       (1.4) 

 

и условиям склеивания на линиях изменения типа 

 

,10,),()0,()0,()0,(),0,()0,(

0

  xdttxQtuxuxuxuxu

x

yyyxx
   (1.5) 

 

где ( , )Q x t - заданная функция и     1,01,0),( 1 CtxQ , R , , причем 022   . 

В случае, когда кривая AC  совпадает с характеристикой 0x y    и 

0,1    задача В совпадает с классической задачей Трикоми для параболо-

гиперболического уравнения нехарактеристической линией изменения типа, 

которая исследована в работе [22]. 
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Классическая разрешимость задачи В с непрерывными условиями 

склеивания ( 0,1   ) впервые установлена в работе [50], а сильная 

разрешимость в [24]. 

Различные свойства, в том числе вольтерровость краевых задач для 

смешанного параболо- гиперболического уравнения изучены в работах [29, 51-

52]. 

Параболическую часть смешанной области   обозначим через 0 , а 

гиперболическую - 1 . 

Под регулярным решением задачи В в области   понимаем функцию  

 
),()()()(),(

1

2,2

0

2,1

10

1,1  CCCCyxu  
 

удоветворяющую уравнению (1.1) в областях 0 и 1  и краевым условиям 

(1.3)-(1.4) и условиям склеивания (1.5).  

Относительно кривой AC всюду в дальнейшем предположим, что )(xx   

монотонно возрастают. Тогда в характеристических переменных 

yxyx   ,  уравнение кривой AC  допускает представление 

10),(   .  

Теорема 1.1. Пусть ],0[)( 1 lCx  и     1( , ) 0,1 0,1Q x t C  . Тогда для любой 

функции 1( , ) ( )f x y C  существует единственное регулярное решение задачи В. 

Доказательство. Регулярное в области 1  решение задачи В ищем в виде 

 

  

























 111111

1

),()()()(
2

1
),( dfddttu ,   (1.6) 

где  

)0,()(),0,()(

),
2

,
2

(
4

1
),(,,

1

1






xuxxux

ffyxyx

y





    (1.7) 

 

На основании (1.4) из (1.6) в силу обозначений (1.7) имеем 

 

1 1 1 1

( )

( ) ( ) 2 ( , ) , 0 1f d



 

           .        (1.8) 

 

В силу однозначной разрешимости первой краевой задачи для уравнения 

теплопроводности (1.1), удовлетворяющее условиям (1.3) и    ,0u x x , в 

области 0  можно представить в виде  

 

1

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0

( , ) ( , , ) ( , ) ( , ,0) ( ) ,

x x

yu x y dx G x x y y f x y dy G x x y x dx       (1.9) 
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где 0)0(  , а  1, ,G x y y – функция Грина первой краевой задачи для уравнения 

теплопроводности в квадрате 0 0AA B B , которая имеет вид [12]. 

 
2 2

1 1
1

( 2 ) ( 2 )1
( , , ) exp exp

4 42 n

y y n y y n
G x y y

x xx





       
       

    
 .    (1.10) 

 

Вычислив производную 
y

u




 в (1.9) и устремляя y  к нулю внутри области 

0  получим 

 

0

0

( , 0) ( ) ( , 0) ( ),

x

y xu x k x t u t dt F x     
 


2

1

2

1 1
( ) ( ),

n

x

n

k x e k x
x

x




 



       (1.11) 

 


1

0

111011

0

10 ),(),,()( dyyxfyyxxGdxxF
yy

x

.     (1.12) 

 

Таким образом, основное функциональное соотношение между )(x   и 

)0,()(0  xux y , принесенное на отрезок AB  из параболической части области 

имеет вид 

 

0 0

0

( ) ( ) ( ) ( ).

x

x k x t t dt F x           (1.13) 

 

Пусть 0 . Из (1.8) и (1.13) в силу условия склеивания (1.5), получаем для 

)(x   интегральное уравнения  

 

1 1

0

( ) ( , ) ( ) ( )

x

x k x t t dt F x    .            (1.14) 

здесь  

 1

1
( , ) ( ) ( , ) ,k x t k x t Q x t


                  (1.15) 

 

  

x t

t

x

x

dtfdttxQdxfxFxF
0 )(

11

)(

11101 ),(),(
2

),(2)(
1

)(









          (1.16) 

 

Таким образом, задача В эквивалентно (в смысле однозначной 

разрешимости) редуцирована к интегральному уравнению типа Вольтерра 

второго рода (1.14).  
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Ограничения наложенные на функции )(x  и ),( txQ , а также на правую 

часть уравнения (1.1) позволяет утверждать, что в силу (1.11) и (1.15) 1( , )k x t  - 

ядро со слабой особенностью. Значить существует единственное решение 

уравнения (1.14) и )1,0()( 1Cx  . После нахождения )(x  (в силу (1.3) 0)0(  ) и 

)(),( 10 xx  , формула Даламбера и формула решения первой краевой задачи для 

уравнения теплопроводности дают нам решения задачи В из искомого класса в 

случае, когда 0  . 

Решения уравнения (1.14) представимо в виде 

 

1 1

0

( ) ( , ) ( ) ( ),

x

x x t F t dt F x           (1.17) 

 

где ),( tx - резольвента интегрального уравнения (1.14) 

 

1 11 1 1 1 1 1

1 0

( , ) ( 1) ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )

x

n

n n n

n

x t k x t k x t k x t k x t k x z k t z dz






      . 

 

Из (1.17) с учетом 0)0(   имеем 

 

dttFtxx

x

)(),()( 1

0

1 , 

где   

dztztx

x

t

 ),(1),(1
. 

 

Из формулы (1.6) в силу (1.8) нетрудно получить 

 

1

1 1 1 1

( )

( , ) ( ) ( , ) .u x y d f d

 

  

               (1.18) 

 

Теперь подставляя найденное выражение )(x  в (1.18) с учетом (1.12) и 

(1.16) после некоторых несложных преобразовании получим  

 
1

1

1

1 1

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 ( )

1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 ( ) ( )

1
( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

2
( , ) ( , ) ( , ) ,

u x y dx G x y f x y dy d f d

d G f d d f d

 

 

  

    

      



          



   

  

   

   

      (1.19) 

 

где 
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x

y dtytGtxyxG
0

1111 )0,,(),(),( , 
0 1

0

( , ) ( , ) ( , )

x

G x Q z x z dz     . 

 

Аналогично, подставляя значение )(x  в (1.9) имеем  

 
1

1

1

1

1

1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 ( )

1 01 1 1 1 1 1 1

0 ( )

( , ) ( , , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

2
( , ) ( , ) ,

x x

x

u x y dx G x x y y f x y dy d G x y f d

d G x f d



 



 

    


     



   

 

   

 

    (1.20)  

 

где  

 

2 1 1 1 1

0

1
( , , ) ( , , ) ( , ) ( , ,0) ,

x

yG x y y G x y y G t y G x t y dt


  
 

01 1 1 1 0 1 1 1

0

( , ) ( , ,0) ( , ) .

x

yG x G x y G x x dx  
 

 
Из (1.19) и (1.20) легко получить, что  

 

1 1 1 1 1 1( , ) ( , , , ) ( , ) ,u x y K x y x y f x y dx dy



 
 

 
где   

 

 













 ),(
2

),()()(),,()()()(),,,(
110111111121111





 xGyxGxyyyxxGxxyyyxyxK

 








 )()()(

2

1
)(),()()()(

111111111
 yyxGxyy  

,),(),()(
110111
















 




 G  

 

где ( ) 1, 0, ( ) 0, 0.y y y y       

 

Пусть 0  и 0 . Из функциональных соотношении (1.8) и (1.13) в силу 

условия склеивания (1.5) при 0  имеем  

 

0 1 1 1

0 0 ( )

( ) ( ) ( ) [ ( ) 2 ( , ) ] ( , )

x x t

t

k x t t dt F x t f t d Q x t dt


           
 

 

или  
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0 1 1 1

0 0 ( )

( )[ ( ) ( , )] ( ) 2 ( , ) ( , ) .

x x t

t

t k x t Q x t dt F x dt Q x t f t d


          
 

 

Учитывая вид функции ( )k x t  последнее уравнение перепишем в виде 

 

 


0 1 1 11/2

0 0 ( ) 0

( )
( ) 2 ( , ) ( , ) ( ( )) ( , ) .

x x t x

t

t dt
F x dt Q x t f t d k x t dt Q x t dt

x t 


    
 

     
   

   
  

(1.1.21) 

 

Уравнению (1.21) обращая как интегральное уравнение Абеля получим  

 



0 0
1 1 1

0 0 0 ( )

0 0

(0) ( )1
( ) 2 ( , ) ( , )

( ) ( ) ( , ) .

x x t z

z

x t

F F t dt dt
x dz Q t z f z d

tx x t x t

dt
z k x t Q t z dz

tx t



   
 

 

  
   

 


      

   

 
 

 

Отсюда с учетом, что 0)0(0 F , после некоторых преобразовании имеем 

 

)()(),()( 2

0

0 xFdzzzxKx

x

   ,     (1.22) 

 

где   

 


1

2
0

0

1 ( , )
( , ) ( ) ( ) ( , )

x z
Q z z

K x z x t k t z Q t z dt
tx z





 

        
 , 

1

1 1

1

1
1

2 1 1 1 1

0 0 0 1

11 1
1 1 1 1 1

0 ( ) 01 1

( , ,0)1
( ) ( , )

( , )( , )2
( , ) .

x xx
yt

xx

t

G t y
F x dx dt f x y dy

x x t

Q tQ
d dt f d

x x t

 

 



 
   

  





 
  

   

 
 

    

  

  

                    (1.23) 

 

Так как ядро ),(0 zxK  является ядром со слабой особенностью, то решение 

уравнения (1.22) существует, единственно и представимо в виде   

 

dzzFzxRxFx

x

)(),()()( 2

0

2  ,     (1.24) 

 

где ),( zxR - резольвента интегрального уравнения (1.22). 

Далее поступая также как и выше, имеем  

 

0 1 1 1 1 1 1( , ) ( , , , ) ( , )u x y K x y x y f x y dx dy



  , 
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где   

 

 



0 1 1 1 1 1 1 4 1 1 1

1 1 5 1 1 1 1 3 1 1

1 1 1 1 1 1 1

( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( , , , )

( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , )

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ,

2

K x y x y y y x x G x x y y G x x x y y

y x G x y y y x G x y

y Q

   

         

              

    


      



 
        

   
1

1 1 1

3 1 1 1 1

0 0

1

0

( , ,0) ( , ,0) ( , ,0)1
( , , ) ( , )

( , ,0)
,

x x z
y ys y

s
yt

G z y G s y G s y
G x x y R z x s x

z z s s

G t y
dt ds dz

s t



   
      

 


 

   

 



 

1

11 1 1 1
1 1 1 1

0 0

1

0

( , )( , ) ( , )2
( , ) ( , )

( , )
,

x z

s

s

t

Q sQ Q
Q x R z s

z z s s

Q t
dt ds dz

s t


   

  




   
     

 


 

   

 


 

4 1 1 3 1 1

0

( , , , ) ( , , ) ( , ,0) ,

t

yG t x y y G s x y G t s y ds 
 

5 1 1 1 1 1 1

0

( , , ) ( , ,0) ( , ) .

x

yG x y G x x y Q x dx  
 

 

Таким образом, мы частично доказали справедливость следующей леммы. 

Лемма 1.1. Регулярное решение задачи В представимо в виде 

 

     1 1 1 1 1 1, , , , , ,u x y K x y x y f x y dx dy


       (1.25) 

 

где  

 

   1 1 2, , ,K x y x y L   и    1 1 1 1, , , , , ,K x y x y K x y x y  если 0  , 

   
11011

,,,,,, yxyxKyxyxK   если 0  . 

 

Покажем теперь, что    1 1 2, ; ,K x y x y L  . Легко видеть, что в формуле (1.25) 

в ядре все слагаемы ограничены, за исключением первого,  в котором не 

ограничено слагаемое  11 ,, yyxxG  . Поэтому покажем, что          

 
          21111 ,, LyyxxGxxyy   

 

Этот факт вообще известен [26]. Однако для удобства чтения мы ее 

приводим. 
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Из представления (1.10) функции Грина  11 ,, yyxxG   следует, что для этого 

достаточно в нем оценить слагаемое при 0n : 
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1
,,
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xxyyyyxxB
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Заметим, что  
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Пользуясь этим, вычисляем 
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Заменяя 2
1

2
y

x

yy



, далее имеем 
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y
dyxe
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dx
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1
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1

0 2

1
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1
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x

dx
Cdye

x

dx
dy

y


. 

 

Следовательно,    1 1 2, ; ,K x y x y L  . Лемма 1.1 доказано полностью. 

Лемма 1.2. Если 1( , ) ( ), (0,0) 0f x y C f   и     1( , ) 0,1 0,1Q x y C   то 

  1[0,1]F x C   и  0 0F  . 
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Доказательство. Используя явный вид функций Грина (1.10),  нетрудно 

установить, что функция   F x
, определенные формулами (1.16), (1.23) 

принадлежит классу 1[0,1]C  и  0 0F  . Лемма 1.2 доказано. 

Лемма 1.3. Пусть     1( , ) 0,1 0,1Q x y C  и  2( , )f x y L  тогда   2( )F x L    и  

 

 
 2

00,1L
F x C f                     (1.26) 

 

где   1

2

( ), 0

( ), 0.

F x
F x

F x







 

  
 

Доказательство. Через  ,x y обозначим решение в 0 задачи 

 

0 0 0

( , ), 0x yy AA A B AB
f x y  

 
                   (1.27) 

 

Очевидно, что 0
0

( ) lim ( , )y
y

F x x y


 . 

Известно [53], что решение задачи (1.27) в классе 1,2

2 0( )W  существует, 

единственно и удовлетворяет неравенству  

 

2 0 2 0 2 02 0 2 0

2 22 2 2

( ) ( ) ( )( ) ( )x y yyL L LL L
C f   

   
      (1.28) 

 

Используя очевидное равенство  

 

0

( ,0) ( , ) ( , )

y

y y yyx x y x t dt    
 

 

получаем 
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2

)(

1

0

21

0

21

0

2

)( 020202

),(),()0,()0,()0,(


   LyyLyyyLy
yxyxCdxxdydxxx 

        

(1.29) 

 

Из (1.1.28) и (1.1.29) имеем 

 

   
2 02 2

0 ( )(0,1) (0,1)
,0y LL L

F x x C f


     (1.1.30) 

 

Теперь в силу леммы 1.3, (1.16) и (1.23) используя известные неравенства 

Коши- Буняковского, с учетом (1.30), нетрудно получить оценку (1.26), что и 

доказывает лемму 1.3.  

Лемма 1.4. Для регулярного решения задачи В справедлива оценка 
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0)()( 1
1
20

1
2

fcuu
WW




,    (1.31) 

 

где c  - независящая от  ,u x y  константа, а через 
l
 обозначена норма в 

пространстве Соболева  2

lW   и    0

2 2W L   . 

Доказательство. В силу леммы 1.3 из (1.17) и (1.24) имеем 

 

 
 

 
 2 2

00,1 0,1L L
x C F x C f   

 
 

Отсюда и из свойств решений первой начально- краевой задачи для 

уравнения теплопроводности и формулы (1.18) следует, что решение задачи В 

удовлетворяет неравенству (1.31). Лемма 1.4 доказана. 

Через W  обозначим множество регулярных решений задачи В. 

Функцию    2,u x y L   назовем сильным решением задачи В, если 

существует последовательность  nu  функции nu W  такая, что nu  и nLu  

сходиться в  2L   соответственно к u  и f . 

Через L  - обозначим замыкание в пространстве  2L   дифференциального 

оператора, заданного на W  выражением (1.2). 

Согласно определению сильного решения, u  - сильное решение задачи В, 

тогда и только тогда, когда  u D L . 

Теорема 1.2. Для любой функции     1( , ) 0,1 0,1Q x t C  и  2( , )f x y L   

существует единственное сильное решение  ,u x y  задачи В. Это решение 

принадлежит классу       CWW
1

2,1

2

1

2
, удовлетворяет неравенству (1.31) и 

представимо в виде (1.25). 

Доказательство. Так как  1

0С  плотно в  2L ,  то для любой функции 

  2Lf  существует последовательность функции   1

0Сf n  таких, что 

0
0
 ff

n , n  . Здесь  1

0С  - множество дифференцируемых  в области   

функции, равных нулю в окрестности   (   - граница области  ).  

При   1

0Сf n  нетрудно, что    1;01CxF
n

 . Поэтому уравнение (1.14) и 

(1.22)  можно рассматривать как интегральное уравнение Вольтера второго 

рода в пространстве  1;01С . Следовательно,      1,0 0;1n nxx u x C   . Из свойств 

решений первой начально-краевой задачи для уравнения теплопроводности и 

задачи Дарбу для волнового уравнения, принимая во внимание представления 

(1.6) и (1.9), получаем, что Wun   для всех   1

0Сf n . 

В силу неравенства (1.31) имеем 0
0)()( 1

1
20

1
2




ffcuuuu
nWnWn . 

Следовательно,  
n

u  - есть последовательность, отвечающая определению 

сильного решения, задача В - сильно разрешимо для любой правой части f , и 

сильное решение принадлежит классу       CWW
1

2,1

2

1

2
. Теорема 1.1.2 

доказана.  
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Теорема 1.3. Интегральный оператор в правой части (1.25), т.е. 

 
1

1 1 1 1 1 1( , ) ( , ; , ) ( , ) ,f x y K x y x y f x y dx dy



 L    (1.32) 

 

является вольтерровым (вполне непрерывным и квазинильпотентным) в )(
2
L . 

Доказательство. Для доказательства теоремы 1.3 нам достаточно 

показать, что оператор 1
L , определенный формулой (1.32), является 

квазинильпотентным, так как вполне непрерывность этого оператора следует из 

того, что ).(),;,( 211  LyxyxK  

Покажем, что 1
L  - квазинильпотентный, т.е. 

 
1

0
0 ,n n

n
im 


 L      (1.33) 

 

где 

 
1 ( 1) , 1,2,3... .n n n      L L L  

 

Из (1.32) непосредственным вычислением, нетрудно получить, что 

 

          
1 1 1 1 1 1( , ) ( , ; , ) ( , ) ,n

nf x y K x y x y f x y dx dy



 L    (1.34) 

 

где 

 

1 1 2 2 ( 1) 2 2 1 1 2 2( , ; , ) ( , ; , ) ( , , , )n nK x y x y K x y x y K x y x y dx dy



  , 1 1 1 1 1( , ; , ) ( , ; , ).K x y x y K x y x y  

 

Лемма 1.5. Для итерированных ядер 1 1( , ; , )nK x y x y  имеет место оценка 

 
11

2
1

1 1

( )3
( , ; , ) ( ) , 1,2,3... ,

2

2

n
n

n

n

x x
K x y x y M n

n



 

  
    
 

     (1.35) 

 

где  
 
 

 ,,;,max 111

,
,

11

yxyxKxxM

yx
yx






  x  - гамма-функция Эйлера. 

Доказательство. Доказательство проведем методом математической 

индукции по n . При 1n  неравенство (1.35) 

 
1

2
1 1 1 1( , ; , ) ( )K x y x y M x x
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следует из представления ядра 1 1( , ; , )K x y x y  с учетом представления функции 

Грина (1.10). 

Пусть (1.35) справедливо для 1 kn . Докажем справедливость этой 

формулы для kn  . Используя неравенство (1.35), при 1n  и 1 kn  имеет 

 

1 1 2 2 ( 1) 2 2 1 1 2 2

2 2 ( 1) 2 2 1 1 2 2

1

1 22
2 2 2 1

( , ; , ) ( , ; , ) ( , , , )

( , ; , ) ( , ; , )

3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

k k

k

k k

K x y x y K x y x y K x y x y dx dy

K x y x y K x y x y dx dy

x x M x x x x  










 



 

  

       







 

1

3
1 1 32 2

1 22 1 2 2 2
2 2 2 2 2 1

1

2

( ) 3 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

1 12
( ) ( )

2 2

k
x k

k k k

x

x x
dx dy M dx x x x x dy

k k



 

 




    

 
 

 

 
 

Заменяя  112 xxxx  , далее получим 

 
1

2
1 1 1

1 1

11 1 3 2
1 12 2 2

0

( )3
( , ; , ) ( ) ( )

12
( )

2

( )3
(1 ) ( ) ( ) ,

2
( )
2

k

k k k

k

k
k

k k

x x
K x y x y M

k

x x
d M

k



   



 


 




 





  




 
 

что и доказывает лемму 1.5. 

Используя последовательно известное неравенство Шварца и лемму 1.5  

(неравенство (1.35)), из представления (1.34) имеем 

 

   
 

.

2
1

1

2

3
,;,,

),(),;,(

2

0
2

2

11

2

1111

2

11

2

111111

22

0

 

 

 

 


















































































f
n
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MdxdydydxyxyxKdydxyxf

dxdydydxyxfyxyxKdxdyff
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n
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Отсюда получаем 

 

.

)
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1
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3
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Из последнего нетрудно установить равенство (1.33). Теорема 1.3 доказана.

 
Следствие 1.1. Задача В является вольтерровой задачей. 

Следствие 1.2. Для любого комплексного числа  уравнение 

 

( , )u u f x y L                                           (1.36) 

 

однозначно разрешимо при всех ).(2  Lf  

В силу обратимости оператора L , однозначная разрешимость уравнения 

(1.36) эквивалентна однозначной разрешимости уравнения 

 
1 1 ,u u f   L L  

 

которая является уравнением типа Вольтерра второго рода. Это и доказывает 

следствие 1.2 из теоремы 1.3. 

 

1.2 Сильная разрешимость и существование собственных значений 

краевой задачи с интегральными условиями склеивания для смешанного 

параболо- гиперболического уравнения 

Пусть 2R  - конечная область, ограниченная при 0y  отрезками 0AA , 

00 BA , BB0 ,   0,0A ,  1,00 A ,  1,10 B ,  0,1B , а при 0y  - характеристиками 

0:  yxAC  и 1:  yxBC  уравнения 

 

 yxf
yuu

yuu
Lu

yyxx

yyx
,

0  ,

0  ,













    (1.37) 

 

Рассмотрим следующий аналог задачи Трикоми для параболо – 

гиперболического уравнения.  

Задача B2. Найти решение уравнения (1.37), удовлетворяющее условиям  

 

0
000


 BAAA
u                                                 (1.38) 

 
0 BCyx uu

                          (1.39) 

 

и условием склеивания на линиях изменения типа 

 

0

( , 0) ( , 0), ( , 0) ( , 0) ( , 0) , 0 1

x

x x y y yu x u x u x u x u t dt x             (1.40) 

 

где R , , причем 022   . 
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Обозначим через  ,0
0

 y   0
1

 y , а через W  - множество 

функций из класса      
1

2,2

0

2,1  CCC , удовлетворяющих уравнению и 

условиям (1.38)- (1.39), также условием склеивания (1.40).  

Функцию   2Lu  называют сильным решением задачи, если существует 

последовательность функций  nu , Wun  , такая, что 0
)()( 1

1
20

1
2


 WnWn

uuuu , 

0
0
 fLun

 при n . Здесь и далее через 
l
  обозначена норма в 

пространстве С.Л. Соболева  lW
2 , где     2

0

2 LW . 

Теорема 1.4. Для любой функции   2Lf  существует единственное 

сильное решение u  задачи B2. Это решение принадлежит классу 

      CWW
0

2,1

2

1

2 , удовлетворяет неравенству 

 

0)()( 1
1
20

1
2

fcuu
WW




    (1.41) 

 

и представляется в виде 

 

      111111 ,,;,, dydxyxfyxyxyxu 


 ,  (1.42) 

 

где   2LK   

Доказательство: В силу однозначной разрешимости первой краевой 

задачи для уравнения теплопроводности и задачи Дарбу для волнового 

уравнения решение уравнения (1.37) представимо в виде  

 

 

       

   




















 

  



 





1

11111

0

1

0

111

0

111111

0  ,,

0  ,0,,,,,

,

1

ydfd

ydxxyxxGdyyxfyyxxGdx

yxu

x x

y

(1.43) 

 

где    0,xux  ,   00  ,   






 


2
,

24

1
,1


 ff , yx  , yx , а 

 11 ,, yyxxG   - функция Грина первой краевой задачи для уравнения 

теплопроводности в квадрате BBAA 00 , представимая в виде [54]: 

 

 
   

2 2

1 1

1

2 21
, , exp exp

4 42 n

y y n y y n
G x y y

x xx





          
       
        

   (1.44) 
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Вычислив производную 
y

u




, и устремляя y  к нулю, внутри области 0

  

получим соотношения между  x  и    1 , 0
u

v x x
y


 


 перенесенное из 

параболической части 

 

       1 0

0

x

v x k x t t dt x     ,   (1.45) 

где  

  







n

x

n

e
x

xk

2

1


 ,     (1.46) 

 

       
x

dyyxfyxxGdxx
0

1

0

11111010 ,, ,   (1.47) 

 

     
 










n

x

ny

y eny
x

yxGyxG 4

2

12/3110

1

2
2

1
0,,,


  (1.48) 

 

Аналогично находим интегро-дифференциальное соотношение между  x  

и    2 , 0
u

v x x
y


 


, перенесенное на отрезок AB  из гиперболической части 1
 . 

Оно имеет вид 

 

     
1

2 12 ,
x

v x x f x t dt     ,  10  x     (1.49) 

 

Пусть 0 . Из (1.45) и (1.49) в силу условия склеивания (1.40), получаем 

для )(x   интегральное уравнения  

 

1

0

( ) ( , ) ( ) ( )

x

x k x t t dt F x    .          (1.50) 

здесь  

 1

1
( , ) ( , ) ,k x t k x t 


                 (1.51) 

  

x

tx

dxfdtdxfxxF

0

1

111

1

1110
),(

2
),(2)(

1
)( 







         (1.52) 

 

Таким образом, задача эквивалентно редуцирована к интегральному 

уравнению типа Вольтера второго рода (1.50). Так как ядро  ,k x t  представимо 

в виде    xk
x

xk
~1




, где    1;0
~ Cxk , то  xk  - ядро со слабой особенностью. 

Поэтому существует единственное решение уравнения (1.50) и оно имеет вид  
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0

,

x

x F x x t F t dt                    (1.53) 

 

где  x   - резольвента уравнения (1.50) 

 

   





1j

j xkx ,    xkxk 1 , 

      

x

jj dttktxkxk
0

11 , Nj . 

 

Из (1.53), с учетом   00  , после несложных преобразований получим 

 

     

       
1 1 1

1

1 1 1 1 1 1 1

0 0

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0

1
, ,

2
2 , , , ,

x

x x x

x dx G x x y f x y dy

d x f d d f d x t dt
  





        



   

   

 

    

     (1.54) 

где  

   1 , 1 ,

x

t

x t z t dz                          (1.55) 

     
1

1 1 1 0 1 1 1, , ,

x

x

G x x y G t x y x t dt    . 

 

Подставляя (1.54) в (1.43), получим формулу (1.42), где  

 
               

           

             

















































































1

,,
2

1

,
1

,

,,,,;,

1111111

11111141

13111121111

dtty

yxGxyyyxGx

yxGxyyyxxGxxyyyxyx

(1.56) 

где  

     
1

1 1 1 1 0 1 1, , , ,

x

x

G x x y x t G t x y dt   
 

       
1

1

2 1 1 1 1 1 1

1
, , , , ,0 , ,

x

y

x

G x x y G x x y y G x t y G t x y dt
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1

1

3 1 1 1, , ,0 , ,

x

yG x y G x t y t dt


    
 

     
1

1 1

4 1 1, , ,0 , ,

x x

yG x y dt G x t y t z dz
 

    
 

  1y , 0y  и   0y , 0y . 

 

Поступая также как и в подразделе 1.1, устанавливается     211,;, Lyxyx . 

Непосредственным вычислением нетрудно убедиться также в справедливости 

оценки  

 

 
  01,02

fCxF
L

 . 

 

Поэтому из (1.50) имеем 

 

 
 

 
  01,01,0 22

fCxFCx
LL

 . 

 

Отсюда и из свойств решения первой начально-краевой задачи для 

уравнения теплопроводности следует, что решение задачи принадлежит классу 

      CWW
0

2,1

2

1

2  и удовлетворяет неравенству (1.41). 

Покажем, что найденное решение будет сильным. Так как  1

0C  плотно в 

 2L , то для любой функции   2Lf  существует последовательность 

функции   1

0Cf n  таких, что 0 ffn
, 0n . Обозначим nn fLu 1 . 

При   1

0Cf n  нетрудно видеть, что    1;01CxF
n

 . Здесь через  xF
n

обозначено аналогичное выражение (1.52), где ),( yxf  надо заменить ),( yxf
n . 

Поэтому уравнение (1.50) можно рассматривать как интегральное уравнение 

Вольтера второго рода в пространстве  1;01C . Следовательно, 

     1;00, 1Cxux xn  . Из свойств решений первой начально-краевой задачи для 

уравнения теплопроводности и задачи Дарбу для волнового уравнения, 

принимая во внимания представление (1.42), получаем, что Wun   для всех 

  1

0Cf n . 

В силу неравенства (1.41) имеем 0
0)()( 1

1
20

1
2




ffcuuuu
nWnWn . 

Следовательно,  nu  - есть последовательность, отвечающая определению 

сильного решения, задача - сильно разрешима для любой правой части f , и 

сильное решение принадлежит классу       CWW
0

2,1

2

1

2 . Теорема 1.4 

доказана. 

Из теоремы 1.4 следует, что оператор L  задачи обратим, и обратный 

оператор 1L  является оператором Гильберта-Шмидта. Естественно возникает 

вопрос о существовании собственных значений оператора 1L , следовательно, и 

задачи В2. 
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Теорема 1.5. Пусть 0, 0   . Существует С  такое, что уравнение  

 

uLu   
 

имеет нетривиальное решение Wu . 

Доказательство: Через L  обозначим замыкание в   2L  

дифференциального оператора, заданного на W  равенством (1.37). Из теоремы 

1.4 следует, что L  - обратим и 1L  - определяемый формулой (1.42) оператор 

Гильберта – Шмидта. Тогда оператор  212   LL  - ядерный в  2L . Поэтому для 

оператора 2L  применением результата В.Б.Лидского о совпадении матричного 

и спектрального следов.  

Лемма 1.6. [55] Если оператор T  - ядерный в гильбертовым пространстве 

H , тогда, каков бы ни был ортонормированный базис  ,...2,1ii  в H , 

справедливо равенство  

 

    









1 1

,
k k

kkk TTSpT  ,     (1.57) 

 

где  k  - собственные значения T .  

Известно также, что, если T  - ядерный оператор в  2L , представленный 

как произведение KRT   двух операторов Гильберта – Шмидта: 

 

      


 111, dzzfzzKzKf , 

 

      


 111, dzzfzzRzRf , 

 

то имеет место формула Гаала вычисления следа [56] 

 

    dzdzzzRzzKSpT  
 









 111 ,,  .   (1.58) 

 

Из (1.57) и (1.58) получаем ,что  

 

    
 

  111111

2 ,;,,;, dydxyxyxKyxyxKdxdySpL . 

 

Из (1.57) имеем 

 

           1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 1

1
, ; , , ; , ( , ) ( , )K x y x y K x y x y y y x x G x y G x y       




      



           1 1 4 1 1 1 1 1 1 1 3 1 1

1
, , ( , ) ( , )G x y G x y y y x x G x y G x y
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               1 1 1 4 1 1 1 1 1 1 12

1
, ,

2
G x y G x y y y


               



 
           

 

               
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
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t dt t dt
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Поэтому  
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Покажем, что 0
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kI . Действительно, 
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ddtt  (1.60) 

 

так как   111   , 0, 0    то  
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1 1 1 1, , 0,t dt
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Рассмотрим теперь 1I . Имеем  
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     (1.61) 

 

Функцию 1G  представим в виде: 

 

         



  


0 0 0

001 ,,,
t

ddtytGdtytGyG .            (1.62) 

 

Принимая во внимание (1.47), исследуем первое слагаемое. Для этого 

сделаем следующие преобразования: 
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Отсюда получаем, что  
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0

0 0, dtytG .     (1.63) 

 

Причем равенство в (1.63) достигается на 1y , то есть  

 

  


0

0 0, dtytG . 

 

Тогда, учитывая, что   0  , относительно второго слагаемого в (1.62) 

имеем 

 

        



 


0

0

0 00

0 0,, dtytGdddtytG
t

  0 . 

 

Анологично также можно показат, что второй множитель в (1.61) будет 

положительным. Поэтому, из (1.61) с учетом того, что оба множителя 

положительный получаем, что 01 I , как интеграл по положительному 

направлению от неотрицательной и тождественно не равной нулю функции. Из 

(1.58)-(1.60) следует, что 02 SpL . 

Тогда в силу (1.56), имеем 

 

    








 
1 1

122 0
k k

kk LL  , 

 

где  2Lk  - собственные значения оператора 2L . Это означает, что 0
1

1
2




k k
, где 

k  - собственные значения задачи (1.37)-(1.39). Отсюда следует существование 

собственных значений аналога задачи Трикоми для параболо-гиперболического 

уравнения. Таким образом, теорема 1.5 доказана. 
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1.3 Разрешимость локальной задачи с интегральными условиями 

сопряжения на линии изменения типа  

Рассмотрим уравнение  

 

),(
0<,

0>,
= yxf

yuu

yuu
Lu

yyxx

yyx













                               (1.64) 

 

в конечной области  , ограниченной при 0>y  отрезками 0
AA , 00

BA , BB
0  прямых 

1=1,=0,= xyx  соответственно, а при 0<y  характеристиками 0=: yxAC   и 

1=: yxBC   уравнения (1.64). 

Задача B3. Найти решение уравнения (1.64) из класса функций  

  

        ,:),(=
1

2,2

0

2,1

10

1,1  CCCCuyxuW
 

 

удовлетворяющее краевым условиям  

 

0=
000 BAAA

u
                      

(1.65) 

 

0=
AC

u     (1.66) 

 

и условием сопряжения  

 
1

( , 0) ( , 0), ( , 0) ( , 0) ( , 0) ( , ) , 0 1x x y y y

x

u x u x u x u x u t Q x t dt x          
 

(1.67) 

 

где  0>=
0

y ,  0<=
1

y , ),( yxf , ),( txQ  – заданные функции, R, , 

причем 022   . 

Это задача в случае, когда 1=0,=   совпадает с классической задачей 

Трикоми для уравнения (1.64) и является вольтерровой задачей (см. подраздел 

1.1). 

Различные краевые задачи с непрерывными и разрывными условиями 

склеивания исследованы во многих работах. Информацию об этих работ можно 

найти в монографии [13]. Отметим работы [19; 28-29; 47;52], где изучены 

вопросы разрешимости краевых задач с условиями сопряжения интегрального 

вида для параболо-гиперболических уравнений. 

Мы исследуем задачу в следующих двух случаях: 1) 0;0,=   2) 

00,   . 
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1 Получение основных функциональных соотношений на линии 

изменения типа 

В области 0
  решение 1-краевой задачи для уравнения (1.64) представимо 

в виде [51]:  

 

       ,)(,0,,,,=),(
11111

0

11111

1

0

1

0

dxxyxxGdyyxfyyxxGdxyxu
y

xx

 
 

(1.68) 

 

где 0),(=)(
1

xux ,  
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yyxG

n
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4

)2(

2

1
=,,

2

1

2

1

=

1

  

– функция Грина 1-

краевой задачи для уравнения (1.64) в области 0
 .

 Вычислив производную y
u  и устремляя y  к нулю получим  
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1
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(1.69) 

где  

)(=0),(
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xxu
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В области 1
  решение ищем в виде  

 

,),()()()(
2

1
=),(
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                 (1.70) 

 

где yxyx  =,=  , 






 

2
,

24

1
=),(

1


 ff , 0),(=)(

2
xux , )(=0),(

2
xxu

y
 . 

Используя условие (1.66) находим  

 

.),(2)(=)(
111

0

22




df

                                

(1.71) 

 

(1.71) подставим в условие сопряжения (1.67) и получим  
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.),(),(2),(2),()()(=)(
111
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1

111

0

1

1

11
dttxQdtfdxfdttxQtxx

t

x

x
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(1.72) 

 

2 Доказательство единственности решения задачи 

Умножим уравнение 0=
yyx

uu   на функцию u  и интегрируем по области 0
 . 

Применяя формулу Грина, после использования условия (1.65), имеем  

 

 0.=)()()(1,
2

1
11

1

0

2

1

0

2

0

dxxxdyyudxdyu
y

 

                      

(1.73) 

 

Учитывая (1.72) в однородном случае, получим  
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211

1

1

1
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11

1
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11
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IIdttxQtdxxdxxxdxxxI

x

  

 

 

Легко можно убедиться, что если 0 , то 0
1
I . Используя формулу 

интегрирования по частьям 2
I  напишем следующим образом:  

 

  .=),()()(),()(,1)((1))(= 2,22,11

1

1

1

0

111
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0

2 IIdttxQtdxxdxxxQxxQxI t

x

  

 

 

Пусть 0=,1)(xQ . Если 0),( xxQ , то 0
2,1
I . Если далее предположим, что 

)()(=),(
21

tQxQtxQ , то dttQtdxxQxI
x

)()()()(= 21

1

11

1

0

2,2
   . Так как  
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то интегрируя по частьям, после несложных преобразований имеем  
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Если 0
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0,

(0)

(0)
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1

2

1 

















 xQ
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Q

Q



, то 0

2,2
I . 
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Учитывая вышеполученные условия, получим, что 0I . Тогда из (1.73) 

получим, что 0),( yxu  в области 0
 . Учитывая искомий класс функции и 

решение задачи Коши получим, что 0),( yxu  и в области 1
 . И так, мы можем 

заключить, что 0),( yxu  в области  . 

Теперь сформулируем только что доказанное утверждение в виде теоремы. 

Теорема 1.6 Пусть  

 

0.
)(

)(
0,

(0)

(0)
0,)()(0,=(1)),()(=),(0,

2

1

2

1

21221





















 xQ

xQ

Q

Q
xQxQQtQxQtxQ 




 
 

Тогда если существует решение задачи, то оно единственно. 

Замечание. В качестве примера для такой функции ),( txQ , которая 

удовлетворяет всем условиям теоремы 1.6 приведем следующую функцию:  

 

 1.<<0,)(1=),( ptxtxQ p  
 

3 Существование решения задачи 

Справедлива следующая теорема о существовании решения задачи. 

Теорема 1.7 Пусть выполнены все условия теоремы 1.6. Если 

0=(0,0)),(),( 1 fCyxf  , )]0,1[]0,1([),( 1 CtxQ , то существует единственное 

решение задачи. 

Доказательство: (1.72) подставим в (1.69):  

 

111

0

1

111

0

0

1

0

1

1

1

),(),(2),(2)(

)()(),()()(





dtfdttxQdxfx

dttxktdttxQtx

t

x

x

x

x







 

            (1.74) 

 

При 00,=   уравнение (1.74) будет интегральным уравнением Вольтерра 

2-рода с ядром )(xk , которая имеет слабую особенность, а правая часть 

непрерывно дифференцируема. Поэтому в этом случае задача будет однозачно 

разрешима. 

В случае, когда 00,=   из (1.74) сначало получим интегральное 

уравнение Абеля, потом действуя по стандартному методу получим 

интегральное уравнение Фредгольма 2-рода вида  

 

),(=)(),()(
11

1

0

xdzzzxKx   

                                

(1.75) 

 

а в случае, когда 00,    сразу из (1.74) получим интегральное уравнение вида  
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(1.76) 

где  
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dtfdttxQ

dxfdyyxfyxxGdxx

t

x

xx

   

(1.80) 

 

Легко можно убедиться, что если выполнены условия теоремы 1.6 и 1.7, то 

из единственности и из свойств (1.77)- (1.80) следует одназначный 

разрешимость интегральных уравнении Фредгольма второго рода (1.75) и (1.76) 

в классе непрерывно дифференцируемых функции. После определения 

функции )(x , функции )(
1

x  и )(
2

x  находятся по формулам (1.69) и (1.71) 

соответственно. После нахождения этих функций, решение задачи можно 

восстановить в области 0
  находится как решение 1-краевой задачи (1.78), а в 

области 1
  как решение задачи Коши по формуле (1.70). Теорема 1.7 доказана. 

Из теоремы 1.7 следует справедливость следующей леммы. 
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Лемма 1.7. Для регулярного решения задачи В3 верна следующая оценка 

 

0)()( 1
1
20

1
2

fcuu
WW


                                        

(1.81) 

 

Здесь 
l
 обозначает норму в пространстве Соболева  2

lW   и    0

2 2W L   . 

Доказательство. Пусть )(),( 1


Cyxf  и     1( , ) 0,1 0,1Q x t C   тогда из (1.79) 

и (1.80) нетрудно установить, что ]1,0[)( 1

1
Cx  , ]1,0[)( 1

2
Cx   

 

2,1,),()(
0)1,0(2

 iyxfCx
Li

. 

 

Тогда, так как (1.75) и (1.76) является интегральным уравнением 

Фредгольма второго рода и в силу единственности решения задачи В3 эти 

уравнения однозначно разрешимы и в пространстве )1,0(
2

L , для них верны 

следующие оценки  

 
2,1,)()(

)1,0()1,0( 2
2
2

 ixCx
LiW


 

 

В силу последнего представления решения задачи В3 в области 0
  по 

формуле (1.68), а в области 1
  по формуле (1.70), получаем верность 

утверждения леммы 1.7. Лемма 1.7 доказана.  

С учетом единственности решения задачи В3 можно доказать 

справедливость следующей теоремы о сильной разрешимости задачи В3. 

(Определение сильного решения задачи а вводятся анологично как и в 

подразделе 1.1)  

Теорема 1.8. Пусть выполнены все условия теоремы 1.6 и 1.7 тогда для 

любой функций 2
( , ) ( )f x y L   существует единственное сильное решение задачи 

В3. Это решение принадлежит пространству 1

2
( )W   и верна оценка (1.81). 

 

1.4 Аналог задач Трикоми и Геллерстедта для смешанного параболо- 

гиперболических уравнений дробного порядка 

 

1 Аналог задачи Трикоми для смешанного параболо- гиперболических 

уравнений дробного порядка  

Рассмотрим уравнение 

 
    uuDu xHxH

yxx
 =2

0

                                    (1.82) 

 

в области   
21

,1<<01,<<0:,=  yxyx . Здесь 201
=  AA  - характеристический 

треугольник с вершинами      1/2,1/2,0,1,0,0
0

CAA ,  xH   - функция Хевисайда,  
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- дробное производное в смысле Римана-Лиувилля порядка   функции f , 

заданной на  ba, , где   1= n ,    - целый часть  ,    - гамма-функция Эйлера 

 

  0>,= 1

0

  dtet t



 . 

 

Для 0>  и 1<0   мы сформулируем аналог задачи Трикоми следующем 

образом: 

Задача AT. Найти решение уравнения (1.82) из следующего класса 

функций 

 

            
2

2

2101
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01
,0,1,0,,,:=   CCuHyuCuDuCuDuW

xyxxy

 , 

 

удовлетворяющие начальным условием 

 

    10,=,lim
1
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xxyxuy
y

                                    (1.83) 

 

и краевыми условиями 

 

    1,0,=/2/2,
1

 yyyyu                                  (1.84) 

 

    10,=1,
2

 yyyu                                         (1.85) 

 

а также условиям склеивания 
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         (1.87) 

 

Здесь     1,2=, iyx
i

  - заданные функции, причем    0=lim 1

1

0

 yy
y





. 

Решение задачи Коши для уравнения (1.82) в области 2  представляется в 

виде 
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   (1.88) 

где  kJ   - функция Бесселя первого рода порядка k ,    0, ,y u y     

   0, .xy u y     

Мы вычислим, ,
2 2

y y
u
 
 
 

 чтобы использовать условие (1.83): 
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       (1.89) 

 

Учитывая условие (1.83) и интегральный оператор вида [58] 
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 ,    (1.90) 

 

запишем (1.89) следующим образом 
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                (1.91) 

 

Теперь используем интегральный оператор вида 
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 ,  (1.92) 

 

который является взаимно-обратным с оператором определенный по формуле 

(1.90). Применяя оператор (1.92) к обеим сторонам равенства (1.91), получим 
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Имея в виду следующие свойства операторов (1.90) и (1.92) 
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мы получим 
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                (1.94) 

 

Учитывая теперь условия склеивания (1.86) и (1.87), получим 
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Применяя оператор 1

0 y
D  к обеим частям равенства (1.95) и учитывая 

следующий закон композиции [57-58] 
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имеем 
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где  
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Рассмотрим следующую вспомогательную задачу: 

 

           





 





 .=,lim,=1,,=0,

0=

1

0
2

0

xyxuyyyuyyu

uuDu

y
x

yxx









             (1.97) 

 

Решение этой задачи имеет вид [59] 
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где 
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- функция Грина задачи (1.97), 
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- функция Райта [60], 
2


  . 

Рассматривая (1.98) как интегральное уравнение относительно функции 

 ,u x y , мы напишем решение через резольвенты ядра  , , ,G x y   : 
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  (1.101) 
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K x y G x y G s t R x y dsdt


                    (1.102) 

 

 , , ,R x y    - резольвента ядра  , , ,G x y   . 

Из (1.100), устремив x  к 0 , мы получим 

 

         1

0

0 , 0 , 0 , , .

y

u y y P y K y d                         (1.103) 

 

Учитывая функциональное соотношение (1.96), из (1.103) имеем  

 

         *

1 1

0

, 0, .

y

y K y d y P y                              (1.104) 

 

Равенство (1.104) является интегральным уравнением Вольтерра второго 

рода относительно функции  y  . Так как ядро  1 ,K y   имеет слабую 

особенность и правая сторона непрерывно дифференцируемая, то мы можем 

заключать, что (1.104) - однозначно разрешима [61], и его решение представимо 

в виде 
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       2

0

,

y

y y K y d       
 

 

где        *

1 20, , ,y y P y K y     - резольвента ядра  1 ,K y  . 

После нахождения функции  y  , учитывая (1.96) или (1.103) мы можем 

найти функцию  y  . Потом, используя условия склеивания (1.86)- (1.87) мы 

находим функции    ,y y   . Наконец, решение задачи АТ в области 1  

определим по формуле (1.100), а в области 2  по формуле (1.88). Таким 

образом, доказана следующая теорема. 

Теорема 1.9. Если 

 

          2 1 20,1 , 0,1 0,1 1,2ix C y C C i     , 

 

то существует единственно решение задачи AT и определяется формулой 

(1.100) и (1.88) в областях 1 , 2 , соответственно. 

 

2 Аналог задачи Геллерстеда для параболо-гиперболического 

уравнения с дифференциальным оператором дробного порядка  

Рассмотрим уравнение 

 

 










1,2=,

,
0

00

iuuu

uuDu

iyyxx

yxx





                         (1.105) 

 

в области 
2

0
0

Ik
k

 
    

 
 , где 0  - область, ограниченная отрезками 0AA , 0BB , 

0 0A B  прямых 0, 1, 1x x y    соответственно; 1  - область, ограниченная 

сегментом AE  оси x  и характеристиками 1 1: 0, :AC x y EC x y r     уравнения 

(1.105); 2  - область, ограниченная отрезком EB  оси x  и характеристиками 

2 2: , : 1EC x y r BC x y     уравнения (1.105); 0I  - интервал 0 1x  , 1I  - интервал 

0 x r  , а 2I  - интервал 1r x  . 

Задача AG. Найти решение уравнения (1.105) из класса 

 

         1 2

2 0 0 0 0: , , , 1,2y xx y i iW u D u C u D u C u C C i           , 

 

удовлетворяющее краевым условиям 

 

       1 20, , 1, , 0 1,u y y u y y y                              (1.106) 

 

 
1

3, , 0 ,
2 2AC

x x
u u x x r

 
     

 
                           (1.107) 
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2

4

)
, , 1

2 2EC

x r r x
u u x r x

  
    

 
                   (1.108) 

 

и условиям склеивания 

 

        ,I,=,lim,=,lim 0
0

1

0









xxyxuxyxuy
yy

                            (1.109) 

 

          .I,=,lim,=,lim 0
0

11

0









xxyxuxyxuyy
y

y
y

y

        (1.110) 

 

Здесь   1,4j j   - заданные функции, причем    1

1 3
0

lim 0
y

y y 


 , 

   1

4
0

lim ,
y

y u r y r 


 . 

Теорема 1.10. Если выполняются следующие условия 

 

            1 2 1 20, 0,1 0,1 , I I 1,2; 3,4i j i iy C C x C C i j        
 

 

то задача AG имеет единственное решение. 

Доказательство: Введем следующие обозначения: 

 

       

        

1

0
0 0

1 1

0
0 0

lim , , lim , , I ,

lim , , lim , , I .

y y

yyy y

y u x y x u x y x x

y y u x y x u x y x x



 

 

 

  

 

   

 

  

    
  

           (1.111) 

 

Решение задачи Коши для уравнения (1.105) в областях  в случае 

 имеет следующий вид 

 

           











  







 dtytxJtyxyxyxu

yx

yx

22

0
2

1
=,      (1.112) 

 
  

   













 

 





 dt
ytx

ytxJ

ty

yx

yx

22

22

1




  

 

Используя краевые условия (1.107), (1.108) и условия склеивания (1.109), 

(1.110), из (1.112) получим 

 

     *

3 1, I ,x x x x                                         (1.113) 

 

     *

3 2, I ,x x x x                                        (1.114) 

где 

 1,2i i 

0 
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           * 0, * 0,

3 3 0 3 4 4 40 2 , 2x rxx A x x r A x                 

Устремляя y  к нулю, из уравнения (1.105) получим 

 

 
 

   
1

.
1

y x x  


    
  

                                  (1.115) 

 

Для доказательства единственности решения задачи AG, нам нужно 

оценить следующий интеграл: 

 

   
1

0

.x x dx   I                                     (1.116) 

 

Учитывая однородный случай условия (1.106) и принимая во внимание 

обозначение (1.111), после несложных преобразований имеем 

 

   
1 2 2

0

.x x dx             
I                      (1.117) 

 

Если 0  , тогда 0I . С другой стороны, если будем учитывать 

однородные случаи равенств (1.113) и (1.114), то легко можно убедиться, что 

0I> . Поэтому, мы можем заключить, что 0I> . Основываясь на (1.117) можем 

утвердить, что   0x    для 
0Ix . Из решения первой краевой задачи следует, 

что  , 0u x y   в 
0 . Далее, основываясь на решениях задачи Коши в 

гиперболических частях рассматриваемой области получим, что  , 0u x y   в  . 

Учитывая функциональные соотношения (1.113)- (1.114) и условия (1.106)-

(1.108), мы получим следующие задачи: 

 

          

       













,I,=,0=0

,1=1

143

*

3

xrr

xxx
''




               (1.118) 

и

           

       


















.I,lim=1,=

,1=1

12

1

0
4

*

4

xyyrr

xxx

y

''






                   (1.119) 

 

Задачи (1.118) и (1.119) являются модельными задачами и решаются легко. 

После нахождения функции  x   при 
0Ix , функции  x   и    ,x x    могут 

быть найдены с помощью формул (1.115) и (1.109), (1.110) соответственно. 

Теорема 1.10 доказана.  
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2 ВОПРОСЫ РАЗРЕШИМОСТИ ЛОКАЛЬНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

 

В данном разделе исследуются локальные краевые задачи, а также задача 

Дирихле для гиперболического уравнения третьего порядка.  

 

2.1 Сильная разрешимость краевых задач для гиперболического 

уравнения третьего порядка 

Пусть 2R - конечная область, ограниченная отрезком :0 1AB x   оси 

0ó , а при y<0 двумя характеристиками : 0ÀÑ õ ó   и : 1ÂÑ õ ó   

гиперболического уравнения третьего порядка с простыми характеристиками  

 
 yxfLu ,      (2.1) 

 

где 

      
yyxx

uu
y

Lu 



  

 

Задача Коши. Найти решение уравнения (2.1) удовлетворяющее условиям  

 

 ,0 ( ), 0 1u x x x      (2.2) 

 

 ,0 ( ), 0 1yu x x x      (2.3) 

 

 ,0 ( ), 0 1yyu x x x      (2.4) 

 

Здесь τ(x), (x) и μ(x)- заданные функции. 

Задача Гурса. Найти решение уравнения (2.1) удовлетворяющее условиям  

 

 , 0,
AC BC

u x y


     (2.5) 

 

 , 0y AC BC
u x y


  

 

Задача Дарбу. Найти решение уравнения (2.1) удовлетворяющее условиям  

 

 ,0 ( ,0) 0, 0 1yu x u x x                (2.6) 

 
1

( ) 0, 0
2

x y AC
u u x       (2.7) 

 
1

( ) 0, 1
2

x y BC
u u x        (2.8) 
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Задача Коши- Гурса 1 (Дарбу 1). Найти решение уравнения (2.1) 

удовлетворяющее условиям (2.6) 

 

 
1

, ( , ) 0, 0
2AC

u x y u x x x               (2.9) 

 

Задача Коши- Гурса 2 (Дарбу 2). Найти решение уравнения (2.1) 

удовлетворяющее условиям (2.7) и (2.9) 

 
( ,0) 0yu x 

 
 

Задача Коши- Гурса 3 (Дарбу 3). Найти решение уравнения (2.1) 

удовлетворяющее условиям (2.9) и 

 

 ,0 ( ,0) 0, 0 1yyu x u x x     

 

Задача Коши- Гурса 4 (Дарбу 4). Найти решение уравнения (2.1) 

удовлетворяющее условиям (2.5) и  

 

 ,0 ( ,0) 0, 0 1y yyu x u x x     

 

Задача Коши и Гурса для линейного гиперболического уравнения третьего 

порядка общего вида изучены в [62]. В данном подразделе решение задачи 

Коши для уравнения (2.1) приводится удобной форме для дальнейшего 

рассмотрения.  

Решение u(x,y) уравнения (2.1) будем называть регулярным, если функция 

u(x,y) обладает непрерывными производными, входящими оператор L.  

Функцию     2Ly,xu  назовем сильным решением рассматриваемой 

задачи, если существует последовательность регулярных решении  nu  этой 

задачи ( nu  удовлетворяет соответствующие краевые условия), такая, что nu  и 

nLu сходятся в  2L  соответственно к  y,xu  и  yxf , .  

Через  lW
2  - обозначим пространство С.Л.Соболева с нормой ;

l
  

    2
0
2

LW  - пространство квадратично суммируемых в   функций.  

Используя общее решенеие 1 2 3( , ) ( ) ( ) ( )u x y f x f x y f x y      уравнения (2.1), 

где if - произвольные гладкие функции, нетрудно установить справедливость 

следующих теорем 

Теорема 2.1. Пусть 2 1( ), ( ) [0,1], ( ) [0,1]x x C x C     и 1( , ) ( )f x y C  . Тогда 

существует единственное регулярное решение уравнения (2.1) 

удовлетворяющее условиям (2.2)- (2.4) и оно представимо в виде  
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1

1

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1
( ) ( , ) ( ) ( , )

2 2

x y x yx

x y x y x

x y yx

y x y y y x

u x y x t dt x y t t dt x y t t dt

dy x y x y f x y dx dy x y x y f x y dx

   
 

 

 

 

        

       

  

   

(2.10) 

 

 

Теорема 2.2. Пусть )1,0()(),1,0()(),1,0()(
2

1

2

2

2
LxWxWx    и 2( , ) ( )f x y L  . 

Тогда существует единственное сильное решение задачи Коши и оно 

удовлетворяет неравенству 

 

2 2 1
2 2 2 2 2( ) (0,1) (0,1) (0,1) ( )

[ ]
W W W L L

u C f  
 
   

 
 

где C- означает положительную постоянную не зависящий от  y,xu . 

Используя формулу (2.10) можно установить теоремы о разрешимости 

сформулированных задач. Исследуем задачу Дарбу 1. 

Из формулы (2.10), когда ( ) ( ) 0x x   , в силу условия (2.9), имеем  

 
2

0

1
( ) (2 ) ( ) 2 ( ), 0

2

x x

x

t t dt x t t dt F x x           (2.11) 

 

где  
1

1

20 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
( ) ( ) ( , ) (2 ) ( , )

2 2

x yx

x y x x

F x dy x y f x y dx dy x x y f x y dx



  

          

 

После двукратного дифференцирования (2.11), получим  

 
1

( ) , 0 1
2 2 2

t t
t F t 

   
      

   
    (2.12) 

 

Таким образом, исследуемая задача в смысле однозначной разрешимости 

эквивалентно редуцирована к функциональному уравнению (2.12). 

Непосредственным вычислением, нетрудно установить справедливость 

следующих лемм. 

Лемма 2.1. Если 1( , ) ( )f x y C  , то 1 1
( ) 0,

2
F x C

 
   

 
 

Лемма 2.2. Пусть 3 1
( ) 0,

2
F x C

 
  

 
, тогда существует единственное решение 

уравнения (2.12) из класса 1[0,1]C   
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Доказательство леммы 2.2 следует из результатов работы [63]. Отметим, 

что в работах [63-65] изучены более общие функциональные уравнения. 

Теорема 2.3. Для любой функций 1( , ) ( )f x y C   существует единственное 

регулярное решение задачи Коши – Гурса 1 (Дарбу 1). 

Доказательство теоремы 2.3 следует из лемм 2.1-2.2.  

Теорема 2.4. Для любой функции     2, Lyxf  существует 

единственное сильное решение задачи Коши - Гурса 1 (Дарбу 1). Это решение 

принадлежит классу  2

2
W  и удовлетворяет неравенству 

 

2
2 2( ) ( )W L

u C f
 


               
(2.13) 

 

Доказательство корректности выше сформулированных задач можно 

провести аналогично 

Теорема 2.5. а) Для любой функций 1( , ) ( )f x y C   существует 

единственное регулярное решение задачи Дарбу (2.1), (2.6)- (2.8). Это решение 

принадлежит классу 2

2 ( )W   и оно удовлетворяет неравенству (2.13).  

б) Для любой функций 2( , ) ( )f x y L   существует единственное сильное 

решение задачи Дарбу (2.1), (2.6)- (2.8) из класса 2

2 ( )W   и оно удовлетворяет 

неравенству (2.13). 

Любое регулярное решение уравнения (2.1) можно представит в виде 

 

 
1

1

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1
( ) ( , ) ( ) ( , )

2 2

x y x yx

x y x y x

x y yx

y x y y y x

u x y x t dt x y t t dt x y t t dt

dy x y x y f x y dx dy x y x y f x y dx

   
 

 

 

 

        

       

  

   

(2.14) 

 

где  

 

 ,0 ( ), 0 1u x x x    

( ,0) ( ), 0 1yu x x x    

( ,0) ( ), 0 1yyu x x x    

 

Используя формулу (2.14) докажем теорему 2.5.  

Доказательство теоремы 2.5. В (2.14) пологая ( ) ( ) 0x x    

непосредственным вычислением имеем 

 

0 0 0

1 1 ( , )
( , ) ( ) ( ) ( )

2 2

x y x y x

x

F x y
u x y t dt t dt t dt

x
  

 


   
     (2.15) 
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0 0

1 1 ( , )
( , ) ( ) ( )

2 2

x y x y

y

F x y
u x y t dt t dt

y
 

 


  
     (2.16) 

где 

 
1

1

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

2 2

x y yx

y x y y y x

F x y dy x y x y f x y dx dy x y x y f x y dx

 

 

           (2.17) 

 

Из (2.15)- (2.16) в силу (2.7) и (2.8) после дифференцирования получим  

 

( , ) ( , ) 1
( ) , 0

2
y x

d F x y F x y
x x

dx x y




   
     

    

 

 

1

( , ) ( , ) 1
( ) , 1

2
y x

d F x y F x y
x x

dx x y


 

   
     

    

 

 

Из (2.17) непосредственным вычислением имеем  

 
0

1 1

( , ) ( , )
( , )

xy x

d F x y F x y
f x y dy

dx x y


   
    

    
  

 
0

1 1

11

( , ) ( , )
( , )

xy x

d F x y F x y
f x y dy

dx x y
 

   
    

    
  

 

Таким образом  

 
0

1 1

0

1 1

1

1
( , ) , 0

2

( )

1
( , ) , 1

2

x

x

f x y dy x

x

f x y dy x








  



 

  






   (2.18) 

 

Теперь из последнего нетрудно установить, что 1( ) [0,1]x C   если 1( , ) ( )f x y C  . 

Отсюда в силу формулы (2.14), (когда ( ) ( ) 0x x   ) получим  , ( )u x y C   и 

оценку (2.13). Пункт а) теоремы 2.5 доказана. Теперь докажем сильную 

разрешимость задачи Дарбу (2.1), (2.6)-(2.8). 

Из (2.18) легко получаем, что 2( ) (0,1)x L   и  
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2 (0,1) 0

( ) ( , )
L

x C f x y   

 

если    2,f x y L   

С учетом последнего из формулы (2.14), используя известные неравенство 

Коши- Буняковского непосредственным вычислением получаем 

справедливость оценки (2.13). Далее при наличии оценки (2.13) сильная 

разрешимость задачи Дарбу (2.1), (2.6)- (2.8) доказывается стандартным 

методом. Теорема 2.5 доказано полностью. 

Используя формулу (2.10) по аналогичной схеме можно установить 

теоремы о разрешимости сформулированных задач. 

 

2.2 Сильная разрешимость задачи Дирихле для гиперболического 

уравнения третьего порядка 

Данный подраздел посвящен изучению корректности задачи типа Дирихле 

для гиперболического уравнения третьего порядка.  

Пусть 2R - конечная область, ограниченная отрезком 10:  xAB  оси 0ó  

и характеристиками 0:  óõÀÑ  и 1:  óõÂÑ  гиперболического уравнения 

 
 yxfLu ,     (2.19) 

 

где 

 

 
yyxx

uu
y

Lu 



  

 

 Для уравнения (2.19) сформулируем и докажем корректность одной 

локальной задачи. 

Задача D. Найти решение уравнения (2.19) удовлетворяющее условиям  

 

  10,0,
0




xyxu
y

     (2.20) 

 

  0, 
BCAC

yxu      (2.21) 

 

Вопросам разрешимости краевых задач для уравнений гиперболического 

типа посвящены многочисленные работы. Достаточно полный обзор 

полученных результатов по гиперболическим уравнениям содержится в книгах 

А.В. Бицадзе [6], А.М. Нахушева [14], М.С. Салахитдинова [12] и других. В 

большинстве своем, это были работы, посвященные теоретическим и 

прикладным аспектом уравнений гиперболического типа второго порядка.   

Локальные задачи для гиперболических уравнений третьего порядка 

исследовано в работе Б.М. Айбекова [66].  
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Близкие задачи рассмотренные в данной работе для гиперболического 

уравнения второго порядка в областях с отходом от характеристики изучены в 

работе М.А. Садыбекова [64], а для параболо-гиперболического уравнения в 

работе М.С. Салахитдинова и А.С. Бердышева [65]. 

Функцию    Cyxu ,  называют регулярным решением задачи D, если она 

обладает непрерывными производными, входящими в уравнение (2.19) в 

области   и в этой области удовлетворяет уравнению (2.19) и краевым 

условиям (2.20), (2.21). 

Через W – обозначим множество функции из класса  Cuu
yyyxxy

,  

удовлетворяющих условиям (2.20), (2.21).  

Функцию    
2

, Lyxu  называют сильным решением задачи D, если 

существует последовательность функции   Wyxu
n

,  такая, что nu  и nLu

сходятся в  
2

L  соответственно к  yxu ,  и  yxf , .  

Через  lW
2  - обозначим пространство С.Л.Соболева с нормой ;

l
  

   
2

0

2
LW  - пространство квадратично суммируемых в   функций.  

Основным результатом подраздела является следующие теоремы:  

Теорема 2.6 Для любой функции     1, Cyxf  существует единственное 

регулярное решение задачи D и оно удовлетворяет неравенству  

 

     
02

fCu       (2.22) 

 

и представимо в виде  

 

       ,,,,,,
111111



 dydxyxfyxyxKyxu   (2.23) 

 

где    
211

,,, LyxyxK . 

В (2.22) и в дальнейшем через С будем обозначать положительную 

постоянную, не зависящую от  y,xu , не обязательно одну и ту же.  

Теорема 2.7 Для любой функции    
2

, Lyxf  существует единственное 

сильное решение задачи D. Это решение принадлежит классу  2

2
W  и 

удовлетворяет неравенству (2.22) и может быть представлено в виде (2.23).  

Доказательство теоремы 2.7: Нетрудно, установить, что решение 

уравнения  (2.19), удовлетворяющее условиям (2.21), в области   имеет вид 
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66 

 

где   ,,u,u,yx,yx 
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 x  - произвольная  функция из 

класса   103 ,C . Не ограничивая  общности можно предполагать, что функция 

 x  удовлетворяет условиями  
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Удовлетворяя в (2.24) условию (2.20), имеем  
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Дифференцируя (2.25) дважды получим   
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где  
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Лемма 2.1. Если   )(, 1 Cyxf , тогда  1,0)( 1CtF   

Доказательство леммы 2.1.: В представлении функций )(tF  в (2.27) 

преобразуем третий и четвертый слагаемые следующим образом. 
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(2.29) 

 

Теперь из выражения (2.27) и с учетом вышеприведенных вычислений, 

нетрудно установить справедливость леммы 2.1.  

Лемма 2.2. Если    1,01CtF    то существует единственное решение 

уравнения (2.26) из класса  1,01C  

Доказательство леммы 2.2: Введем в рассмотрение оператор, 

действующий по формуле  
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где       
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Нетрудно убедиться, что  
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С учетом (2.30) и (2.31) уравнение (2.26) запишем в виде  

 

      10,  ttFtAE                            (2.33) 

 

где Е- тождественный оператор.  

Нетрудно установить, что оператор  
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1

k

kAB                                                 (2.34) 

 

является формально обратным к оператору AEB  . Поэтому покажем, 

непрерывность оператора   11   AEB  в соответствующем пространстве 

C[0,1].  

Из (2.32) методом математической индукции, нетрудно установить, что  
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Поэтому 
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следовательно, в силу (2.34) 
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что и показывает непрерывность оператора 1B  в пространстве  1,0C . 

Рассмотрим теперь уравнение (2.33) в  1,01C . Очевидно, что если    1,01CtF 

, то дифференцируя уравнение (2.33) мы получим, аналогичное уравнение )(t  , 

однозначный разрешимость в пространстве  1,0C  устанавливается точно также 

как и выше. Лемма 2.2 доказано. 

Таким образом, в силу леммы 2.1 и 2.2, мы установили, что если 

  )(, 1 Cyxf  то   ]1,0[3Cx  . Тогда из представления (2.24) мы получим 

регулярную разрешимость задачи D. С учетом (2.28) и (2.29) из (2.27) нетрудно, 

доказать справедливость следующей леммы. 

Лемма 2.3. Если )(),(
2
Lyxf , то )1,0()(

2
LtF   и  
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Лемма 2.4. Если    1,0
2

LtF  , то существует единственное решение 

уравнения (2.33) из класса  1,02L  и оно удовлетворяет неравенству 

 

 
 

 
 1,01,0 22 LL

tFCt       (2.37) 

 

Доказательство леммы 2.4: Рассмотрим уравнение (2.33) в пространстве 

 1,0
2

L . Из (2.32) непосредственным вычислением нетрудно, убедится, что 
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поэтому  

 

    nLL

nA
2

1
1,01,0 22




 
 
Отсюда в силу (2.34) следует ограниченность оператора 1B  в  1,0

2
L  и 

справедливость оценки (2.37). Это и доказывает лемму 4.  

В силу леммы 2.3 и 2.4 из (2.24) нетрудно показать справедливость оценки 

(2.22) если )(),(
2
Lyxf . Для завершения доказательства теоремы 1.6 покажем, 

что решение задач D представим в виде (2.23). 

Действительно, в силу (2.30)- (2.32) из (2.33) имеем  
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Отсюда, с учетом  0
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  и (2.2.12) имеем  
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Теперь поставляя (2.38) в (1.24), после некоторых преобразовании имеем 

(2.23), где 
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Теорема 2.6 доказано полностью.  

Для доказательства теоремы 2.7 покажем, что найденное при 

    2, Lyxf  решение задачи D является сильным.  

Заметим, что в силу результатов лемм 2.3- 2.4 и представления решения по 

формуле (2.24) следует выполнение неравенства (2.22) при всех     2, Lyxf . 

Из оценки (2.22) следует также единственность сильного решения задачи D. В 

силу плотности в  2L  множества  
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f
fCyxfyxfC ),(),(:),( 11
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где   граница области  , для любой функций     2, Lyxf  существует 

последовательность     1
0, Cyxfn , такая что     0,,

0
 yxfyxf

n
 при n . 

Через  yxun ,  обозначим регулярное решение задачи D для уравнения 

(2.19) с правой частью  yxfn , , а через  tn решения уравнения (2.26). 

Здесь  tFn  отличается от функции  tF  тем, что вместо  yxf ,  надо 

писать  yxfn , . 

В силу леммы 2.1 и 2.2 имеем   ]1,0[3Ctn  , следовательно, согласно 

формуле (2.24) получаем   Wyxun , при всех     1
0, Cyxfn . 

В силу полноты пространства  2L  последовательность  yxfn ,  будет 

фундаментальной. Из линейности уравнения (2.19) и оценки (2.22) получаем, 

что 

 

   
02

,, yxfyxfCuu
mnmn

 , 

 

то есть последовательность  ),( yxun  будет фундаментальной в )(1

2
W . 

Принимая во внимание полноту пространства )(2

2
W , получаем, что существует 

единственный предел )(2

2
Wu  последовательности  ),( yxun , который и будет 

искомым сильным решением задачи D для уравнения (2.19) с правой частью 

    2, Lyxf . Теорема 2.7 доказано.  

 

2.3 О неединственности решения аналога задачи Дарбу для 

гиперболического уравнения третьего порядка 

Рассмотрим уравнение  

 

 yxfLu , ,     (2.39) 

где 

 
yyxx

uu
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в области   ограниченная отрезком 10:  xAB  оси 0у  и двумя 

характеристиками 0:  ухАС  и 1:  ухВС  гиперболического уравнения 

третьего порядка с простыми характеристиками 

В предыдущем подразделе для уравнения (2.39) доказаны теоремы о 

регулярной и сильной разрешимости задачи Дирихле, т.е. следующей задачи: 

найти решение уравнения (2.39) удовлетворяющее краевым условиям  

 
  0, 

 BCACAB
yxu

 
 

Возникает вопрос в аналогии, с гиперболическими уравнениями второго 

порядка, можно ли поставить корректно аналог задачи Дарбу для уравнения 

(2.39), в частности можно ли краевое условие на AB   10,00,  xxu  заменить с 

условием  

 
  10,00,  xxu

y  
 

Рассмотрим следующую задачу.  

Задача ВN. Найти решение уравнения (2.39) удовлетворяющее условиям  

 

  10,0,
0




xyxu
yy     (2.40) 

  0, 
BCAC

yxu      (2.41) 

 

Пусть 0),( yxf . Тогда общее решение уравнения (2.39) удовлетворяющее 

условием (2.41) можно представить в виде  

 

)()()(),( yxyxxyxu        (2.42) 

 

где )()( xux  -достаточно гладкие  функций, причем не ограничивая общности 

можно предполагать  0)1()0(  . В (2.42) удовлетворяя условие (2.41) 

получим 
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В этих уравнениях произведя замену переменных txtx  12,2 , имеем  
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Из (2.43) легко получить, что 
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Пусть )(x  произвольная функция удовлетворяющая условие (2.44), тогда 

из (2.43) получим 10,
2

)( 
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Подставляя найденное значение )(t  в (2.42) получим 
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Таким образом, мы установили, что однородная задача ВN (2.39)-(2.41) 

при выполнении условия (2.44) имеет бесчисленное нетривиальное решение 

вида (2.45). 

Отсюда, следует что для уравнения (2.39) краевое условие 

0
AB

сильнее (т.к. в этом случае задача однозначно разрешима) 

чем условие (2.40). 

Поэтому рассмотрим следующую краевую задачу с дополнительными 

условиями. 

Задача DN. Найти решение уравнения (2.39), удовлетворяющее краевым 

условиям (2.40), (2.41) и 
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Нетрудно установить, что любое решение уравнения (2.39) 

удовлетворяющее условие (2.40) можно представить в виде 
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где 10),0,()(),0,()(  xxuxxux yy
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В (2.47) удовлетворяя условие (2.41), после двукратного 

дифференцирование имеем  
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  (2.49) 

 

Теперь в (2.47) удовлетворяя условию (2.46), получим 
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Из первого уравнения (2.49) и (2.50). Легко находим, что 

 
10),()(  ttRt  

где  

 





















2

2

2

2

),(
),(),(

)(
t

x
t

x

xxF
dx

d

y

xxF

x

xxF

dx

d
tR  

   





















0

2

111

0

2

11

0

2

111

0

2

11
,2,

2
,2,

2
tttt

dyyytfdyy
t

fdyyytfdyy
t

f

 
 

После нахождения  1.,0),( tt  из (2.49) с учетом 0)0()0(  однозначно 

находим )(x . 

Если )(),( 1 Cyxf то из вышеизложенного следует, что 

   1.,0)(1.,0)( 31 CxuCt    

Если )(),(
2
 Lyxf , то )1,0()(),1,0()( 2

22
WxLt    и справедливо неравенство 

 

)()1,0()()1,0(
222

2
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yxftyxfCx   
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Через  lW
2  обозначим пространство С.Л.Соболева со скалярным 

произведением )(, , и нормой
l

 , )()(
2

0

2
 LW . 

С учетом вышеизложенного справедливость следующей теоремы о 

сильной разрешимости задачи DN (2.39)-(2.41), (2.46) доказывается 

стандартным методом.  

Теорема 2.8. Для любой функций )(),(
2
Lyxf  существует единственное 

сильное решение задачи DN (2.39)-(2.41), (2.46). Это решение принадлежит 

классу )(2

2
W  и удовлетворяет оценке. 

 

02
fcu 

 
 

 

2.4 О разрешимости краевой задачи для гиперболического уравнения 

третьего порядка в области с характеристической границей. 

Рассмотрим уравнение 

 

),()( yxfuu
x

yyxx 



    (2.51) 

 

в конечной односвязной области  плоскости независимых переменных х и у, 

ограниченной отрезком АВ: у=0, 0<x<1  и  при  y<0  характеристиками АС: 

х+у=0, ВС:х-у=1 уравнения (2.51) 

Задача Н: Найти решение уравнения (2.51) удовлетворяющее условиям  

 

10,0)0,()0,(  xxuxu xy      (2.52) 

0),( 
BCAC

yxu      (2.53) 

 

Отметим, что вся граница области  (отрезки АВ, ВС, АС) являются 

характеристиками уравнения (2.51). Действительно, уравнение характеристик 

имеет вид  

 

0))()(( 22  dxdydy  

 

Отсюда находим следующие три семейства характеристик уравнения y=const, 

x+y=const, x-y=const  прямые y=0,  x+y=0, x-y=1 являются характеристиками 

уравнения (2.51) и локальные условия задаются на этих характеристиках. 

Задача Н в случае когда 0 рассмотрена в работе [32]. Также, отметим что при 

  условие (2.52) имеет следующий вид 

 

0)0,( xux  или  u(x,0)=0 

 

и задачу Н называют задачей Дирихле. 
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Поэтому задачу Н (2.51)-(2.53) будем называть обобщенным задачей 

Дарбу- Дирихле 

Основным результатом этого подраздела является следующая теорема. 

Теорема 2.9. Пусть выполнены следующие условия 

 

1,        (2.54) 

 

Тогда для любой функций )(),( 1 Cyxf  существует единственное 

регулярное решение обобщенной задачи Дарбу- Дирихле. 

Под регулярным решением задачи Дарбу- Дирихле будем понимать 

функцию ),( yxu принадлежащую классу )(1 C  и имеющие непрерывные 

производные в  участвующие в уравнении (2.51), являющиеся решением этого 

уравнения в  и удовлетворяющих краевым условиям (2.52), (2.53)  

Заметим что, условия (2.54) теоремы 2.51 на  является существенным и 

при нарушений этих условий, утверждение теоремы не верно. 

Например, если 0.., 1   åò  то однородная задача Дирихле в 

области  имеет нетривиальное решение 

 
)1)((),(  yxyxyyxu  

 

Впервые построенное О. Зикировым 62 

Докозательство теоремы 2.9. Из уравнения (2.51) в области  имеем  

 

)(),()( ywdtytfuu
x

y

yyxx  


   (2.55) 

где w(y)- произвольная функция из класса 







 0,

2

11C   

В (2.55) сделаем замену переменных по формуле 

 

=x+y,   =x-y 

 

то имеем 

 

- )(),(
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где    
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Обозначим   

 

)()0,(),()0,( xxuxxu
y

       (2.57) 

 

Известно, что задача Коши (2.56)-(2.57) имеет единственное решение и 

представимо по формуле Даламбера.   

),(),()()()(
2

1
),( 





wFdttu 














     (2.58) 

где 

 










11101

1

),(),( dfdF     (2.59) 

 

  










11101

1

)(),( dwdw    (2.60) 

 

При этом краевые условия (2.53) имеет вид 

 

0),(),(,0),(),(
10


 
 uyxuuyxu

BCAC
  (2.61) 

 

В формуле (2.58) удовлетворяя условиям (2.61) имеем  

 

),0(2),0(2)()()0(

0





wFdtt      (2.62) 

)1,(2)1,(2)()1()(

1





wFdtt      (2.63) 

 

Дифференцируя (2.62) и (2.63) имеем 

 









)1,(2)1,(2)()(

),0(2),0(2)()(

twtFtt

twtFtt




   (2.64) 

 

В силу (2.57) условие (2.52) преобразуется к виду  

 

10,0)()(  ttt      (2.65) 

 

Исключим из (2.64) и (2.65) функцию )(t  
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Из последних двух равенств имеем 
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   (2.66) 

где   
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   (2.67) 

 

из (2.66) с учетом обозначении (2.59) - (2.60) имеем 
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Отсюда, сначала дифференцируя, а затем после несложных преобазований 

имеем  
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В последнем сделаем инверсию  t  на 1-t. Тогда имеем 
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Отсюда однозначно, находим )(0 tw   по формуле 
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После нахождения )(0 tw  неизвестные (х) и (х) легко находится из (2.64)  

С учетом обозначении (2.59), (2.60) и (2.67) анализируя явные виды 

решении (х) и (х) легко установить, что решение задачи (2.51) - (2.53) 

определяемые по формуле (2.58) принадлежит классу )(1 C  и удовлетворяет 

краевым условиям (2.52) - (2.53) 

Теорема 2.9. доказана.  
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3 ВОПРОСЫ РАЗРЕШИМОСТИ И СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА 

КРАЕВЫХ ЗАДАЧ С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ СКЛЕИВАНИЯ 

ДЛЯ СМЕШАННОГО ПАРАБОЛО- ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 

УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

 

Раздел посвящен изучению краевых задач с интегральными условиями 

склеивания для смешанного параболо- гиперболического уравнения третьего 

порядка. 

 

3.1. Вольттеровость аналога задачи Трикоми для смешанного 

параболо- гиперболического уравнения третьего порядка 

Пусть  2R конечная область, ограниченная при 0y  отрезками 

BBBAAA 0000 ,,  прямых 0x , 1y , 1x  соответственно, а при 0y  

характеристиками 0:  yxAC  и 1:  yxBC  параболо-гиперболического 

уравнения третьего порядка 

 

),( yxfLu        (3.1) 

 

где 





















,

,

yyxx

yyx

uu

uu

x
lu

x
Lu          

.0

,0





y

y

 
Задача N1 Найти решение уравнения (3.1), удовлетворяющее краевым 

условиям 

 

0
000

 ACBAAAu      (3.2) 

 

0
0





ACAA

n

u
 ,     (3.3) 

 

и условиям склеивания 

 

           
0

, 0 , 0 , , 0 , 0 , 0 , , 0 1.

x

x x y y yu x u x u x u x u t Q x t dt x            (3.4) 

 

где n  - внутренняя нормаль, , const   , такие что 2 2 0   ,  ,Q    - 

заданная функция. 

Задача для смешанного параболо-гиперболического уравнения второго 

порядка с нехарактеристической линией изменения типа рассматривались в 

работах В.А.Елеева [67] (классическая разрешимость), Н.Ю.Капустина [68] 

(сильная разрешимость) и К.Б.Сабитова [69] (единственность решения 

задачи с комплексными коэффициентами). 
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Регулярная разрешимость, аналога задачи для уравнения  в области с 

отходом от характеристики доказана в работе [25], а сильная разрешимость и 

вольтерровость - в [24]. 

Исследованию различных краевых задач для уравнений смешанного и 

смешанно-составного типов второго и высокого порядка посвящены работы 

[12-13; 33; 70]. 

Классическая разрешимость задачи для однородного уравнения (3.1) с 

неоднородными граничными условиями (3.2) и (3.3) доказана в [71]. 

В данном разделе доказывается сильная разрешимость задачи и 

отсутствие у нее собственных значений. 

Через  lW2  обозначим пространство С.Л.Соболева со скалярным 

произведением ,  и нормой
l
 , )()( 2

0

2  LW . 

Функцию u  из класса  С
1
 )(



 будем называть р е г у л я р н ы м  

решением задачи N1 если она обладает непрерывными производными, 

входящими в уравнение (3.1) в областях  0  и 1 , и в этих областях 

удовлетворяет уравнению (3.1) и краевым условиям (3.2), (3.3), а также на 

линии изменения типа условием сопряжения (3.4). Здесь },0{0  y

}0{1  y . 

Теорема 3.1 . Для любой функции )(),( 1


Cyxf , 0)( Af  существует 

единственное регулярное решение задачи N1 и оно удовлетворяет 

неравенству 

                                          

   0)()( 1
1
20

1
2

fcuu
WW


                              (3.5) 

 

и представимо в виде 

 

                
111111 ),(),,,(),( dydxyxfyxyxKyxu 



 ,                 (3.6) 

 

где ),,,( 11 yxyxK )(2 L , c  - здесь и далее означает положительные, 

вообще говоря, разные постоянные. 

Доказательство. В области 0  рассмотрим следующую задачу : 

найти решение уравнения (3.1) при 0y , удовлетворяющее краевым условиям 

 

,0
0000
 AAxBAAA uu   )()0,( xxu  , 10  x                        (3.7) 

 

В силу однозначной разрешимости этой задачи, любое регулярное 

решение в области 0  представимо в виде: 

 

1

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0

( , ) ( , , ) ( , ) ( , ,0) ( ) ,

x x

yu x y dx G x x y y f x y dy G x x y x dx
 

               (3.8.) 

l),( 
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где 
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- функция Грина первой начально-краевой задачи для уравнения 

теплопроводности в квадрате 00 BABA . 

Дифференцируя (3.8) по y  и переходя к пределу при 0y , с учетом 

0)0()0(  ,   получаем 

 

),()()()(
0

0

1
xFdtttxKx

x

      10  x ,   (3.9) 

где 
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   (3.12) 

 

Соотношение (3.9) является основным функциональным соотношением 

между )(x   и 1( )x , принесенное из области 0  на отрезок АВ. Теперь 

рассмотрим уравнение (3.1) в области 1 . Из уравнения (3.1) при 0y  

получим 

 

),(),( ydtytfuu

x

y

yyxx  


 

 

где )(y - произвольная функция из класса 1 1
,0

2
C

 
 
 

. 

После замены переменных yx  , yx  ,  в последнем имеем 

 

),(),( 00   fu     (3.13) 
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Краевые условия 0



 ACAC

n

u
u , при этой замене принимают вид 

 

,00u  .00 u
 

 

В силу однозначной разрешимости задачи Дарбу для волнового 

уравнения, любое регулярное решение уравнения (3.1) в области 1  

можно представить в виде  

 

.)](),([)(),( 1110110

0

1 






dfdu            (3.14) 

 

В формуле (3.14) удовлетворяя условию ,00u с учетом   00  , 

однозначно определяем неизвестную функцию  0 : 

 

     ,00 f . 

 

Теперь, подставляя найденное значение )(0   в (3.14) с учетом 

обозначения, после упрощения, имеем 
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                           (3.15)  

 

Из (3.15) имеем, с учетом (3.10) 

 

2 1( ) ( ) ( ),x x F x            ,10  x
      

                    (3.16) 

 

где    2 , 0yx u x   ,  
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11111
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x
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y

dxyxfdyxF . (3.17) 

 

Из (3.9) и (3.16), имея в виду условие склеивания (3.4)  получим 

 

1

0

( ) ( , ) ( ) ( ),

x

x K x t t dt F x        (3.18) 

 

где  
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   0 1 1

0

1
( ) ( ) ( ) , ,

x

F x F x F x F t Q x t dt


 
          1

1
, ,K x t K x t Q x t


     .    (3.19) 

 

Лемма 3.2. Если )(),( 1


Cyxf  и ,0)0,0( f  mo ]1,0[)( 2CxF   и 

.0)0()0(  FF  

Доказательство. Из представления (3.17) легко видеть, что 

]1,0[)( 2

1 CxF   и 0)0()0( 11  FF . Из (3.12) также легко следует, что 0)0(0 F . 

Дифференцируя (3.12) и используя явный вид функции Грина первой 

начально-краевой задачи для уравнения теплопроводности )(0 xF   запишем 

в виде  

 
),()()( 02010 xFxFxF 

 
где 
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Здесь )(),(


 CyxB  и 0),0( yB . Поэтому ]1,0[)(02

CxF и 0)0(02 F . 

Рассмотрим теперь )(01 xF . Произведя замену txx  1 , получаем 
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   (3.20) 

 

Очевидно, что ]1,0[)(01 CxF   и 0)0(01 F . 

Дифференцируя (3.20), будем иметь 
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где 
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    (3.21) 
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   (3.22) 



84 

 

Так как 0)0,0( f , то ),0( yf  можно записать так 

 

.),0()0,0(),0(),0(
1

0

11 dttffyfyf

y

y




 
 

С учетом последнего, равенство (3.21) представим в виде  
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Очевидно, что последний интеграл является равномерно сходящимся по 

]1,0[x  и поэтому ].1,0[)(11 CxF   

Сделав в (3.22) замену ,
2

1
t

y
t   получаем 
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Так как последний интеграл является равномерно сходящимся по ],1,0[x  

то ].1,0[)(12 CxF   

Из вышеизложенных фактов следует доказательство леммы 3.2. 

С учетом (3.11) заключаем, что (3.18) является интегральным 

уравнением Вольтерра второго рода. Так как )( txK  является ядром со слабой 

особенностью, в силу леммы 3.2 получаем, что существует единственное 

решение уравнения (3.18) из класса С
2
[0,1] и оно представимо в виде 

 

,)()()()(
0

 
x

dttFtxГxFx            10  x .            (3.23) 

 

где  x  - резольвента интегрального уравнения (3.18) 
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xKxГ n

n

n




   ),()(1 xKxK      .)()()(
0

11 dttKtxKxK n

x

n  

 
 

Из (3.23), с учетом  0)0(  имеем 

 

,)()()(
0

1 dttFtxГx

x

    (3.24) 
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где 

.)(1)(
0

1 

x

dttГxГ  

 

Следствие 3.3. Пусть выполнены условия леммы 3.2. Тогда 

]1,0[)( 3Cx   и .0)0()0(   

Из (3.8), с учетом (3.12), (3.17) и (3.23), после несложных вычислений 

получаем 

 

,),(),,,(),( 1111110 dydxyxfyxyxKyxu 


   (3.25) 

 

где
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y dtytxGyxtyxGyxx
x

y

yxGxxyyxyxK

11

1 )0,,()(),0,()(
2

),0,()()(),,,(

11116111

11511110





 

 

Здесь 1)( x , если  0x , 0)( x , если  х < 0.  

Рассмотрим выражение 

.),(),(2 111

2

2

1

0

1

1

dxyxfdydtyxJ

yt

y

t

t

















 
 

Отсюда с учетом ,0 11 tyx   ,2 1   tyt   t0  имеем  

 

xx 1       (3.26) 

 

Пусть    или 03  yx , тогда 

.),,,()()()(2

),()()2(

)()()(),(2

11111111111

111111

0

2

1

11

2

2

111

2

2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

dydxyxyxKyxyxxx

dxyxfyxydy

yxdyyxdyyxJ
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 (3.27) 

 

Пусть    или 03  yx , тогда 
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1
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1

1
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0

2

1
),()()2(

1

1

1

1

dxyxfyxydy

y

y

y
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                        (3.28) 

1111111211111
),(),,,()()()(2

1

dydxyxfyxyxKyxyxxx  


  

 

Таким образом, с учетом (3.15), (3.24) - (3.28), решение задачи в 

области 1  можно представить в виде 

 

,),(),,,(),( 1111111 dydxyxfyxyxKyxu 


            (3.29) 

где  
   ),,(),0,()()()(),,,(

11311111111
yyxGyxGxyyyxyxK 

 

  ),,,()()()()(
1122111111

yxyxKyxyxxxy   

 
























  
 












11 11

),(),,(),0,()()
2

(
111411211111

yx

t

yx

dzztÃdtyyxGyxGyxyxy

 

здесь

 










.03),,,,(

,03),,,,(
),,,(

1112

1111

2122
yõyxyxK

yõyxyxK
yxyxK  

 

Из (3.25) и (3.29) следует, что решение задачи в области   можно 

представить в виде (3.6). Здесь  

 
).,,,()(),,,()(),,,( 11111011 yxyxKyyxyxKyyxyxK    

 

Из представления (3.6) легко следует справедливость оценки (3.5). 

В силу следствия 3.3, из (3.8) и (3.15) нетрудно установить, что

)(),( 1


Cyxu  и является регулярным решением задачи. Теорема 3.1 

доказана. 

Через W обозначим множество функций из класса  

 

),(1 Cu    ),(, 0,



Cuu yyxx   )(, 1



Cuu yyxxxx , 

 

удовлетворяющих краевым условиям (3.2) и (3.3), а также на линии 

изменения типа условием сопряжения (3.4). 
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Функцию )(2 Lu назовем с и л ь н ы м  решением задачи, если 

существует последовательность функции {ип}, ип W , такая, что ип и Lun 

сходятся в )(2 L  к u  и f соответственно.  

Теорема 3.2. Для любой функции )(),( 2 Lyxf существует 

единственное сильное решение задачи. Это решение принадлежит классу 

)()( 1

2 


WC ; удовлетворяет неравенству (3.5) и представимо в виде (3.6). 

Лемма 3.5. Если )(),( 2 Lyxf , 

 

)1,0()( 1

2WxF   и 
  01,0

),()( 1
2

yxfcxF
W


 

 

Доказательство этой леммы с учетом (3.12) и (3.17) проводится 

аналогично, как и в пункте б) леммы 3.2. 

Вернемся к доказательству теоремы 3.1. Из интегрального уравнения 

(3.18), в силу леммы 3.1 получаем, что )1,0()( 2

2Wx  , при всех )(),( 2 Lyxf . 

В силу теоремы 3.1, с учетом результатов леммы 3.1, любое решение 

задачи из класса W представимо в виде (3.6). Из (3.6), с учетом гладкости 

),,,( 11 yxyxK , не трудно получить оценки (3.5). Единственность сильного 

решения задачи следует из (3.5). 

Покажем теперь, что найденное решение  yxu ,  по формуле (3.6) будет 

сильным. Так как )(0


 C  плотно в )(2 L , то для любой функции )(2 Lf  

существует последовательность функций 


  )(},{ 0Cff nn такая, что

0
0
 ffn

, при n . Обозначим через nu  решение задачи для уравнения 

(3.1) с правой частью nf . В силу теоремы 3.1 получаем, что Wun  для 

всех )(0


 Cf . В силу неравенства (3.5) имеем 

 

0
0)()( 1

1
20

1
2




ffcuuuu
nWnWn , при n . 

 

Следовательно,  nu  - есть последовательность, отвечающая 

определению сильного решения. Поэтому, задача сильно разрешима для 

любой правой части )(2 Lf . Так как  )()( 2

2 Wx при всех )(2 Lf , то 

согласно формуле (3.8) и (3.15) сильное решение принадлежит классу 

)()( 1

2 


WC . Теорема 3.2 доказана. 

Через L  обозначим замыкание в )(2 L  дифференциального оператора 

заданного равенством (3.1) на W . Из теоремы 3.2 следует, что оператор L -

обратим, 1L - определен на всем )(2 L  и вполне непрерывен. Поэтому 

спектр оператора L может состоять только из собственных значений. 

Основным результатом этого подраздела является следующая 

теорема об отсутствии собственных значений оператора L. 
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Теорема 3.3. Обратный оператор 1L  задачи определяемый формулой 

(3.6) является вольтерровым (то есть вполне непрерывным, и 

квазинильпотентным). 

Доказательство. При доказательстве теоремы 3.1 нами доказано, что 

)(),,,( 211 LyxyxK . Поэтому, вполне непрерывность оператора 1L

следует из теоремы 3.2. Покажем, что 1L  оператор квазинильпотентный в 

)(2 L . В силу (3.25) и (3.29), в формуле (3.6) нетрудно заметить, что

),,,()(),,,( 11111 yxyxKxxyxyxK  . Поэтому, далее доказательство теоремы 3.3 

проводится, как и в теореме 3.2, с использованием критерия А.Б.Нерсесяна 

о вольтерровости интегральных операторов Гильберта-Шмидта [72]. 

Теорема 3.3 доказана. 

Следствие 3.1. Задача является волътерровой краевой задачей.  

Следствие 3.2. Для любого C , уравнение fuLu   

однозначно разрешимо при всех  )(2 Lf  в классе 

)()( 1

2 


WCu   

 

3.2 Сильная разрешимость краевой задачи для смешанного параболо- 

гиперболического уравнения третьего порядка 

В данном подразделе доказывается сильная разрешимость задачи.  

Пусть  2R конечная область, ограниченная при 0y  отрезками 

BBBAAA 0000 ,,  прямых 0x , 1y , 1x  соответственно, а при 0y  

характеристиками 0:  yxAC  и 1:  yxBC  параболо-гиперболического 

уравнения третьего порядка 

 

),( yxfLu       (3.30) 

 

где 

 





















,

,

yyxx

yyx

uu

uu

y
lu

y
Lu          

.0

,0





y

y

 
 

Задача N2. Найти решение уравнения (3.30), удовлетворяющее 

краевым условиям 

 
0),(

00


BAy
yxu

                                      (3.31) 
0

0


ACAA
u

     (3.32) 

0



BCAC

n

u
 ,       (3.33) 

 

где n  - внутренная нормаль. 

Через  lW2  обозначим пространство С.Л.Соболева со скалярным 

произведением ,  и нормой
l
 , )()( 2

0

2  LW . l),( 
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Функцию u  из класса С
1
 )(



 будем называть р е г у л я р н ы м  

решением задачи N2 если она обладает непрерывными производными, 

входящими в уравнение (3.30) в областях 0  и 1 , и в этих областях 

удовлетворяет уравнению (3.30) и краевым условиям (3.31) - (3.33), и на 

линии перехода АВ выполняется условия склеивания 

 

)0,()0,(  xuxu
xxxx ,       10,

)0,()0,(
2

2

2

2










x

y

xu

y

xu
   (3.34.) 

 

Здесь },0{0  y }0{1  y . 

Теорема 3.4 Для любой функции )(),( 1


Cyxf , 0)( Af  существует 

единственное регулярное решение задачи N2 и оно удовлетворяет неравенству 

 

02
fcu                                                                (3.35) 

 
c  - здесь означает положительную постоянную. 

Доказательство. Нетрудно установить, что любое регулярное решение 

уравнения (3.30) в области 1
  может быть представимо в виде   

 

1 1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

2 2 2

x y x yx

x y x y x

u x y x t dt x y t t dt x y t t dt F x y   
 

 

            (3.36) 

 

где  

 
1

1

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

2 2

x y yx

y x y y y x

F x y dy x y x y f x y dx dy x y x y f x y dx

 

 

          
 

( ) ( ,0), ( ) ( ,0), ( ) ( ,0), 0 1y yyx u x x u x x u x x          (3.37) 

 

В формуле (3.36) удовлетворяя условию ( , ) 0ACu x y   имеем  

 
2 2

0 0

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) (2 ) ( ) ( , ), 0

2 2 2 2

x x x

x

x t dt t t dt x t t dt F x x x                        (3.38) 

 

где  

 

111

0 2

111111

0

111
),()2(

2

1
),()(

2

1
),(

1

1

dxyxfyxxdydxyxfyxdyxxF

x

yx

xx

x

y

  




 

   (3.39) 

 

Дифференцируя соотношение (3.38) дважды, после некоторых 

преобразовании имеем 
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2

2

2

1
( ) ( ) ( , ) , 0 1

2 2 2
t

x

t t d
t t F x x t

dx
   



    
           

    
             (3.40) 

 

где  

 
0 02

1 1 1 1 12

2

2 2

( , ) 2 ( , ) ,
2

t
x

t t

d t
F x x f t y y dy f y dy

dx 

 

 
     

 
   

 

Соотношение (3.40) является основным функциональным 

соотношением между ( ), ( ) ( )x x u x   , принесенное из области 1
  на 

отрезок АВ.  

Теперь также в формуле (3.37) удовлетворяя условию (3.33), после 

двукратного дифференцирование получаем 

 
1

( ) ( ) 2 ( , ) ( , ) , 0
2

x y y x

d
x x F x y F x y x

dx
  
        

 

1

1
( ) ( ) 2 ( , ) ( , ) , 1

2
x y y x

d
x x F x y F x y x

dx
   
        

 
 

С учетом (3.39) произведя необходимое вычисление, имеем 

 
0

1 1

1
( ) ( ) 2 ( , ) , 0

2
x

x x f x y dy x 


    
   

(3.41) 

0

1 1

1

1
( ) ( ) 2 ( , ) , 1

2
x

x x f x y dy x 


    
   

(3.42) 

 

Теперь рассмотрим уравнение (3.30) в области 0
 .  

Пусть 

 

),(
),(

yx
y

yxu





    (3.43) 

 

Тогда в силу условия (3.31), 
0

( , ) 0AAu x y   и ( ,0) ( )yu x x  для функции ),( yx

получим следующую задачу 

Задача P. Найти решение уравнение  

 
( , )x yy f x y  

 
 

удовлетворяющий условиям 

 

0 0 0
( , ) 0AA A Bx y  
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( ,0) ( ), 0 1x x x     
 

Известно, что решение задачи P в области 0
 представимо в виде 

 

1

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0

( , ) ( , , ) ( , ) ( , ,0) ( ) , 0

x x

yx y dx G x x y y f x y dy G x x y x dx y                 (3.44) 

 

где ),,( 11 yyxxG   - функция Грина первой начально-краевой задачи для  

уравнения теплопроводности в квадрате ВВАА 00 ,  имеющая вид: 

 



























n

x

nyy

x

nyy

ee
x

yyxG 4

)2(

4

)2(

1

2
1

2
1

2

1
),,(


 

 

Вычислив производную ( , )y x y в (3.44) и устремив y к нулю, получим 

соотношение между ( ) ( )t u t   принесенное на AB из области 0
  

 

       0

0

, 0 1

t

t k t z z dz t t       
  

 (3.45) 

  







n

x

n

e
x

xk

2

1


 ,     (3.46) 

       


x

y
y

dyyxfyyxxGdxx

0

1

0

111
0

1110
,,, , 

 

В силу (3.43) из (3.44) получим представление решения задачи N2 в 

области 0
   

 

         
1

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

, ( ) , , , , ,0

y yx x

yu x y x dx G x x t y dt f x y dy G x x t dt x dx 
   

       
   

    

(3.47) 

 

Таким образом, мы относительно ( )x , ( ) ( )t u t   имеем систему интегро- 

дифференциальных уравнений (3.40), (3.41), (3.42) и (3.45). 

В силу (3.34), исключая из соотношении (3.40), (3.41) и (3.45) функции 

( ) ( )t u t   относительно ( )t   получим следующую (эквивалентную к задаче N2) 

интегральную уравнение Вольтерра второго рода 

 

       
0

, 0 1

t

v t k t z z dz P t t           (3.48) 

 

где  
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0 1( ) ( ) ( )P t t t   , 
0 0

1 1 1 1 1 1

2 2

2 2
( ) 2 ( , ) ,

2 2t t

t
t f t y y dy f y dy

 

  
     

 
 

  

 (3.49) 

 

Исследуем сначала свойства функций )(t . Имеет место  

Лемма 3.6. а) если  )(),( 1 Cyxf   и ,0)( Af то ]1,0[)( 1CtP    и ;0)0( P  

                    б) если ),(),(
2
Lyxf то )1,0()(

2
LtP    и  

 

0)1,0(2

)( fCtP
L

              (3.50) 

 

Доказательство. Из (3.48) легко видеть, что ]1,0[)( 1

1
CtÔ   и .0)0(1 Ф  

Используя явный вид функций Грина  функцию )(
0

tÔ  можно представить в виде  

 
)()()(

02010
tÔtÔtÔ   

 

где 

,),(
)(

)(2
111

)(4
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1
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dyyxfe
xt

y
dxtÔ

xx

yt




  


 

.),(),()(
1111

1
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1
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102
dyyxfyxtBdxtÔ
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Здесь 

 

,)2(
2

1
),(

0

4

)2(

2/3

2












n
n

x

ny

eny
x

yxB


 
)(),( 0 CyxB  и .0),0( yB  

 

Поэтому ]1,0[)(
02

CtÔ  и .0)0(02 Ф  

Рассмотрим теперь ).(
01

tÔ  Произведя замену zxt 
1  имеем 

 

dyyztfe
z

y
dztФ z

y
t

),()(2
1

4

0

1

0

2/3

1

01

2
1




   

 

Очевидно, что ]1,0[)(
01

CtÔ   и .0)0(01 Ф Непосредственным вычислением, с 

учетом 0)( Af  аналогично можно показать, что ].1,0[)( 1

01
CtÔ   Таким образом, 

суммируя окончательно полученные выше факты, имеем ]1,0[)( 1CtP   и .0)0( P  

Пункт а) леммы 3.6 доказан. 

Перейдем к доказательству пункта б) леммы 3.6. Из (3.48), используя 

известные неравенства Коши – Буняковского, легко получаем, что  

,
1
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)1,0()(
21

LtÔ   и .)(
)()1,0(1

122 


LL
fctÔ

 
 

Поступая аналогично как и в работе [26] нетрудно получить 

справедливость следующего неравенства  

 

)()1,0(0
022

)(



LL

fcxÔ
 

 

Из последних двух неравенств, легко получим оценку (3.50), что и 

доказывает пункт б) леммы 3.6. Лемма 3.6 доказана полностью. 

Следствие 3.3. Для любой функций ]1,0[)( 1CtP   и 0)0( P  существует, 

единственное решение уравнения (3.47) и 1( ) [0,1] (0) 0t C u     

Так как в силу (3.47) ядро  k t -ядро со слабой особенностью, то 

существует единственное решение уравнения (3.48) из класса 1[0,1]C  и оно 

представимо в виде  

       
0

t

v t P t t z P z dz             (3.51) 

где ( )t - резольвента интегрального уравнения (3.48): 

 

1

1

( ) ( 1) ( ), ( ) ( )n

n

n

t k t k t k t




   
 

1 1

0

( ) ( ) ( )

t

n nk t k t z k z dz  
 

 

Из краевого условия (3.32) и (3.33) имеем (0) 0   

Поэтому 

1

0

( ) ( ) ( ) , 0 1

x

x x t P t dt t          (3.52)

 
где

 
1

0

( ) 1 ( )

x

x t dt   
 

Подставляя (3.50) в (3.46)однозначно находим ( )x и наконец подставляя 

( )x  в (3.42) и (3.43) с учетом (0) (0) 0     находим ( )x   
Так как ( )t - резольвента интегрального уравнения Вольтерра второго 

рода со слабой особенностью, то из (3.52) в силу леммы 3.6 получим ]1,0[)( 2Ct   

и 

 

0)1,0()1,0(
),()()(

22

yxfctPct
LL

     (3.53) 

 

Отсюда, и в силу (3.42), (3.43) и (3.46) получим ]1,0[)(],1,0[)( 31 CxCx    
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0)1,0(0)1,0(
),()(,),()(

22

yxfcxyxfcx
LL

     (3.54) 

 

Теперь после нахождения ( ), ( ) ( )x t u t    формула (3.36) и (3.48) дают нам 

регулярное решение задачи N2. С учетом (3.53) и (3.54) также из формулы 

(3.36) и (3.47), используя известные неравенство Коши- Буняковского 

непосредственным вычислением получаем справедливость оценки (3.35). 

Теорема 3.4 доказана.  

Функцию )(),(
2
Lyxu  называют сильным решением задачи N2, если 

существует последовательности  nu регулярных решений задачи N2, такие,  что 

nu  и nLu сходятся в  2L  соответственно к  y,xu  и  yxf , .   

Теорема 3.5. Для любой функций 2( , ) ( )f x y L   существует единственное 

сильное решение задачи В. Это решение принадлежит классу 2

2 ( )W    и 

удовлетворяет  неравенству (3.35) 

Доказательство: Покажем, что найденное при )(),( 2  Lyxf  решение 

задачи N2 является сильным.  

Заметим, что в силу результатов леммы 3.6 и представления решения по 

формуле (3.36), (3.47) следует выполнение неравенства (3.35) при всех )(2  Lf

. Из оценки (3.35) следует также единственность сильного решения задачи N2. 

В силу плотности в )(2 L  множества )(1

0
Ñ -непрерывно дифференцируемых в 

  и обращающихся на границе области в нуль функции, для любой )(2  Lf

существует последовательность )(1

0 Сfn
такая что 0

0
 ffn

 при n . 

 Через n
u  обозначим регулярное решение задачи В для уравнения (1) с 

правой частью ),( yxf n , а через )0,()(),0,()(),0,()( xuxxuxxux
nyynnynnn

  . В силу 

следствия 3.3 имеем  

  

],1,0[)(],1,0[)(,0)0()0(],1,0[)( 123 CtCtCt
nnnnn

  , 

 

следовательно, согласно формулам (3.36), (3.47) получаем, что ),( yxu
n будет 

регулярным решением задачи N2 при всех )(1

0 Cfn
. 

В силу полноты пространства )(2 L последовательность nf  будет 

фундаментальной. Из линейности уравнения (3.30) и оценки (3.36) получаем, 

что 
02 mnmn

ffcuu  , то есть последовательность  nu  будет фундаментальной 

в )(2

2
W . Принимая во внимание полноту пространства )(2

2
W , получаем, что 

существует единственный предел )(2

2
Wu последовательности  nu , который и 

будет искомым сильным решением задачи N2 для уравнения (3.30) с правой 

частью )(2  Lf . 

Так как )1,0()1,0()(),1,0()(
2

1

2

2

2
LuWxWx    для всех )(2  Lf , то согласно 

формулам (3.36), (3.47) сильное решение принадлежит классу )(2

2
W  

Теорема 3.2.2 доказана.  
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Заключение 

 

В диссертационной работе поставлены и исследованы вопросы регулярной 

и сильной разрешимости ряда краевых задач для гиперболических и 

смешанных параболо- гиперболических уравнении второго и третьего 

порядков. В частности установлены и вольтерровость, либо существование 

собственных значении аналогов задач Трикоми с интегральными условиями 

склеивания для параболо- гиперболического уравнения в ограниченной 

области.  

Исследуемые краевые задачи эквивалентно редуцируются к интегро- 

функциональными уравнениям. Используются методы теории 

дифференциальных уравнений в частных производных, теории 

функциональных уравнении. 

Основные результаты диссертации: 

 Доказана сильная разрешимость и вольтерровость аналога обобщенной 

задачи Трикоми с интегральными условиями склеивания для смешанного 

параболо- гиперболического уравнения второго порядка.  

 Доказана теорема о существовании собственных значений одной 

краевой задачи со специальными условиями склеивания для смешанного 

параболо- гиперболического уравнения. 

 Найдены достаточные условия разрешимости для одного класса  

краевых задач с интегральными условиями склеивания для  параболо- 

гиперболического уравнения второго порядка. 

 Доказана сильная разрешимость ряда локальных задач, в том числе 

задача Дирихле для гиперболического уравнения третьего порядка.  

 Доказана однозначная разрешимость и вольтерровость аналога задачи 

Трикоми со специальными условиями склеивания для смешанного параболо-

гиперболического уравнения третьего порядка. 

 Для одного класса краевых задач для смешанного параболо- 

гиперболического уравнения третьего порядка установлена однозначная 

(регулярная и сильная)  разрешимость.  
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