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ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ

f ∗ – невозрастающая перестановка функции f
a∗ – невозрастающая перестановка последовательности {ak}∞k=1

Lp – пространство Лебега
Lpq – пространство Лоренца
lp – дискретное пространство Лебега
lpq – дискретное пространство Лоренца
µ = {µk}∞k=1 – последовательность положительных чисел
Ψ – ортонормированная система функций
ak(f) – коэффициенты Фурье по системе Ψ

ak – усреднение типа Харди последовательности {ak}∞k=1

ãk – усреднение типа Беллмана последовательности {ak}∞k=1

∆ak – разность последовательности {ak}∞k=1

f ′ – производная функции f
f̂ – преобразование Фурье
ci, i = 1, ..., n, ... – константы
p′ – сопряженный параметр p
A ↪→ B – вложение квазинормированного пространства A в квазинор-

мированное пространство B.
~a – вектор (a1, ..., an)

~a <~b – неравенство понимается как ai < bi, ∀i = 1, ..., n

~a
~b – запись означает следующее обозначение ab11 ...abnn
~p ′ – сопряженный вектор к ~p: p′i = pi

pi−1 , ∀i = 1, ..., n

� – знак эквивалентности
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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность исследования. Теория рядов Фурье является одним
из основных направлений гармонического анализа [1]-[7]. Суммируемость ко-
эффициентов Фурье является актуальным вопросом в теории рядов Фурье.
Интерес к этому направлению объясняется его приложениями в различных
разделах математики и в прикладных науках, а также наличием многих не
решенных трудных проблем. Настоящая диссертационная работа посвящена
изучению неравенств типа Харди-Литтлвуда-Пэли для одномерных и крат-
ных рядов Фурье. Интересным является вопрос о рассмотрении подобных
неравенств для различных усреднений. Также исследованы необходимые и
достаточные условия принадлежности функций в пространству Lp в терми-
нах коэффициентов Фурье.

Пусть Ψ = {ψn(x)}n∈N , x ∈ [0; 1] - ортонормированная в L2[0; 1] система

функций [1]-[8]. Функции f ∈ L[0; 1] соответствует ряд Фурье
∞∑
k=1

akψk, где

ak(f) =

1∫
0

f(x)ψk(x)dx

– коэффициенты ряда Фурье по системе Ψ.
Нас интересует связь между функцией и ее коэффициентами Фурье, т.е.

если функция f ∈ Lp, 1 < p 6 ∞, то что можно сказать о ее коэффициен-
тах Фурье. Связь между интегрируемостью функции и суммируемостью ее
коэффициентов исследуется с XVIII века. При исследовании этого вопроса
выделяют случаи p = 2 и 1 < p < 2, 2 < p . Для p = 2 наиболее ярким
примером является равенство Парсеваля, полученное в 1799 году [1, 5, 7]
(Французский математик Марк-Антуан Парсеваль, 1755-1836).

1∫
0

|f |2dx =
∞∑
k=1

|ak|2,

где ak - коэффициенты Фурье по полной тригонометрической системе.
А для общих ортонормированных систем верно неравенство Бесселя [1,

5, 7, 9, 10] (Бессель Фридрих Вильгельм, 1784-1846).
Если Ψ = {ψn(t)}n∈N , t ∈ [0; 1] - ортонормированная в L2[0; 1] система
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функций, f ∈ L2 и ak(f) =
1∫

0

f(x)ψk(x)dx - коэффициенты Фурье, тогда

∞∑
k=1

|ak|2 6
1∫

0

|f |2dx = ‖f‖2
2.

Верно и обратное утверждение, это теорема Рисса-Фишера [1, 5, 7, 9, 10]
(Рисс Фриджес 1880-1956), (Рональд Эйлмер Фишер, 1890-1962).

Если Ψ = {ψn(t)}n∈N , t ∈ [0; 1] - ортонормированная в L2[0; 1] система

функций, f ∈ L2 и последовательность ak такая, что
∞∑
k=1

|ak|2 < ∞, тогда

существует f ∈ L2 такая, что ak(f) = ak и верно неравенство

‖f‖2
2 6

∞∑
k=1

|ak|2.

Как мы видим в этом утверждении нету условия полноты системы, если си-
стема полна, то получим равенство Парсеваля. Эти утверждения показывают
связь между интегрируемостью функции |f |2 и суммируемостью ее коэффи-
циентов Фурье. Последние два утверждения можно рассматривать, как необ-
ходимые и достаточные условия принадлежности функции f пространству
L2.

А при p 6= 2 такого, как равенство Парсеваля, абсолютного результата
нет.

В 1912-1913 г.г. Юнгом (William Henry Young, 1863-1942) была доказана
теорема для специальных значений p вида 2k

2k−1 , k ∈ N . А в 1923 году
Феликс Хаусдорф (1868-1942) доказал для любого p ∈ (1; 2] , т.о. теорема
получила название теорема Хаусдорфа - Юнга [8].

1) Если f ∈ Lp, 1 < p 6 2, p′ = p
p−1 и ak(f) =

1∫
0

f(x)e−2πikxdx, тогда

‖a‖p′ 6 ‖f‖p;

2) Если p > 2, an ∈ lp′, тогда
∞∑
k=1

ake
−2πikx сходится в метрике Lp к f :

‖f‖Lp 6 ‖a‖lp′ .

В том же году Фриджес Рисс показал, что этот результат сохраняет силу для
общих ортонормированных систем, состоящий из интегрируемых функций
ψn(x), удовлетворяющих условию
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|ψn(x)| 6M

для почти всех x.

1) Если f ∈ Lp, 1 < p 6 2, p′ = p
p−1 и ak(f) =

1∫
0

f(x)ψk(x)dx тогда

‖a‖p′ 6M
2
p−1‖f‖p;

2) если p > 2, an ∈ lp′, тогда ряд
∞∑
k=1

akψk(x) сходится к некоторой f из Lp :

‖f‖Lp 6M 1− 2
p‖a‖lp′ .

Идея вывода теоремы Хаусдорфа-Юнга и ее обобщения, данного Ф. Риссом,
из теоремы выпуклости принадлежит Марселю Риссу. Также показана Харди
и Литтлвудом неулучшаемость теоремы Хаусдорфа-Юнга в 1926 году [6, 11].

Аналог теоремы Хаусдорфа-Юнга для преобразования Фурье доказан Е.
Титчмаршем [12] в 1924 году.

Пусть f ∈ L1 и

f̂(ξ) =

∫
R

f(x)e−2πixξdx, ξ ∈ R

называется преобразованием Фурье. Пусть 1 < p 6 2 и f ∈ Lp, тогда после-
довательность

FN(ξ) =

∫
|x|6N

f(x)e−2πixξdx, ξ ∈ R

сходится по норме Lp′ и для предельной функции имеет место неравенство

‖f̂‖p′ 6 ‖f‖p.

Это неравенство было улучшено в 1961 г. К.И.Бабенко (1919-1987) [13], при
p′ четное, оценка с константой. А для всех p′ > 2, то есть 1 < p 6 2 в 1975
году улучшил У. Бекнер [14] (John William Beckner).

В 1926 г Харди Годфри Харолд (1877-1947) и Литлвуд Джон Идензор
(1885-1977) доказали неравенство для тригонометрической системы, в по-
следствии Пэли Раймонд Эдвард Алан Христофер (1907-1933) распространил
этот результат для любой ортонормированной ограниченной в совокупности
системы.
Теорема А. (Харди-Литтвуд-Пэли) [5] (c. 165), [15] Пусть Ψ = {ψn(x)}n∈N ,
x ∈ [0; 1] - ортонормированная в L2[0; 1] система функций. Для всех n ∈
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N : ψn ∈ L, удовлетворяют условию |ψn(x)| 6M для почти всех x.

1) Если 1 < p 6 2 и f ∈ Lp соответствует ряд Фурье
∞∑
k=1

akψk, где

ak(f) =
1∫

0

f(x)ψk(x)dx, то

( ∞∑
k=1

kp−2|ak|p
) 1

p

6 cpM
2
p−1‖f‖Lp[0,1].

2) Если p > 2 и последовательность an :
∞∑
k=1

kp−2|ak|p <∞, то существует

f ∈ Lp такая, что an = an(f), и
∞∑
k=1

akψk(x) = f(x) в смысле Lp и верно
неравенство

‖f‖Lp[0,1] 6 cpM
1− 2

p

( ∞∑
k=1

kp−2|ak|p
) 1

p

.

Затем это утверждение в 1937 году было обобщено Марцинкевичем и Зиг-
мундом [16]-[17].

Пусть Ψ = {ψn(x)}n∈N , x ∈ [0; 1] - ортонормированная система, причем
r ∈ (2;∞] и

‖ψn‖r 6Mn, n ∈ N,

где {Mn} - неубывающая последовательность.
Если 2 6 q < r и последовательность {an} такова, что

Ωq(a) =

( ∞∑
k=1

|ak|qM
(q−2) r

r−2
k k(q−2) r−1r−2

) 1
q

<∞,

то ряд
∞∑
k=1

akψk(x) сходится в Lq[0; 1] к некоторой функции f , причем

‖f‖Lq[0,1] 6 c(q, r)Ωq(a).

Неравенство Харди-Литтлвуда-Пэли получается при Mn = M , r =∞.
Также хорошо известно неравенство Пэли (1931 г.), которое имеет разли-

чие с неравенством Харди-Литтлвуда-Пэли тем, что вместо |ak| суммируются
невозрастающие перестановки a∗k последовательности ak. То есть верно
1) если 1 < p 6 2 и f ∈ Lp, то
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( ∞∑
k=1

kp−2(a∗k)
p

) 1
p

6 c‖f‖Lp[0,1].

2) Пусть 2 6 p <∞ и
∞∑
k=1

kp−2(a∗k)
p <∞, тогда существует f ∈ Lp такая, что

an(f) = an и

‖f‖Lp[0,1] 6 c

( ∞∑
k=1

kp−2(a∗k)
p

) 1
p

.

Заметим, что неравенство Пэли сильнее чем неравенство Харди-
Литтлвуда-Пэли, а неравенство Харди-Литтлвуда-Пэли сильнее чем неравен-
ство Рисса (для тригонометрических систем - Хаусдорфа-Юнга).

Действительно, рассмотрим последовательность

an = n−3/4(ln(n+ 1))−3/4

для всех n ∈ N . Является ли она последовательностью коэффициентов Фурье
некоторой функции f ∈ Lp (p = 4)?

Так как p = 4, то по теореме Харди-Литтлвуда-Пэли имеем, что ряд
∞∑
k=1

kp−2|ak|p =
∞∑
k=1

1

n ln3(n+ 1)

сходится. Ответ - да, то есть найдется функция из пространства L4 и

an = n−3/4(ln(n+ 1))−3/4

являются коэффициентами Фурье этой функции. Видим, что теорема Харди-
Литтлвуда-Пэли работает.

А если рассмотреть теорему Рисса, учитывая p = 4, то p′ = 4
3 , тогда ряд

∞∑
k=1

ap
′

n =
∞∑
k=1

1

n ln(n+ 1)

расходится. Ответ - теорема Рисса здесь не поможет получить решение во-
проса.

Питтом было получено неравенство обобщающее неравенств Харди-
Литтлвуда-Пэли и Рисса
1) если 1 < p 6 2, p 6 q 6 p′ и f ∈ Lp, то
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( ∞∑
k=1

kq/p
′−1|ak|q

) 1
q

6 c‖f‖Lp[0,1].

2) Пусть 2 6 p <∞, p′ 6 q 6 p и

∞∑
k=1

kq/p
′−1|ak|q <∞,

тогда существует f ∈ Lp такая, что an(f) = an и

‖f‖Lp[0,1] 6 c

( ∞∑
k=1

kq/p
′−1|ak|q

) 1
q

.

Заметим, что при q = p из этого результата следует неравенство Харди-
Литтлвуда-Пэли, при q = p′ следует неравенство Рисса.

Также известно неравенство Харди-Литтлвуда-Стейна для про-
странств Лоренца [18] (c. 490).

1) Если 1 < p < 2, 0 < q 6∞, p′ = p
p−1 и f ∈ Lp,q[0, 1], то( ∞∑

k=1

k
q
p′−1(a∗k)

q

) 1
q

6 c‖f‖Lp,q[0,1].

2) Пусть 2 < p <∞, 0 < q 6∞ и
∞∑
k=1

kq/p
′−1(a∗k)

q <∞, тогда существует

f ∈ Lp,q такая, что an(f) = an и

‖f‖Lp,q[0,1] 6 c

( ∞∑
k=1

kq/p
′−1(a∗k)

q

) 1
q

.

Заметим, при p = q, то следует результат Пэли.
Отметим, что в случае 1 < p < 2 все неравенства дают необходимые

условия принадлежности функции в пространству Lp или Lpq, а в случае
2 < p <∞ – достаточные условия принадлежности функции в пространству.

Для пространства Лоренца при p = 2 и q 6= 2 неравенство не сохраняется,
этот случай исследован С.В. Бочкаревым в 1997 году [19], Е.Д. Нурсултано-
вым [20] в 2000 году.

Для преобразования Фурье подобные неравенства также были исследо-
ваны в работе [21].
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При 2 < p < ∞ эти методы суммирования не дают определить сходи-
мость, т.е. нет смысла суммировать этими методами. В [2] (стр. 249) и [22]
(стр. 154-158) можно найти соответствующий пример при p = q.

Карлеман [1, 5, 7, 22, 23] показал, что существует непрерывная функция
f , у которой ряд состоящий из ее коэффициентов Фурье расходится.
Теорема Карлемана. Для любого малого ε > 0 существует непрерывная
функция f ∈ C[0; 1](⊂ Lp[0; 1], p > 2), что коэффициенты Фурье этой функ-

ции ak =
1∫

0

f(x)ei2πkxdx, то

∞∑
k=1

|ak|2−ε = +∞.

По равенству Парсеваля и затем использовав свойство вложения простран-
ства Lp при p > 2 получим( ∞∑

k=1

(ak)
2

) 1
2

= ‖f‖2 6 c‖f‖p <∞

Здесь по утверждению Карлемана снизу получится расходящийся ряд, таким
образом, эта оценка самая наилучшая. Но в 1998 г. Нурсултановым Е.Д. [24]
была получена следующая теорема
Теорема Нурсултанова. Если 2 < p < ∞, 0 < q 6 ∞, p′ = p

p−1 и
f ∈ Lp,q[0, 2π], то ( ∞∑

k=1

k
q
p′−1 (āk)

q

) 1
q

6 c‖f‖Lp,q[0,1]. (1)

При q =∞
sup
k∈N

k
1
p′ āk 6 C‖f‖Lp,∞[0,1], (2)

где āk = 1
k

∣∣∣∣ k∑
m=1

am

∣∣∣∣.
Здесь суммируются средние арифметические полученные по модулю

суммы, показывает метод суммирования по таким средним, так называемым
средние типа Харди. Отметим данное неравенство верно и для 1 < p <∞.

При q = 1 будет верно неравенство
∞∑
k=1

k
1
p′−1 (āk) 6 c‖f‖Lp,1[0,1]. (3)
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При q = p′ будет верно неравенство( ∞∑
k=1

1

k
(āk)

p′

) 1
p′

6 c‖f‖Lp,p′ [0,1]. (4)

Исследуется задача для каких еще усреднений можно получить неравен-
ство типа Харди-Литтлвуда-Пэли. Так как подобное неравенство в терминах
усреднений первым получил Е.Д.Нурсултанов, то задачу можно сформули-
ровать таким образом: Какие еще можно получить неравенства типа Нурсул-
танова?

В связи с этим были рассмотрены разные усреднения: усреднение типа
преобразования Беллмана, обобщенное усреднение типа Харди (в некоторых
источниках усреднения типа Рисса), и целью разделов 1 и 2 является доказать
неравенства типа Нурсултанова для усреднений типа Харди (обобщенное) и
Беллмана в одномерном и кратном случаях.

Третья глава посвящена изучению необходимым и достаточным услови-
ям принадлежности функции в пространству Lp.

В 1926 году Харди и Литтлвудом [1, 5, 7] была доказана теорема
Теорема В. (Харди-Литтлвуд) Пусть 1 < p <∞, p′ = p/(p− 1). Если

a = {ak}∞k=1 -монотонно невозрастающая, стремящаяся к нулю последова-

тельность, f(x) =
∞∑
k=1

ak cosπkx , то для того чтобы f ∈ Lp[0, 1], необхо-

димо и достаточно, чтобы последовательность a = {ak}∞k=1 принадлежала
пространству Лоренца lp′p.

Этот результат на пространство Лоренца и более общие симметричные
пространства обобщен в работах Е.М. Семенова [25], А.Б. Гулисашвили [26],
У. Загбера [27], В.А. Родина [28, 29].

Теорему Харди - Литтлвуда для системы Уолша доказал Ф. Мориц [30]
и для мультипликативной системы М.Ф. Тиман и К. Тухлиев [31].

Для кратных тригонометрических рядов проводили исследования Ф. Мо-
риц [30], М.И. Дьяченко [32],[33].

Условие монотонности коэффициентов Фурье нельзя отбросить совсем.
Без него утверждение, вообще говоря, не верно. Возможен вариант с ослаб-
лением условия монотонности.

В.А. Кокилашвили [34] для тригонометрических рядов ослабил усло-
вие монотонности, заменив его на условие квазимонотонности. Для рядов
по мультипликативной системе с квазимонотонными коэффициентами тео-
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рему Харди - Литтлвуда доказал Г.А. Акишев [35]. Также следует отметить
работы [36]-[40]. В [41] условие монотонности заменено на требование

2k∑
m=k

|∆am| 6 Ckα−1
∞∑

m=[kd ]+1

am
mα

, k ∈ N (5)

и

ak > 0, (6)

где C > 1 и α ∈ (0; 1].
Цель работы. Целью диссертационной работы являются: изучение ря-

дов состоящих из коэффициентов Фурье функций из пространства Лоренца и
анизотропных пространств Лоренца и получение необходимых условий при-
надлежности функций этим пространствам, тем самым доказать неравенства
типа Нурсултанова для усреднений типа (обобщенного) Харди и Беллмана.
Доказать кратный аналог этих утверждений. Получить теоремы типа Харди-
Литтлвуда, т.е. ослабить условие монотонности (обобщенной монотонности)
и получить необходимые и достаточные условия принадлежности функций в
пространству Лебега.

Объекты исследования. Объектами исследования являются - триго-
нометрические ряды Фурье, коэффициенты Фурье и их усреднения.

Общая методика исследования. В диссертации систематически при-
меняются методы и результаты теории интерполяции.

Научная новизна. В данной работе получены следующие новые ре-
зультаты:

– Введены пространства np,q,α и np,q(λ). Изучены их интерполяционные
свойства.

– Получены неравенства типа Нурсултанова (Харди-Литтлвуда-Пэли)
для усреднений Харди коэффициентов тригонометрических рядов Фурье
функций из пространства Лоренца.

– Получены неравенства типа Нурсултанова (Харди-Литтлвуда-Пэли)
для усреднений Беллмана коэффициентов тригонометрических рядов Фурье
функций из пространства Лоренца.

– Получены теоремы типа Харди-Литтлвуда с ослаблением условия мо-
нотонности коэффициентов Фурье и теорему типа Харди-Литтлвуда для ко-
эффициентов Фурье, которые имеют ограниченную вариацию.
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– Введены анизотропные пространства n~p,~q,~α и n~p,~q(λ). Изучены их ин-
терполяционные свойства.

– Получены неравенства типа Нурсултанова (Харди-Литтлвуда-Пэли)
для усреднений Харди коэффициентов кратных тригонометрических рядов
Фурье функций из анизотропных пространств Лоренца.

– Получены неравенства типа Нурсултанова (Харди-Литтлвуда-Пэли)
для усреднений Беллмана коэффициентов кратных тригонометрических ря-
дов Фурье функций из анизотропных пространств Лоренца.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты работы носят
теоретический характер и могут найти применение в гармоническом анализе,
теории дифференциальных уравнении, теории приближений, теории функци-
ональных пространств.

Апробация полученных результатов. По результатам диссертации
были сделаны доклады на международных конференциях, школах, в том чис-
ле в международном форуме "Ломоносов-2012" молодых ученых в городе
Москва и на научно-исследовательском семинаре "Ортогональные тригоно-
метрические ряды" под руководством профессоров Потапова М.К., Лукашен-
ко Т.П., Скворцова В.А., Дьяченко М.И., на семинаре под руководством про-
фессора центра математических исследований г. Барселоны (Испания) С.Ю.
Тихонова, на английском семинаре профессоров Кардиффского университета
В.И. Буренкова и Т.В. Тарарыковой, на семинаре под руководством академи-
ков НАН РК М. Отелбаева, Р. Ойнарова и профессоров Е.Д. Нурсултанова,
К.Н. Оспанова, Н.А. Бокаева в ЕНУ имени Л.Н. Гумилева.
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Структура и объем диссертации. Работа, объемом 70 страниц, со-
стоит из обозначения и сокращения, введения, необходимых определений
и утверждений, основных трех разделов, заключения, списка литературы,
включающего 45 наименований.

Утверждения имеют номера, состоящие из трех индексов. Первый индекс
имеет номер раздела, второй – номер пункта в разделе, третий – собственный
номер утверждения в данном пункте. Формулы имеют номера, состоящие из
двух индексов. Первый индекс имеет номер раздела, а второй – собственный
номер формулы.

Необходимые определения и утверждения.
Пусть (A0, A1) - совместимая пара банаховых пространств [15].

K(t, a;A0, A1) = inf
a=a0+a1

(‖a0‖A0
+ t‖a1‖A1

) , a ∈ A0 + A1

- функционал Петре, 0 < t <∞.
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При 0 < q <∞, 0 < θ < 1

(A0, A1)θ,q =

a ∈ A0 + A1 : ‖a‖(A0,A1)θ,q =

 ∞∫
0

(t−θK(t, a))q
dt

t

 1
q

<∞

 ,

а при q =∞

(A0, A1)θ,∞ =

{
a ∈ A0 + A1 : ‖a‖(A0,A1)θ,∞ = sup

0<t<∞
t−θK(t, a)) <∞

}
.

Введем определения пространств Лебега и Лоренца. Определим их на
отрезке [0, 1].

Пусть 0 6 p < ∞. Множество всех измеримых функций определенных
на [0, 1] называется пространством Лебега Lp[0, 1], если конечна величина

‖f‖Lp[0,1] =

 1∫
0

|f(t)|p


1
p

<∞.

В 1950 г. Лоренцем были введены пространства Лоренца [15], [42]. Пусть
0 < p < ∞, и 0 < q 6 ∞. Пространство Лоренца Lp,q[0, 1] определим как
пространство измеримых функций f определенных на [0, 1], для которых ко-
нечны величины, если q <∞

‖f‖Lp,q =

 ∞∫
0

(t
1
pf ∗(t))q

dt

t

 1
q

<∞,

если q =∞
‖f‖Lp,∞ = sup

t
t
1
pf ∗(t) <∞.

Здесь f ∗(t) = inf{σ : µ{x : |f(x)| > σ} 6 t} - невозрастающая перестановка
функции f(t).

Отметим некоторые свойства невозрастающей перестановки:

10. |f | 6 |g| ⇒ f ∗ 6 g∗

20. (αf)∗ = |α|f ∗

30. (f + g)∗(t1 + t2) 6 f ∗(t1) + g∗(t2)

40. m(σ, f) = m(σ, f ∗)
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Заметим, если p = q так, как |f(x)| и f ∗(x) равноизмеримы то простран-
ство Лоренца Lp,q совпадает с пространством Лебега Lp.

10. Если 0 < p 6 p1 <∞, 0 < q, q1 6∞, то

Lp1q1[0, 1] ↪→ Lpq[0, 1].

20. Если 0 < p <∞, 0 < q 6 q1 6∞, то

Lpq[0, 1] ↪→ Lpq1[0, 1].

30. Если 0 < θ < 1, 0 < p1, p2, q1, q2 <∞, p1 6= p2
1
p = 1−θ

p1
+ θ

p1
, то

(Lp1q1, Lp2q2)θ,q = Lpq

Теперь определим дискретный аналог пространства Лоренца lpq, элемен-
тами которого будут числовые последовательности ξ = {ξk}∞k=∞ с единствен-
ной предельной точкой 0, для которых конечна величина

‖ξ‖lpq =
( ∞∑
m=1

|ξ∗m|qm
q
p−1
) 1
q

, при 0 < q <∞,

‖ξ‖lp∞ = sup
m
m

1
pξ∗m при q =∞,

где {ξ∗m}∞m=1 невозрастающая перестановка последовательности {|ξk|}∞k=∞.
Известно обобщенное неравенство Минковского [9], если

0 < ν 6 µ 6∞,

то верно

‖‖a‖lν‖lµ =

 ∞∑
k=1

( ∞∑
m=1

|akm|ν
)µ

ν

 1
µ

6

 ∞∑
m=1

( ∞∑
k=1

|akm|µ
) ν

µ

 1
ν

= ‖‖a‖lµ‖lν .

Пусть Ψ = {ψn(x)}n∈N , x ∈ [0; 1] - ортонормированная в L2[0; 1] систе-

ма функций Для функции f ∈ L[0; 1] соответствует ряд Фурье
∞∑
k=1

akψk, где

ak(f) =
1∫

0

f(x)ψk(x)dx – коэффициенты Фурье функции f ∈ L[0; 1] по систе-

ме Ψ.
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Через ā будем обозначать вектор (a1, ..., an), запись ā < b̄ означает, что
ai < bi, для всех i = 1, ..., n. Также определим следующие обозначения āb̄ =

ab11 ...a
bn
n , p̄′ - сопряженный вектор к p̄, т.е. p′i = pi

pi−1 , ∀i = 1, ..., n.
Запись ‖f‖p � Jp(a(f)) понимается так, что f ∈ Lp ⇔ Jp(a(f)) < ∞ и

существует положительные постоянные C1, C2 :

C1Jp(a(f)) 6 ‖f‖ 6 C2Jp(a(f)).

Нам понадобятся вспомогательные утверждения.
В работе [20] был введен интерполяционный метод для анизотропных

пространств.
Пусть A1 - банахово пространство, A2 - функциональная банахова ре-

шетка [44].
Через A = (A1, A2) обозначим пространство A1-значных измеримых

функций таких, что ‖f‖A1
∈ A2 с нормой ‖f‖ = ‖‖f(x)‖A1

‖A2
. Простран-

ство A = (A1, ..., An) определяется индуктивно. Его назовем анизотропным
пространством размерности n.

Пусть A0 = (A0
1, ..., A

0
n), A1 = (A1

1, ..., A
1
n) два анизотропных простран-

ства, E = {ε = (ε1, ..., εn) : εi = 0 или εi = 1, i = 1, ..., n} . Для произвольного
ε ∈ E определим пространство Aε = (Aε1

1 , ..., A
εn
n ) с нормой

‖a‖Aε
= ‖...‖a‖Aε11 ...‖Aεnn .

Пару анизотропных A0 и A1 пространств назовем совместимой, если
найдется линейное хаусдорфово пространство, содержащее в качестве под-
множеств пространства Aε, ε ∈ E. Пусть

K(~t, a;A0,A1) = inf{
∑
ε∈E

~tε‖aε‖Aε
: a =

∑
ε∈E

aε, aε ∈ Aε}

- функционал Петре. При 0 < ~q = (q1, ..., qn) < ∞, 0 < ~θ = (θ1, ..., θn) < 1,
обозначим через A~θ,~q = (A0,A1)~θ,~q линейное подмножество

∑
ε∈E

Aε, состоящее
из элементов для которых

‖a‖A~θ,~q
=

 ∞∫
0

...

 ∞∫
0

(t−θ11 ...t−θnn K(~t, a))q1
dt1
t1


q2
q1

...
dtn
tn


1
qn

<∞, если ~q <∞ и

‖a‖A~θ, ~∞
= sup

0<~t<∞
~t−

~θK(~t, a) <∞, при q =∞.

18



Пусть 1 6 ~p < ∞, 0 < ~q 6 ∞, где ~p = (p1, .., pn), ~q = (q1, .., qn). Множе-
ство всех измеримых функций определенных на [0, 1]n называется простран-
ством Лоренца L~p,~q[0, 1]n, если конечны величины:

‖f‖L~p,~q[0,1]n =

 1∫
0

...

 1∫
0

(
x

1
p1
1 ...x

1
pn
n f

∗1,...,∗n(x1, ..., xn)

)q1
dx1


q2
q1

...dxn


1
qn

<∞

при 0 < ~q <∞,

и ‖f‖L~p,∞[0,1]n = sup
(t1,...,tn)∈[0;1]n

~t
1
~pf ∗(~t) <∞ при ~q =∞.

Здесь f ∗1,...,∗n(~t) = inf{σ : µ{~x ∈ Rn : |f(~x)| > σ} < ~t} - невозрастающая
перестановка функции f(~t) по каждой переменной.

Нам понадобится теорема Харди-Литтлвуда для пространства Лоренца.
Ее доказал для симметричных пространств Семенов Е.М. [25], также в работе
Загера Ю. доказана для косинус и синус рядов функции из пространства
Лоренца [27]. В частности верна

Лемма. Если 1 < p < ∞, p′ = p/(p − 1), 0 < q 6 ∞, f ∼
∑
k∈N

ake
2πikx

и {ak}∞k=1 монотонно убывают, то для того, чтобы f ∈ Lp′,q[0; 1], необ-
ходимо и достаточно, чтобы последовательность {ak}∞k=1 принадлежала в
пространству Лоренца lp,q, причем

‖f‖Lp′,q � ‖a‖lp,q . (7)

Основное содержание работы. Перейдем к основным результатам
диссертационной работы. В работе неравенства понимаются так, если правая
сторона имеет смысл, то и левая сторона имеет смысл.

Работа состоит из трех разделов, восьми подразделов. Раздел 1 посвя-
щен неравенствам типа Харди-Литтлвуда-Пэли для усреднений типа Харди
и Беллмана в одномерном случае.

В 1.1 вводятся пространства np,q,α и np,q(λ) и рассматриваются их интер-
поляционные свойства. Результаты этого подраздела будут служить аппара-
том исследования диссертационной работы.

В подразделе 1.2 изучается суммируемость усреднений типа Харди ко-
эффициентов Фурье. Основным результатом этого подраздела является сле-
дующая теорема
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Теорема 1.2.1. Пусть 1 < p <∞, p′ = p
p−1 , 0 < q 6∞ и

f ∈ Lp,q, f ∼
∞∑
k=1

ake
2πikx.

Пусть последовательность λ = {λk} удовлетворяет условию: при α > 1
p′

sup
16m6k

m2−α |λm − λm+1| 6 D
1

kα

∣∣∣∣∣
k∑

m=1

λm

∣∣∣∣∣ ,
где D > 0- некоторая константа, не зависящая от индекса k. Тогда имеет
место неравенство( ∞∑

k=1

(
k

1
p′ak(λ)

)q 1

k

) 1
q

6 C‖f‖Lp,q[0,1],

где ak(λ) = 1∣∣∣∣ k∑
m=1

λm

∣∣∣∣
∣∣∣∣ k∑
m=1

λmam

∣∣∣∣ , k ∈ N .

При q =∞ справедливо

sup
k∈N

k
1
p′ak(λ) 6 c‖f‖Lp∞.

В 1.3 изучается суммируемость усреднений типа Беллмана коэффици-
ентов Фурье. Основным результатом этого подраздела является следующая
теорема

Теорема 1.3.1. Пусть 1 < p <∞, p′ = p
p−1 , 0 < q 6∞. Если

f ∈ Lp,q[0, 1] и f ∼
∞∑
k=1

ake
2πikx,

α > 1
p , тогда верно( ∞∑

k=1

(
kα−

1
p

∣∣∣∣∣
∞∑
m=k

am
mα

∣∣∣∣∣
)q

1

k

) 1
q

6 c‖f‖Lp,q[0,1]

при 0 < q <∞.
А при q =∞ справедливо

sup
k∈N

kα−
1
p

∣∣∣∣∣
∞∑
m=k

am
mα

∣∣∣∣∣ 6 c‖f‖Lp∞.
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Раздел 2 посвящен изучению неравенств типа Харди-Литтлвуда-Пэли
для усреднений типа Харди и Беллмана в многомерном случае.

В 2.1 и 2.2 вводятся анизотропные пространства n~p,~q,α и n~p,~q(λ) и рас-
сматриваются их интерполяционные свойства.

В 2.3 изучается суммируемость усреднений типа Беллмана коэффициен-
тов Фурье функций из пространства Лоренца. Основным результатом этого
подраздела является следующая теорема

Теорема 2.3.1. Пусть параметры 1 < ~p <∞, 0 < ~q 6∞, число ~α > 1
~p ,

где ~α = (α1, ..., αn) . Пусть 1-периодическая по каждой переменной функция
f(x1, ..., xn) имеет ряд Фурье по тригонометрической системе вида

∞∑
kn=1

...
∞∑
k1=1

ak1...kne
2πi(k1x1+...+knxn),

где коэффициенты

ak1...kn =

1∫
0

...

1∫
0

f(x1, ..., xn)e
−2πi(k1x1+...+knxn)dx1...dxn.

Тогда, если f(x1, ..., xn) ∈ L~p~q[0; 1]n, то при 0 < ~q <∞ справедливо неравен-
ство ∞∑

kn=1

...

( ∞∑
k1=1

(
k
α1− 1

p1
1

∣∣∣∣∣
∞∑

mn=kn

...
∞∑

m1=k1

am1...mn

mα1
1 ...m

αn
n

∣∣∣∣∣
)q1

1

k1

) q2
q1

...
1

kn


1
qn

6

6 c‖f‖L~p,~q[0,1]n.

При ~q = (∞, ...,∞), верно

sup
k1,...,kn∈N

k
α1− 1

p1
1 . . . k

α1− 1
pn

n

∣∣∣∣∣
∞∑

mn=kn

...
∞∑

m1=k1

am1...mn

mα1
1 ...m

αn
n

∣∣∣∣∣ 6 C‖f‖L~p, ~∞.

В 2.4 изучается суммируемость усреднений типа Харди коэффициентов
Фурье из пространства Лоренца.

Теорема 2.4.2. Пусть 1 < ~p <∞, 0 < ~q 6∞, ~p′ = ~p
~p−1 . Последователь-

ность λ = {λk1,k2...kn}∞k1,k2,...,kn=1 = {λ1
k1
λ2
k2
. . . λnkn}

∞
k1,k2,...,kn=1 удовлетворяет

условию
n∏
j=1

sup
16mj6kj

mj
2−αj |λjmj

− λjmj+1| 6
n∏
j=1

Dj

kj
αj

∣∣∣∣∣∣
kj∑

mj=1

λjmj

∣∣∣∣∣∣ ,
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число ~α > 1
~p′
, где ~α = (α1, . . . , αn). Dj-некоторая константа не зависящая

от индекса kj. Если f(x1, . . . , xn) ∈ L~p~q[0; 1]n. Тогда при 0 < ~q <∞ справед-
ливо неравенство ∞∑

kn=1

k
qn
pn

′

n ...

 ∞∑
k2=1

k2

q2
p2

′
( ∞∑
k1=1

(
k1

1/p1
′
āk1...kn(λ)

)q1 1

k1

) q2
q1 1

k2


q3
q2

...
1

kn


1
qn

6

6 C‖f‖L~p,~q[0;1]n,

где

āk1...kn(λ) =
1∣∣∣∣ kn∑

mn=1
...

k1∑
m1=1

λm1...mn

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
kn∑

mn=1

...

k1∑
m1=1

λm1...mn
am1...mn

∣∣∣∣∣ , k1, ..., kn ∈ N.

При ~q = (∞, ...,∞)

sup
k1,...,kn∈N

k
1
p′1
1 ...k

1
p′n
n āk1,...,kn(λ) 6 C‖f‖L~p, ~∞[0;1]n.

В третьем разделе исследуются теоремы типа Харди-Литтлвуда. Основ-
ными результатами этого раздела являются следующие

Теорема 3.1.1. Пусть 1 < 1
α < p < ∞ и f ∼

∑∞
k=1 ak(f)e2πikx. Если

выполнено условие

|ak| 6 Ckα−1

∣∣∣∣∣∣
∞∑

m=[kd ]+1

am
mα

∣∣∣∣∣∣ , k ∈ N,

и f ∈ Lp[0, 1], то (∑
k∈N

kp−2|ak(f)|p
) 1

p

6 C(p, α)‖f‖p.

Приведен пример показывающий существенность условия на α.
Теорема 3.1.2. a) Если 2 < p < 1/α, тогда для любого δ > 0 найдется

функция f , такая, что

|ak| 6
4

k1−α

∣∣∣∣∣∣
∞∑

m=[kd ]+1

am
mα

∣∣∣∣∣∣ , k ∈ N
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и ‖f‖Lp < δ, но Jp(a(f)) > 1.
b) Если 1 < p < min(1/α, 2), то существует тригонометрический ряд
∞∑
n=1

ane
2πint такой, что

|ak| 6
C

k1−α

2k∑
m=k

am
mα

при k = 1, 2, ... и Jp(a(f)) < ∞, но данный ряд не является рядом Фурье
никакой интегрируемой функции.

Получено необходимое и достаточное условие принадлежности функции
в пространству Lp.

Теорема 3.1.4. Пусть 1 6 1/α < p < 2. Если при всех m ∈ N выпол-
няется

2m−1∑
k=2m−1

|∆ak| 6 C
∞∑

k=m+1

∣∣∣∣∣∣
2k∑

r=2k−1

ar(f)

rα

∣∣∣∣∣∣ ,
тогда

‖f‖p �

 ∞∑
m=0

2
m
p′

 2m+1∑
k=2m

|∆ak|

p
1
p

�

( ∞∑
m=0

(
2(α− 1

p )m

∣∣∣∣∣
2m∑

r=2m−1

ar(f)

rα

∣∣∣∣∣
)p) 1

p

.
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1 НЕРАВЕНСТВА ТИПА ХАРДИ-ЛИТТЛВУДА-ПЭЛИ ДЛЯ
РАЗЛИЧНЫХ УСРЕДНЕНИЙ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ
ФУНКЦИЙ ИЗ ПРОСТРАНСТВА ЛОРЕНЦА

1.1 Интерполяция пространств np,q,α и np,q(λ)

В работе [24] было введено и исследовано интерполяционные методы и
свойства сетевых пространств. Также аналогичное пространство встречает-
ся в работе [43]. Используясь теми идеями и методами введем и исследуем
интерполяционные свойства пространств, которые будут следовать ниже.

Пусть 0 < p <∞, 0 < q 6∞, α > 0. Определим пространство

np,q,α =

a = {an}∞n=1 : ‖a‖np,q,α =

( ∞∑
k=1

(
k

1
p ãk(α)

)q 1

k

) 1
q

<∞


при q =∞,

‖a‖np,∞,α = sup
k∈N

k
1
p ãk(α) <∞,

где ãk(α) = sup
m>k

1
m1−α

∣∣∣∣ ∞∑
s=m

as
sα

∣∣∣∣, для любого k ∈ N .

Лемма 1.1.1. Если 0 < p <∞ и 0 < q 6 q1 6∞, то

np,q,α ↪→ np,q1,α.

Доказательство. Пусть q1 =∞, тогда из монотонности ãk(α), получим

‖a‖np,∞,α = sup
k∈N

k
1
p ãk(α) = sup

k∈N

(
k
q
p ãqk(α)

) 1
q ∼ sup

k∈N

(
k∑

m=1

m
q
p−1ãqk(α)

) 1
q

6

6 C sup
k∈N

(
k∑

m=1

m
q
p−1ãqm(α)

) 1
q

6 C‖a‖np,q,α.

Пусть теперь 0 < q 6 q1 <∞, тогда

‖a‖np,q1,α =

( ∞∑
k=1

(
k

1
p+ε−εãk(α)

)q1 1

k

) 1
q1

.

Учитывая

k
1
p+ε � c

(
k∑

m=1

m( 1
p+ε)q 1

m

) 1
q

,
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и монотонность последовательности {ãk(α)}∞k=1 имеем

‖a‖np,q1,α 6 c

 ∞∑
k=1

k−εq1

(
k∑

m=1

ãqmm
( 1
p+ε)q 1

m

) q1
q

1

k


1
q1

.

Используя обобщенное неравенство Минковского, получим

‖a‖np,q1,α 6 C

 ∞∑
m=1

m
q
p ãqm

1

m
mεq

( ∞∑
k=m

k−εq1
1

k

) q
q1

 1
q

= C‖a‖np,q,α.

Лемма доказана.

В следующей лемме доказана эквивалентная норма пространства
‖a‖np,q,α.

Лемма 1.1.2. Пусть 0 < p <∞ и 0 < q 6∞, тогда

‖a‖np,q,α ∼

( ∞∑
k=0

(
2
k
p ã2k(α)

)q) 1
q

.

Доказательство. Из монотонности ãk(α) имеем

(ln 2)
1
q2−

1
p2

k+1
p ã2k+1(α) 6

2k+1−1∑
m=2k

(
m

1
p ãm(α)

)q 1

m

 1
q

6 (ln 2)
1
q2

1
p2

k
p ã2k(α).

Возведя неравенства в степень q и суммируя по k получим требуемые нера-
венства, показывающие эквивалентность норм в пространстве ‖a‖np,q,α.

Рассмотрим теперь интерполяционные свойства пространства ‖a‖np,q,α,
которые имеют применения доказательствам основных результатов.

Лемма 1.1.3. Если 0 < p0 < p1 < ∞ и параметры 0 < q, q0, q1 6 ∞,
0 < θ < 1, то

(np0,q0,α, np1,q1,α)θ,q ↪→ np,q,α,

где 1
p = 1−θ

p0
+ θ

p1
.

Доказательство. В силу леммы 1.1.1 имеем вложения

npi,qi,α ↪→ npi,∞,α, i = 0, 1,

тогда имеем
‖ai‖npi,∞,α 6 Ci‖ai‖npi,qi,α, i = 0, 1
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тогда для 0 < t <∞ и a ∈ np0,q0,α + np1,q1,α получим

K (t, a;np0,∞,α, np1,∞,α) = inf
a=a0+a1

(
‖a0‖np0,∞,α + t‖a1‖np1,∞,α

)
6

6 C inf
a=a0+a1

(
‖a0‖np0,q0,α + t‖a1‖np1,q1,α

)
= K (t, a;np0,q0,α, np1,q1,α) ,

И тогда

‖a‖(np0,∞,α, np1,∞,α)θ,q
=

 ∞∫
0

(
t−θK(t, a;np0,∞,α, np1,∞,α

)q dt
t

 1
q

6

6 C

 ∞∫
0

(
t−θK(t, a;np0,q0,α, np1,q1,α

)q dt
t

 1
q

= C‖a‖(np0,q0,α, np1,q1,α)θ,q
.

Следовательно

(np0,q0,α, np1,q1,α)θ,q ↪→ (np0,∞,α, np1,∞,α)θ,q .

Поэтому достаточно доказать, что

(np0,∞,α, np1,∞,α)θ,q ↪→ np,q,α.

Пусть k ∈ N , ak = a0
k+a1

k некоторое произвольное представление элемен-
тов ak последовательности из (np0,∞,α, np1,∞,α)θ,q, где a0 = {a0

k}k∈N ∈ np0,∞,α
и {a1} = {a1

k}k∈N ∈ np1,∞,α. Так как

ãk(α) = sup
m>k

1

m1−α

∣∣∣∣∣
∞∑
s=m

as
sα

∣∣∣∣∣ 6 sup
m>k

1

m1−α

∣∣∣∣∣
∞∑
s=m

a0
s

sα

∣∣∣∣∣+ sup
m>k

1

m1−α

∣∣∣∣∣
∞∑
s=m

a1
s

sα

∣∣∣∣∣ =

= ã0
k(α) + ã1

k(α),

то обозначив через v(t) = t
p0p1
p1−p0 , получим

sup
v(t)>s>1

s
1
p0 ãs 6 sup

s>1
s

1
p0 ã0

s + sup
v(t)>s>1

s
1
p0
− 1
p1

+ 1
p1 ã1

s 6 sup
s∈N

s
1
p0 ã0

s + t sup
s∈N

s
1
p1 ã1

s =
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= ‖a0‖np0,∞,α + t‖a1‖np1,∞,α.

Учитывая произвольность представления a = a0 + a1 имеем

K (t, a;np0,∞,α, np1,∞,α) > sup
v(t)>s>1

s
1
p0 ãs(α).

Поэтому при 0 < q 6∞ будем иметь

‖a‖(np0,∞,α, np1,∞,α)θ,q
=

 ∞∫
0

(
t−θK (t, a;np0,∞,α, np1,∞,α)

)q dt
t

 1
q

>

>

 ∞∫
0

(
t−θ sup

v(t)>s>1

s
1
p0 ãs(α)

)q
dt

t

 1
q

.

Сделаем замену t = u
p1−p0
p0p1 и так как p0 < p1, то ∞∫

0

(
t−θ sup

v(t)>s>1

s
1
p0 ãs(α)

)q
dt

t

 1
q

=

=

 ∞∫
0

(
u−θ(

1
p0
− 1
p1

) sup
u>s>1

s
1
p0 ãs(α)

)q
du

u

 1
q

=

=

 ∞∑
r=1

2r−1∫
2r−1−1

(
u−θ(

1
p0
− 1
p1

) sup
u>s>1

s
1
p0 ãs(α)

)q
du

u


1
q

>

> C

( ∞∑
r=1

(
2−θr(

1
p0
− 1
p1

) sup
2r>s>1

s
1
p0 ãs(α)

)q) 1
q

>

> C

( ∞∑
r=1

(
2−θr(

1
p0
− 1
p1

)2
r
p0 ã2r(α)

)q) 1
q

= ‖a‖np,q,α.

Итак, получили

‖a‖np,q,α 6 C‖a‖(np0,∞,α, np1,∞,α)θ,q
.

Лемма доказана.
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Определим пространство np,q(λ). Пусть 0 < p < ∞, 0 < q 6 ∞. Для

последовательности λ = {λk}∞k=1 такая, что
m∑
k=1

λk 6= 0 для любого m ∈ N ,
определим пространство

np,q(λ) =

a = {an}∞n=1 : ‖a‖np,q(λ) =

( ∞∑
k=1

(
k

1
pak(λ)

)q 1

k

) 1
q

<∞


при q =∞,

‖a‖np,∞(λ) = sup
k∈N

k
1
pak(λ) <∞,

где

ak(λ) = sup
m>k

1∣∣∣∣ m∑
s=1

λs

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
s=1

λsas

∣∣∣∣∣ .
Теперь докажем аналогичные леммы для пространства np,q(λ).

Лемма 1.1.4. Если q1 > q, то np,q(λ) ↪→ np,q1(λ).

Доказательство. Пусть q1 =∞, тогда из монотонности ak(λ), получим

‖a‖np,∞(λ) = sup
k∈N

k
1
p āk(λ) = sup

k∈N

(
k
q
p āqk(λ)

) 1
q ∼ sup

k∈N

(
k∑

m=1

m
q
p−1āqk(λ)

) 1
q

6

6 C sup
k∈N

(
k∑

m=1

m
q
p−1āqm(λ)

) 1
q

6 C‖a‖np,q(λ).

Пусть теперь 0 < q 6 q1 <∞, тогда

‖a‖np,q1(λ) =

( ∞∑
k=1

(
k

1
p+ε−εāk(λ)

)q1 1

k

) 1
q1

.

Учитывая

k
1
p+ε � c

(
k∑

m=1

m( 1
p+ε)q 1

m

) 1
q

,

и монотонность последовательности {āk(λ)}∞k=1 имеем

‖a‖np,q1(λ) 6 c

 ∞∑
k=1

k−εq1

(
k∑

m=1

āqm(λ)m( 1
p+ε)q 1

m

) q1
q

1

k


1
q1

.
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Используя обобщенное неравенство Минковского, получим

‖a‖np,q1(λ) 6 C

 ∞∑
m=1

m
q
p āqm(λ)

1

m
mεq

( ∞∑
k=m

k−εq1
1

k

) q
q1

 1
q

= C‖a‖np,q(λ).

Лемма доказана.

Лемма 1.1.5. Пусть 0 < p <∞ и 0 < q 6∞, тогда

‖a‖np,q(λ) ∼

( ∞∑
k=1

(
2
k
pa2k(λ)

)q) 1
q

.

Доказательство. Из монотонности āk(λ) имеем

(ln 2)
1
q2−

1
p2

k+1
p ā2k+1(λ) 6

2k+1−1∑
m=2k

(
m

1
p ām(λ)

)q 1

m

 1
q

6 (ln 2)
1
q2

1
p2

k
p ā2k(λ).

Возведя неравенства в степень q и суммируя по k получим требуемое утвер-
ждение.

Лемма 1.1.6. Если 0 < p0 < p1 < ∞ и параметры 0 < q, q0, q1 6 ∞,
0 < θ < 1, то

(np0,q0(λ), np1,q1(λ))θq ↪→ np,q(λ),

где 1
p = 1−θ

p0
+ θ

p1
.

Доказательство. В силу вложения

npi,qi(λ) ↪→ npi,∞(λ), i = 0, 1

имеем
‖ai‖npi,∞(λ) 6 Ci‖ai‖npi,qi(λ), i = 0, 1

тогда для 0 < t <∞ и a ∈ np0,q0(λ) + np1,q1(λ) получаем

K (t, a;np0,∞(λ), np1,∞(λ)) = inf
a=a0+a1

(
‖a0‖np0,∞(λ) + t‖a1‖np1,∞(λ)

)
6

6 C inf
a=a0+a1

(
‖a0‖np0,q0(λ) + t‖a1‖np1,q1(λ)

)
= K (t, a;np0,q0(λ), np1,q1(λ)) .

И тогда
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‖a‖(np0,∞(λ), np1,∞(λ))
θ,q

=

 ∞∫
0

(
t−θK(t, a;np0,∞(λ), np1,∞(λ)

)q dt
t

 1
q

6

6 C

 ∞∫
0

(
t−θK(t, a;np0,q0(λ), np1,q1(λ)

)q dt
t

 1
q

= C‖a‖(np0,q0(λ), np1,q1(λ))
θ,q

.

Следовательно

(np0,q0(λ), np1,q1(λ))θ,q ↪→ (np0,∞(λ), np1,∞(λ))θ,q .

Поэтому достаточно доказать, что

(np0,∞,α, np1,∞(λ))θ,q ↪→ np,q(λ).

Пусть k ∈ N , ak = a0
k + a1

k некоторое произвольное представление эле-
ментов ak последовательности из (np0,∞(λ), np1,∞(λ))θ,q, где a0 = {a0

k}k∈N ∈
np0,∞(λ) и {a1} = {a1

k}k∈N ∈ np1,∞(λ).

Так как

ak(λ) = sup
m>k

1∣∣∣∣ m∑
s=1

λs

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
s=1

λsas

∣∣∣∣∣ 6 sup
m>k

1∣∣∣∣ m∑
s=1

λs

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
s=1

λsa
0
s

∣∣∣∣∣+sup
m>k

1∣∣∣∣ m∑
s=1

λs

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
s=1

λsa
1
s

∣∣∣∣∣ =

= a0
k(λ) + a1

k(λ),

то обозначив через v(t) = t
p0p1
p1−p0 , получим

sup
v(t)>s>1

s
1
p0as(λ) 6 sup

s>1
s

1
p0a0

s(λ) + sup
v(t)>s>1

s
1
p0
− 1
p1

+ 1
p1a1

s(λ) 6

6 sup
s∈N

s
1
p0a0

s(λ) + t sup
s∈N

s
1
p1a1

s(λ) = ‖a0‖np0,∞(λ) + t‖a1‖np1,∞(λ).

Учитывая произвольность представления a = a0 + a1 имеем

K (t, a;np0,∞(λ), np1,∞(λ)) > sup
v(t)>s>1

s
1
p0as(λ).

Поэтому при 0 < q 6∞ будем иметь
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‖a‖(np0,∞(λ), np1,∞(λ))
θ,q

=

 ∞∫
0

(
t−θK (t, a;np0,∞(λ), np1,∞(λ))

)q dt
t

 1
q

>

>

 ∞∫
0

(
t−θ sup

v(t)>s>1

s
1
p0as(λ)

)q
dt

t

 1
q

.

Сделаем замену t = u
p1−p0
p0p1 и так как p0 < p1, то ∞∫
0

(
t−θ sup

v(t)>s>1

s
1
p0as(λ)

)q
dt

t

 1
q

=

=

 ∞∫
0

(
u−θ(

1
p0
− 1
p1

) sup
u>s>1

s
1
p0as(λ)

)q
du

u

 1
q

=

=

 ∞∑
r=1

2r−1∫
2r−1−1

(
u−θ(

1
p0
− 1
p1

) sup
u>s>1

s
1
p0as(λ)

)q
du

u


1
q

>

> C

( ∞∑
r=1

(
2−θr(

1
p0
− 1
p1

) sup
2r>s>1

s
1
p0as(λ)

)q) 1
q

>

> C

( ∞∑
r=1

(
2−θr(

1
p0
− 1
p1

)2
r
p0a2r(λ)

)q) 1
q

= ‖a‖np,q(λ).

Итак, получили

‖a‖np,q(λ) 6 C‖a‖(np0,∞(λ), np1,∞(λ))
θ,q

.

Лемма доказана.
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1.2 Суммируемость усреднений типа Харди коэффициентов
Фурье

В этом разделе исследуется неравенство типа Нурсултанова для усред-
нений типа Харди коэффициентов Фурье функций из пространства Лоренца
Lpq. Сначала докажем вспомогательную лемму. В работе [45] была доказана
более общая теорема, аналогичная к следующей лемме.

Лемма 1.2.1. Пусть 1 < p < ∞, p′ = p
p−1. Если f ∈ L1[0; 1] и f ∼

∞∑
k=1

ake
2πikx, x ∈ [0, 1], тогда

‖f‖Lp′,∞ 6 c sup
m∈N

m
1
p |m∆am|.

Доказательство. По соотношению двойственности нормы

‖f‖Lp′,∞ = sup
‖g‖p,1=1

1∫
0

∞∑
k=1

ake
2πikxg(x)dx = sup

‖g‖p,1=1

∞∑
k=1

akĝ(k).

Рассмотрим
∞∑
k=1

akĝ(k). Учитывая, что коэффициенты Фурье ak → 0, имеем

ak =
∞∑
m=k

∆am, тогда

∞∑
k=1

akĝ(k) =
∞∑
k=1

( ∞∑
m=k

∆am

)
ĝ(k) =

∞∑
m=1

∆am

m∑
k=1

ĝ(k) 6

6
∞∑
m=1

|m∆am|

∣∣∣∣∣ 1

m

m∑
k=1

ĝ(k)

∣∣∣∣∣ 6 sup
m∈N

m
1
p |m∆am|

∞∑
m=1

m
1
p′−1

∣∣∣∣∣ 1

m

m∑
k=1

ĝ(k)

∣∣∣∣∣
Используя (3) , получим

‖f‖Lp′,∞ 6 C sup
‖g‖p,1=1

{
sup
m∈N

m
1
p |m∆am|‖g‖Lp,1

}
= C sup

m∈N
m

1
p |m∆am|.

Лемма доказана.

Теорема 1.2.1. Пусть 1 < p < ∞, p′ = p
p−1, 0 < q 6 ∞ и f ∈ Lp,q, f ∼

∞∑
k=1

ake
2πikx. Пусть последовательность λ = {λk} удовлетворяет условию:

при α > 1
p′

sup
16m6k

m2−α |λm − λm+1| 6 D
1

kα

∣∣∣∣∣
k∑

m=1

λm

∣∣∣∣∣ ,
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где D > 0- некоторая константа, не зависящая от индекса k. Тогда имеет
место неравенство( ∞∑

k=1

(
k

1
p′ak(λ)

)q 1

k

) 1
q

6 C‖f‖Lp,q[0,1],

где

ak(λ) =
1∣∣∣∣ k∑

m=1
λm

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑

m=1

λmam

∣∣∣∣∣ , k ∈ N.
При q =∞, имеет место

sup
k∈N

k
1
p′ak(λ) 6 c‖f‖Lp∞.

Доказательство. Оценим величину

n
1
p′∣∣∣∣ n∑

k=1

λk

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑

m=1

λmam

∣∣∣∣∣ =
n

1
p′∣∣∣∣ n∑

m=1
λm

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
n∑

m=1

λm

1∫
0

f(x)e−2πimxdx

∣∣∣∣∣∣ 6

6

1∫
0

|f(x)|

∣∣∣∣∣∣∣∣
n

1
p′∣∣∣∣ n∑

m=1
λm

∣∣∣∣
n∑

m=1

λme
−2πimx

∣∣∣∣∣∣∣∣ dx.
Положим

n
1
p′∣∣∣∣ n∑

r=1
λr

∣∣∣∣
n∑

m=1

λme
−2πimx = Φn(x),

по неравенству Гельдера, при 1
p + 1

p′ = 1 имеем

‖a(λ)‖lp′,∞ 6 sup
n∈N

1∫
0

|f(x)| |Φn(x)| dx 6 sup
n∈N
‖f‖Lp,1‖Φn‖Lp′,∞.

Оценим норму ‖Φn‖Lp′,∞. Коэффициенты Фурье этой функции равны

bm(Φn) =


n

1
p′ λm∣∣∣∣ n∑

r=1
λr

∣∣∣∣ , если m 6 n;

0, m > n.
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Из леммы 1.2.1 получим

‖Φn‖Lp′,∞ 6 c sup
m∈N

m
1
p |m∆bm|.

Рассмотрим I = m
1
p |m∆bm|.

Пусть m 6 n, тогда используя условие теоремы, имеем

I = m
1
p (m∆bm) =

m
1
pmn

1
p′ |λm − λm+1|∣∣∣∣ n∑
r=1

λr

∣∣∣∣ 6

6
n

1
p′mα− 1

p′∣∣∣∣ n∑
r=1

λr

∣∣∣∣ sup
16k6n

k2−α |λk − λk+1| 6
n

1
p′mα− 1

p′∣∣∣∣ n∑
r=1

λr

∣∣∣∣
D

nα

∣∣∣∣∣
n∑

m=1

λm

∣∣∣∣∣ = D
mα− 1

p′

nα−
1
p′

6 D.

При m > n

I = m
1
p |m∆bm| = 0.

Таким образом, имеем

sup
m∈N

m
1
p |m∆bm| 6 D.

Следовательно,

‖Φn‖p′,∞ 6 cD = C.

Итак, мы получили

sup
n∈N

n
1
p′∣∣∣∣ n∑

k=1

λk

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑

m=1

λmam

∣∣∣∣∣ 6 C‖f‖Lp,1.

Тогда верно

‖a‖np′∞(λ) 6 C‖f‖Lp,1.

И наконец воспользуемся леммой 1.1.6 и интерполяционной теоремой
Марцинкевича-Кальдерона [15]. Так как α > 1

p′ , то найдутся p0, p1, что
1 − α < 1

p1
< 1

p <
1
p0
, т.е. также удовлетворяют условию теоремы. Следо-

вательно найдется θ ∈ (0, 1) такая, что

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
и

1

p′
=

1− θ
p′0

+
θ

p′1
.
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Из доказанного имеем

‖a‖np′0∞(λ) 6 C0‖f‖Lp0,1
и

‖a‖np′1∞(λ) 6 C1‖f‖Lp1,1.

Тогда

‖a‖np′q(λ) 6 C1−θ
0 Cθ

1‖f‖Lp,q ,

для любого 0 < q 6∞. Теорема доказана.

Следствие 1.2.1. Пусть 1 < p < ∞, p′ = p
p−1 , 0 6 β < 1

p, 0 < q 6 ∞ и
f ∈ Lp,q[0, 1] . Тогда верно( ∞∑

k=1

(
kβ−

1
p

∣∣∣∣∣
k∑

m=1

am
mβ

∣∣∣∣∣
)q

1

k

) 1
q

6 c‖f‖Lp,q[0,1].

При q =∞

sup
n∈N

nβ−
1
p

∣∣∣∣∣
n∑
s=1

as
sβ

∣∣∣∣∣ 6 c‖f‖Lp,∞[0,1]
.

Доказательство. Пусть β < 1/p, тогда 1/p′ < 1−β и следовательно найдется
α, что 1/p′ < α < 1− β. Покажем, что λ = { 1

mβ}∞m=1 удовлетворяет условию
теоремы 1.2.1 с параметром α. Действительно

sup
16m6n

m2−α
(

1

mβ
− 1

(m+ 1)β

)
∼ sup

16m6n
m1−α−β = n1−α−β.

Здесь учитывалось, что 1− α− β > 0. С другой стороны

1

nα

∣∣∣∣∣
n∑

m=1

1

mβ

∣∣∣∣∣ ∼ n1−α−β.

Учитывая

( ∞∑
k=1

(
kβ−

1
p

k∑
m=1

am
mβ

)q

1

k

) 1
q

�

( ∞∑
k=1

(
k

1
p′ak(λ)

)q 1

k

) 1
q

,

получим требуемое неравенство.
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1.3 Суммируемость усреднении типа Беллмана коэффициентов
Фурье

В этом пункте рассматриваются усреднения типа Беллмана.

Замечание 1.3.1. В частности с помощью неравенства Нурсултанова
можно получить утверждение, если 1 < p < ∞, p′ = p

p−1 и f ∈ Lp,p′[0, 1],

f ∼
∞∑
k=1

ake
2πikx, тогда верно

 ∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=m

ak
k

∣∣∣∣∣
p′
 1

p′

6 c‖f‖Lp,p′ [0,1].

Доказательство. Оценим следующую величину ∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=m

ak
k

∣∣∣∣∣
p′
 1

p′

=

∥∥∥∥∥
∞∑
k=m

ak
k

∥∥∥∥∥
lp′

.

Используем теорему о двойственности [10] (эквивалентную нормировку для
пространства lp) и поменяем порядок суммирования, получаем∥∥∥∥∥

∞∑
k=m

ak
k

∥∥∥∥∥
lp′

= sup
‖b‖lp=1

∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

bm

∞∑
k=m

ak
k

∣∣∣∣∣ = sup
‖bm‖lp=1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ak
k

k∑
m=1

bm

∣∣∣∣∣ (1.1)

Рассмотрим сумму
n∑
k=1

ak
k

k∑
m=1

bm. Применяем преобразование Абеля:

n∑
k=1

ak
k

k∑
m=1

bm =
n−1∑
k=1

(
1

k

k∑
m=1

bm −
1

k + 1

k+1∑
m=1

bm

)
k∑
r=1

ar +
1

n

n∑
m=1

bm

n∑
r=1

ar

Преобразуя приведем к следующему виду

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ak
k

k∑
m=1

bm

∣∣∣∣∣ 6
n−1∑
k=1

1

k

∣∣∣∣∣
k∑

m=1

am

∣∣∣∣∣ 1

k + 1

k+1∑
m=1

|bm|+
n−1∑
k=1

|bk+1|
k

∣∣∣∣∣
k∑

m=1

am

∣∣∣∣∣+
+

1

n

∣∣∣∣∣
n∑

m=1

bm

∣∣∣∣∣
n∑
r=1

ar

∣∣∣∣∣ = I1 + I2 + I3.

Оценим отдельно каждое слагаемое. Для оценки используем неравенства
Гельдера, для 1

p + 1
p′ = 1, Харди [9] и (4).
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I1 6

 n∑
k=1

∣∣∣∣∣1k
k∑

m=1

am

∣∣∣∣∣
p′


1
p′ ( n∑

k=1

(
1

k + 1

k+1∑
m=1

|bm|

)p) 1
p

6 C‖f‖Lp,p′‖b‖lp.

Также оценивается I2.

I2 6

n−1∑
k=1

(
1

k

∣∣∣∣∣
k∑

m=1

am

∣∣∣∣∣
)p′


1
p′ ( n∑

k=0

|bk|p
) 1

p

6 C‖b‖lp‖f‖Lp,p′

Оценим I3. Используем неравенство Гельдера и взяв супремум, получим

I3 6 ‖b‖lp sup
n>1

n
1
p′

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
r=1

ar

∣∣∣∣∣ .
По (2) и учитывая, что пространство Lp,q по второму параметру сужается

I3 6 C‖b‖lp‖f‖Lp,∞ 6 C‖b‖lp‖f‖Lp,p′ .

Собирая все полученные оценки I1− I3, переходя к пределу и возвраща-
ясь к (1.1), получим требуемое неравенство. ∞∑

m=1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=m

ak
k

∣∣∣∣∣
p′
 1

p′

6 C‖f‖Lp,p′ .

Неравенство доказано.

Целью нашей работы является получение более общего неравенства.

Теорема 1.3.1. Пусть 1 < p <∞, p′ = p
p−1 , 0 < q 6∞. Если f ∈ Lp,q[0, 1]

и f ∼
∞∑
k=1

ake
2πikx, α > 1

p, тогда верно

( ∞∑
k=1

(
kα−

1
p

∣∣∣∣∣
∞∑
m=k

am
mα

∣∣∣∣∣
)q

1

k

) 1
q

6 c‖f‖Lp,q[0,1] (1.2)

Доказательство. Рассмотрим величину ∞∑
m=1

(
mα− 1

p

∣∣∣∣∣
∞∑
k=m

ak
kα

∣∣∣∣∣
)p′

1

m

 1
p′

=

∥∥∥∥∥mα−1
∞∑
k=m

ak
kα

∥∥∥∥∥
lp′
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Используем теорему о двойственности для пространства lp и поменяв порядок
суммирования, получим

∥∥∥∥∥mα−1
∞∑
k=m

ak
kα

∥∥∥∥∥
lp′

= sup
‖b‖lp=1

∞∑
m=1

mα−1bm

∞∑
k=m

ak
kα

= sup
‖b‖lp=1

∞∑
k=1

ak
kα

k∑
m=1

mα−1bm.

Рассмотрим конечную сумму

n∑
k=1

ak
kα−γ

1

kγ

k∑
m=1

mα−1bm,

где γ : 0 < α− γ < 1
p . Применим преобразование Абеля:

n∑
k=1

ak
kα−γ

1

kγ

k∑
m=1

mα−1bm =
n−1∑
k=1

(
1

kγ

k∑
m=1

mα−1bm −
1

(k + 1)γ

k+1∑
m=1

mα−1bm

)
×

×
k∑
r=1

ar
rα−γ

+
1

nγ

n∑
m=1

mα−1bm

n∑
r=1

ar
rα−γ

.

Сумму
k∑

m=1
mα−1bm запишем следующим образом

k∑
m=1

mα−1bm =
k+1∑
m=1

mα−1bm − (k + 1)α−1bk+1,

подставим

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ak
kα−γ

1

kγ

k∑
m=1

mα−1bm

∣∣∣∣∣ 6
n−1∑
k=1

∣∣∣∣ 1

kγ
− 1

(k + 1)γ

∣∣∣∣ k+1∑
m=1

mα−1|bm|

∣∣∣∣∣
k∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣+

+
n−1∑
k=1

|bk+1|
(k + 1)α−1

kγ

∣∣∣∣∣
k∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣+
1

nγ

n∑
m=1

mα−1|bm|

∣∣∣∣∣
n∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣ = I1 + I2 + I3

Оценим отдельно каждое слагаемое. Для оценки I1 используем неравен-
ство Гельдера, следствие 1.2.1 в случае q = p′ и обобщенное неравенство
Харди:

( ∞∑
k=1

(
1

k1−β

k∑
m=1

bm
mβ

)p) 1
p

6 c‖b‖p, β <
1

p′
.
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I1 =
n−1∑
k=1

∣∣∣∣ 1

kγ
− 1

(k + 1)γ

∣∣∣∣ k+1∑
m=1

mα−1|bm|

∣∣∣∣∣
k∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣ 6 γ
n−1∑
k=1

(
k+1∑
m=1

mα−1|bm|

)
×

×

∣∣∣∣∣
k∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣ 1

kγ+1
= γ

n−1∑
k=1

(
1

kα

k+1∑
m=1

|bm|
m1−α

)(
kα−γ−1

∣∣∣∣∣
k∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣
)

6

6 γ

(
n−1∑
k=1

(
1

kα

k+1∑
m=1

|bm|
m1−α

)p) 1
p

n−1∑
k=1

(
kα−γ−1

∣∣∣∣∣
k∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣
)p′


1
p′

6

6 c‖b‖lp‖f‖Lp,p′ (1.3)

Также оценивается I2

I2 =
n−1∑
k=1

|bk+1|
(k + 1)α−1

kγ

∣∣∣∣∣
k∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣ 6
n−1∑
k=1

|bk+1|kα−1−γ

∣∣∣∣∣
k∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣ 6
6 c‖b‖lp

n−1∑
k=1

(
kα−γ−1

∣∣∣∣∣
k∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣
)p′


1
p′

6 c‖b‖lp‖f‖Lp,p′ (1.4)

Оценим I3. Используем неравенство Гельдера, получим

I3 =
1

nγ

n∑
m=1

mα−1|bm|
1

nγ

∣∣∣∣∣
n∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣ 6 ‖b‖lp
(

n∑
m=1

m(α−1)p′

) 1
p′

1

nγ

∣∣∣∣∣
n∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣ 6
6 c‖b‖lpn

α−1+ 1
p′n−γ

∣∣∣∣∣
n∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣ .
Из следствия 1.2.1 в случае q = ∞ и учитывая, что пространство Lp,q по
второму параметру сужается, имеем

I3 6 c‖b‖lp sup
n∈N

nα−γ−
1
p

∣∣∣∣∣
n∑
s=1

as
sα−γ

∣∣∣∣∣ 6 c‖b‖lp‖f‖Lp,∞ 6 c‖b‖lp‖f‖Lp,p′ (1.5)

Объединяя оценки (1.3), (1.4), (1.5), и переходя к пределу получим следующее
неравенство
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 ∞∑
m=1

(
mα− 1

p

∣∣∣∣∣
∞∑
k=m

ak
kα

∣∣∣∣∣
)p′

1

m

 1
p′

6 c‖f‖Lp,p′ .

То есть неравенство

‖a‖np′,p′,α 6 c‖f‖Lp,p′ .

Далее воспользуемся леммой 1.1.3 и интерполяционной теоремой
Марцинкевича-Кальдерона [15], аналогично доказательству предыдущей
теоремы, получим требуемое неравенство.

В частном случае, при q = p, из доказанной теоремы следует( ∞∑
m=1

(
mαp−2

∣∣∣∣∣
∞∑
k=m

ak
kα

∣∣∣∣∣
)p

1

m

) 1
p

6 c‖f‖Lp. (1.6)
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2 НЕРАВЕНСТВА ТИПА ХАРДИ-ЛИТТЛВУДА-ПЭЛИ ДЛЯ
РАЗЛИЧНЫХ УСРЕДНЕНИЙ КОЭФФИЦИЕНТОВ КРАТНЫХ
РЯДОВ ФУРЬЕ ФУНКЦИЙ ИЗ АНИЗОТРОПНОГО ПРО-
СТРАНСТВА ЛОРЕНЦА

2.1 Интерполяция анизотропных пространств n~p,~q,~α
Определим анизотропное пространство n~p,~q,~α.
Пусть 1 < ~p < ∞, 0 < ~q 6 ∞, где ~p = (p1, ..., pn), ~q = (q1, ..., qn),

~α = (α1, ..., αn) и αj > 0, j = 1, ..., n.
Анизотропным дискретным пространством n~p,~q,~α называется множество всех
последовательностей a = {ak1...kn}ki∈N , i = 1, ..., n, для которых конечна
величина

‖a‖n~p,~q,~α =

 ∞∑
kn=1

...

( ∞∑
k1=1

(
k

1
p1
1 ...k

1
pn
n ãk1...kn(~α)

)q1 1

k1

) q2
q1

...
1

kn

 1
qn

, если ~q <∞,

и

‖a‖n~p, ~∞,~α = sup
ki∈N, i=1,..,n

k
1
p1
1 ...k

1
pn
n ãk1...kn(~α) <∞ при ~q = (∞, ...,∞),

где

ãk1...kn(~α) = sup
mi>ki, i=1,..,n

1

m1−α1
1 ...m1−αn

n

∣∣∣∣∣
∞∑

sn=mn

...
∞∑

s1=m1

as1...sn
sα1

1 ...s
αn
n

∣∣∣∣∣ .
Лемма 2.1.1. Если 1 < ~p <∞ и 0 < ~q 6∞, то имеет место вложение

n~p,~q,~α ↪→ n~p,∞,~α

Доказательство. Используя для любого i = 1, .., n асимптотическое равен-
ство

k
1
pi

i ∼

(
ki∑

mi=1

m
qi
pi
−1

i

) 1
qi

,

заметим
n∏
i=1

k
1
pi

i 6 c

n∏
i=1

(
ki∑

mi=1

m
qi
pi
−1

i

) 1
qi

=
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= c

 kn∑
mn=1

...

(
k1∑

m1=1

(
m

1
p1
1 ...m

1
pn
n

)q1 1

m1

) q2
q1

...
1

mn


1
qn

,

где константа c зависит только от ~p, ~q, n.
Поскольку при mi 6 ki имеем ãk1...kn(~α) 6 ãm1...mn

(~α), мы получаем, что

‖a‖n~p, ~∞,~α = sup
ki∈N,i=1,..,n

k
1
p1
1 ...k

1
pn
n ãk1...kn(~α) 6

6 C sup
ki∈N

 kn∑
mn=1

...

(
k1∑

m1=1

(
m

1
p1
1 ...m

1
pn
n ãm1...mn

(~α)

)q1 1

m1

) q2
q1

...
1

mn


1
qn

6

6 C‖a‖n~p,~q,~α.

Лемма доказана.

Лемма 2.1.2. Пусть 1 < ~p <∞ и 0 < ~q 6∞. Тогда

‖a‖n~p,~q,~α �

 ∞∑
kn=0

...

( ∞∑
k1=0

(
2
k1
p1 ...2

kn
pn ã2k1 ...2kn(~α)

)q1) q2
q1

...

 1
qn

,

т.е. имеют место двухсторонние оценки с константами зависящими
только от параметров ~p, ~q.

Доказательство. Так как для ∀i = 1, ..., n имеем

C2
qi
ki+1

pi 6
2ki+1−1∑
mi=2ki

m
qi
pi
−1

i 6 C2
qiki
pi , (2.1)

и поскольку при ki 6 mi выполняется неравенство

ãm1...mn
(~α) 6 ãk1...kn(~α), (2.2)

мы получим, что

C2q1
k1+1
p1 ãq1

2k1+1m2...mn
(~α) 6

2k1+1−1∑
m1=2k1

m
q1
p1
−1

1 ãq1m1...mn
(~α) 6 C2q1

k1
p1 ãq1

2k1m2...mn
(~α).

Просуммировав неравенства по k1 от нуля до бесконечности и возведя в сте-
пень 1

q1
, получим
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C

( ∞∑
k1=0

2q1
k1+1
p1 ãq1

2k1+1...mn
(~α)

) 1
q1

6

( ∞∑
m1=1

m
q1
p1
−1

1 ãq1m1...mn
(~α)

) 1
q1

6 C

( ∞∑
k1=0

2q1
k1
p1 ãq1

2k1 ...mn
(~α)

) 1
q1

.

Отсюда вновь использовав (2.1) и (2.2), получим

C2q2
k2+1
p2

( ∞∑
k1=0

2q1
k1+1
p1 ãq1

2k1+12k2+1...mn
(~α)

) q2
q1

6

6
2k2+1−1∑
m2=2k2

m
q2
p2
−1

2

( ∞∑
m1=1

m
q1
p1
−1

1 ãq1m1...mn
(~α)

) q2
q1

6

6 C2q2
k2
p2

( ∞∑
k1=0

2q1
k1
p1 ãq1

2k12k2 ...mn
(~α)

) q2
q1

.

Просуммировав неравенства по k2 от нуля до бесконечности и возведя в сте-
пень 1

q2
, получим

C

 ∞∑
k2=0

2q2
k2+1
p2

( ∞∑
k1=0

2q1
k1+1
p1 ãq1

2k1+12k2+1...mn
(~α)

) q2
q1

 1
q2

6

6

 ∞∑
m2=1

m
q2
p2
−1

2

( ∞∑
m1=1

m
q1
p1
−1

1 ãq1m1...mn
(~α)

) q2
q1

 1
q2

6

6 C

 ∞∑
k2=0

2q2
k2
p2

( ∞∑
k1=0

2q1
k1
p1 ãq1

2k12k2 ...mn
(~α)

) q2
q1

 1
q2

.

Таким образом продолжая процесс n-раз, получим требуемое неравенство.

Лемма 2.1.3. Если 1 < ~p(0) < ~p(1) < ∞ и параметры 0 < ~q 6 ∞,
0 < ~q(i) 6∞, где i = 0, 1, 0 < ~θ < 1, то

(
n~p(0),~q(0),~α, n~p(1),~q(1),~α

)
~θ,~q
↪→ n~p,~q,~α,

где 1
~p = 1−~θ

~p(0) +
~θ
~p(1).
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Доказательство. В силу вложения

n~p(i),~q(i),~α ↪→ n~p(i),∞,~α, i = 0, 1

достаточно доказать, что(
n~p(0),∞,~α, n~p(1),∞,~α

)
~θ,~q
↪→ n~p,~q,~α.

Пусть ~v = (v1, ..., vn), где

vi = tγii , γi =
pi(0)pi(1)

pi(1)− pi(0)
, 0 < ti <∞.

Пусть также E = {ε = (ε1, ..., εn) : εi = 0 или εi = 1, i = 1, .., n}. Для
последовательности a = {ak1...kn}ki∈N,i=1,..,n рассмотрим представление

ak1...kn =
∑
ε∈E

aεk1...kn,

где aεk1...kn является обозначением и последовательность

{aεk1...kn}ki∈N,i=1,..,n

соответственно принадлежит пространству

n~p(ε),∞,~α.

Учитывая, что при i = 1, .., n имеем

ãk1...kn(~α) = sup
mi>ki

1

m1−α1
1 ...m1−αn

n

∣∣∣∣∣∣
∞∑

sn=mn

...

∞∑
s1=m1

∑
ε∈E

aεs1...sn

sα1
1 ...s

αn
n

∣∣∣∣∣∣ 6
6
∑
ε∈E

sup
mi>ki

1

m1−α1
1 ...m1−αn

n

∣∣∣∣∣
∞∑

sn=mn

...

∞∑
s1=m1

aεs1...sn
sα1

1 ...s
αn
n

∣∣∣∣∣ =
∑
ε∈E

ãεk1...kn(~α),

получим

sup
~v>~s>1

~s
1
~p(0) ã~s 6

∑
ε∈E

sup
~v>~s>1

~s
1
~p(0) ãε~s =

∑
ε∈E

sup
~v>~s>1

~s
1
~p(0)−

1
~p(ε)+

1
~p(ε) ãε~s.

Так как для любых i = 1, .., n, имеем

1

pi(0)
− 1

pi(εi)
=

{
0, если εi = 0;
1
γi
, если εi = 1.

и
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sup
vi>si>1

s
1

pi(0)
− 1
pi(εi)

i = v
1

pi(0)
− 1
pi(εi)

i = tεii ,

то

sup
~v>~s>1

~s
1
~p(0) ã~s 6

∑
ε∈E

~tε sup
~s∈N

~s
1
~p(ε) ãε~s.

Учитывая произвольность представления ak1...kn =
∑
ε∈E

aεk1...kn, имеем

sup
~v>~s>1

~s
1
~p(0) ã~s 6 K

(
~t, a;n~p(0),∞,~α, n~p(1),∞,~α

)
.

Поэтому при 0 < ~q 6∞ будем иметь

‖a‖(n~p(0),∞,~α, n~p(1),∞,~α)~θ,~q
=

 ∞∫
0

(
~t−

~θK
(
~t, a;n~p(0),∞,~α, n~p(1),∞,~α

))~q d~t
~t

 1
~q

>

>

 ∞∫
0

(
~t−

~θ sup
~v>~s>1

~s
1
~p(0) ã~s(~α)

)~q
d~t

~t

 1
~q

.

Сделаем замену ~t = ~u
~p(1)−~p(0)
~p(0)~p(1) . Тогда так как 1 < ~p(0) < ~p(1), мы получаем,

что  ∞∫
0

(
~t−

~θ sup
~v>~s>1

~s
1
~p(0) ã~s(~α)

)~q
d~t

~t

 1
~q

=

 ∞∫
0

(
~u−

~θ( 1
~p(0)−

1
~p(1) ) sup

~u>~s>1
~s

1
~p(0) ã~s(~α)

)~q
d~u

~u

 1
~q

=

=

 ∞∑
~r=1

2~r−1∫
2~r−1−1

(
~u−

~θ( 1
~p(0)−

1
~p(1) ) sup

~u>~s>1
~s

1
~p(0) ã~s(~α)

)~q
d~u

~u


1
~q

>

> C

 ∞∑
~r=1

(
2−

~θ~r( 1
~p(0)−

1
~p(1) ) sup

2~r>~s>1

~s
1
~p(0) ã~s(~α)

)~q
 1

~q

>

> C

( ∞∑
~r=1

(
2−

~θ~r( 1
~p(0)−

1
~p(1) )2

~r
~p(0) ã2~r(~α)

)~q) 1
~q

= C‖a‖n~p,~q,~α.
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Итак

‖a‖n~p,~q,~α 6 C‖a‖(n~p(0),∞,~α, n~p(1),∞,~α)~θ,~q
.

Лемма доказана.

2.2 Интерполяция анизотропного пространства n~p,~q(λ)

Пусть 1 6 ~p < ∞, 0 < ~q 6 ∞, где ~p = (p1, . . . , pn), ~q = (q1, . . . , qn). Для
последовательности λ = {λk1...kn}∞k1,...,kn=1 такая, что для любого

k1, . . . , kn ∈ N :

kn∑
mn=1

. . .

k1∑
m1=1

λm1...mn
6= 0,

определим анизотропное дискретное пространство n~p~q(λ) множество всех по-
следовательностей α = {αk1...kn}∞k1,...,kn=1 для которых конечна величина

‖α‖n~p~q(λ) =

 ∞∑
kn=1

. . .

( ∞∑
k1=1

(
k

1
p1
1 . . . k

1
pn
n āk1...kn(λ)

)q1 1

k1

) q2
q1

. . .
1

kn

 1
qn

.

При ~q = (∞, . . . ,∞)

‖α‖n~p ~∞(λ) = sup
ki∈N,i=1,...,n

k
1
p1
1 . . . k

1
pn
n āk1...kn(λ) <∞,

где

āk1...kn(λ) = sup
mi>ki,i=1,...,n

1∣∣∣∣ mn∑
sn=1

. . .
m1∑
s1=1

λs1...sn

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
mn∑
sn=1

. . .

m1∑
s1=1

λs1...snαs1...sn

∣∣∣∣∣ ,
k1, . . . , kn ∈ N.

Лемма 2.2.1. Если 1 6 ~p <∞, 0 < ~q 6∞, то

n~p~q(λ) ↪→ n~p ~∞(λ).

Доказательство. Рассмотрим k
1
p1
1 . . . k

1
pn
n . Используя для любого i = 1, . . . , n

асимптотическое равенство

k
1
pi

i ∼

(
ki∑

mi=1

m
qi
pi
−1

i

)qi

,
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получим
n∏
i=1

k
1
pi

i ∼
n∏
i=1

(
ki∑

mi=1

m
qi
pi
−1

1

)qi

=

=

 kn∑
mn=1

. . .

(
k1∑

m1=1

(
m

1
p1
1 . . .m

1
pn
n

)qi 1

m1

) q2
q1

. . .
1

mn


1
qn

.

Поскольку при mi 6 ki имеем āk1...kn(λ) 6 ām1...mn
(λ),,мы получаем что

‖α‖n~p ~∞(λ) = sup
ki∈N,i=1,...,n

k
1
p1
1 . . . k

1
pn
n āk1...kn(λ) 6

6 C sup
ki∈N

 kn∑
mn=1

. . .

(
k1∑

m1=1

(
m

1
p1
1 . . .m

1
pn
n ām1...mn

(λ)

)q1 1

m1

) q2
q1

. . .
1

mn


1
qn

6

6 C‖α‖npq(λ).

Лемма доказана.

Лемма 2.2.2. Пусть 1 6 p <∞, 0 < q 6∞, тогда

‖a‖npqλ ∼

 ∞∑
mn=0

· · ·

( ∞∑
m1=0

(
2
k1
p1 · · · 2

kn
pn ā2k1 ...2kn(λ)

)q1) q2
q1

. . .

 1
qn

.

Доказательство. Так как для любого i = 1, . . . , n имеем

C2
qi(ki+1)

pi 6
2ki+1−1∑
mi=2ki

mi

qi
pi
−1 6 C2

qi ki
pi , (2.3)

и поскольку при ki 6 mi выполняется неравенство

ām1...mn
(λ) 6 āk1...kn(λ) (2.4)

мы получим, что

C2
q1(k1+1)

p1 āq1
2k1+1m2...mn

(λ) 6
2k1+1−1∑
m1=2k1

m
q1
p1
−1

1 āq1m1...mn
(λ) 6 C2

q1k1
p1 āq1

2k1m2...mn
(λ).

Просуммировав неравенства по k1 от нуля до бесконечности и возведя в сте-
пень 1

q1
, получим
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C

( ∞∑
k1=0

2
q1(k1+1)

p1 āq1
2k1+1m2...mn

(λ)

) 1
q1

6

( ∞∑
m1=1

m
q1
p1
−1

1 āq1m1...mn
(λ)

) 1
q1

6

6 C

( ∞∑
k1=0

2q1
k1
p1 āq1

2k1m2...mn
(λ)

) 1
q1

.

Отсюда вновь использовав (2.3) и (2.4), получим

C2
q2(k2+1)

p2

( ∞∑
k1=0

2
q1(k1+1)

p1 āq1
2k1+12k1+1m3···mn

(λ)

) q2
q1

6

6
2k2+1−1∑
m2=2k2

m
q2
p2
−1

2

( ∞∑
m1=1

m
q1
p1
−1

1 ā−q1m1···mn
(λ)

) q2
q1

6

6 C2
q2k2
p2

( ∞∑
k1=0

2
q1k1
p1 ā−q1

2k12k2m3···mn
(λ)

) q2
q1

.

Суммируя неравенства по k2 от нуля до бесконечности и возведя в сте-
пень 1

q2
, получим

C ·

 ∞∑
k2=0

2
q2(k2+1)

p2

( ∞∑
k1=0

2
q1(k1+1)

p1 ā−q1
2k12k2m3···mn

(λ)

) q2
q1

 1
q2

6

6

 ∞∑
m2=1

m
q2
p2
−1

2

( ∞∑
m1=1

m
q1
p1
−1

1 ā−q1m1···mn
(λ)

) q2
q1

 1
q2

6 C

 ∞∑
k2=0

2
q2k2
p2

( ∞∑
k1=0

2
q1k1
p1 ā−q1

2k1+12k1+1m3···mn
(λ)

) q2
q1

 1
q2

Таким образом, продолжая процесс n−раз, получим требуемое неравенство.
Лемма доказана.

Теорема 2.2.1. Если 1 < ~p0 < ~p1 <∞ и параметры 0 < ~q 6∞, 0 < ~qi 6∞,
где i = 0, 1, 0 < ~θ < 1, то

(η~ρ0,~q0(λ), η~ρ1,~q1(λ))~θ,~q ↪→ η~ρ,~q(λ),

где 1
~ρ = 1−~θ

~ρ0
+

~θ
~ρ1
.

48



Доказательство. В силу вложения из леммы 2.2.1

η~ρi,~qi(λ) ↪→ η~ρi, ~∞(λ), i = 0, 1

достаточно доказать, что

(η~ρ0, ~∞(λ), η~ρ1, ~∞(λ))~θ,~q ↪→ η~ρ,~q(λ).

Пусть ~ϑ = (ϑ1, ..., ϑn), где υi = tγii , γi = ρi
0ρi

1

ρi1−ρi0 , 0 < ti <∞.
E = {ε = (ε1, ..., εn) : εi = 0 или εi = 1, i = 1, ..., n}. Для последовательности
a = {ak1...kn}ki∈N,i=1,...,n рассмотрим представление

ak1...kn =
∑
ε∈E

aεk1...kn, a
ε
k1...kn ∈ η~ρε, ~∞.

Учитывая свойство при i = 1, ..., n

āk1...kn =

(∑
ε∈E

aεk1...kn

)
(λ)

sup
mi>ki

1

|
mn∑
sn=1

...
m1∑
s1=1

λs1...sn|

∣∣∣∣∣
mn∑
sn=1

...

m1∑
s1=1

λs1...sn
∑
ε∈E

aεs1...sn

∣∣∣∣∣
6
∑
ε∈E

sup
mi>ki

1∣∣ mn∑
sn=1

. . .
m1∑
s1=1

λss . . . sn
∣∣
∣∣∣∣ mn∑
sn=1

. . .

m1∑
s1=1

λs1...sna
ε
s1...sn

∣∣∣∣
получим

sup
~υ>~s>1

~s
1
~ρ0 ā~s(λ) 6

∑
ε∈E

sup
~υ>~s>1

~s
1
~ρ0 āε~s(λ) =

∑
ε∈E

sup
~υ>~s>1

~s
1
~ρ0
− 1

~ρε
+ 1

~ρε āε~s(λ).

Так как для любых i = 1, .., n, имеем

1

ρ0
i

− 1

ρεii
=

 0, если εi = 0;
1

γi
, если εi = 1;.

и

sup
υi>si>1

s

1

ρ0
i
− 1

ρ
εi
i

i = υ

1

ρ0
i
− 1

ρ
εi
i

i = tεii

тогда получим
sup
~υ>~s>1

~s
1
~ρ0 ā~s(λ) 6

∑
ε∈E

~tε sup
~s∈N

~s
1
~ρε āε~s(λ)

49



Учитывая произвольность представления ak1...kn =
∑

ε∈E a
ε
k1...kn

имеем

sup
~υ>~s>1

~s
1
~ρ0 ā~s(λ) 6 K

(
~t, a;n~ρ0∞(λ), n~ρ1∞(λ)

)
Поэтому при 0 < ~q 6∞ будем иметь

‖a‖(
n~ρ0,∞(λ),n~ρ1,∞(λ)

)
~θ,~q

=

(∫ ∞
0

(
~t−

~θK
(
~t, a;n~ρ0∞(λ), n~ρ1∞(λ)

))~qdt
~t

) 1
~q

>

>

(∫ ∞
0

(
~t−

~θ sup
~υ>~s>1

~s
1
~ρ0 ā~s(λ)

)~q
dt

~t

) 1
~q

.

Сделаем замену ~t = ~u
~ρ1−~ρ0

~ρ0~ρ1 и используем лемму 2.2.2. Так как 1 < ~ρ0 < ~ρ1, то( ∞∫
0

(
~t−

~θ sup
~υ>~s>1

~s
1
~ρ0 ā~s(λ)

)~q
d~t

~t

) 1
~q

=

=

(∫ ∞
0

(
~u
−~θ
(

1
~ρ0
− 1
~ρ1

)
sup
~υ>~s>1

~s
1
~ρ0 ā~s(λ)

)~q
d~u

~u

) 1
~q

=

 ∞∑
~r=1

2~r−1∫
2~r−1−1

(
~u
−θ( 1

~p0
− 1
~p1

)
sup
~u>~s>1

~s
1
~p0 ā~s(λ)

)~q
d~u

~u


1
~q

> C

 ∞∑
~r=1

(
2
−θ~r( 1

~p0
− 1
~p1

)
sup

2~r>~s>1

~s
1
~p0 ā~s(λ)

)~q
 1

~q

> C

( ∞∑
~r=1

(
2
−θ~r( 1

~p0
− 1
~p1

)
2

1
~p0a2r(λ)

)q) 1
q

= ‖a‖np,q(λ)

итак, получили
‖a‖np,q(λ) 6 C‖a‖(np0,∞(λ), np1,∞(λ))~θ,~q

.

Теорема доказана.
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2.3 Суммируемость усреднений типа Беллмана коэффициен-
тов кратных рядов Фурье

Данный пункт посвящен получению аналога неравенства (1.2) для сред-
них Беллмана коэффициентов Фурье функций многих переменных.

Теорема 2.3.1. Пусть параметры 1 < ~p < ∞, 0 < ~q 6 ∞, число ~α > 1
~p,

где ~α = (α1, ..., αn) . Пусть 1-периодическая по каждой переменной функция
f(x1, ..., xn) имеет ряд Фурье по тригонометрической системе вида

∞∑
kn=1

...
∞∑
k1=1

ak1...kne
2πi(k1x1+...+knxn),

где коэффициенты

ak1...kn =

1∫
0

...

1∫
0

f(x1, ..., xn)e
−2πi(k1x1+...+knxn)dx1...dxn.

Тогда, если f(x1, ..., xn) ∈ L~p~q[0; 1]n, то справедливо неравенство

 ∞∑
kn=1

...

( ∞∑
k1=1

(
k
α1− 1

p1
1

∣∣∣∣∣
∞∑

mn=kn

...

∞∑
m1=k1

am1...mn

mα1
1 ...m

αn
n

∣∣∣∣∣
)q1

1

k1

) q2
q1

...
1

kn


1
qn

6

6 c‖f‖L~p,~q[0,1]n. (2.5)

Доказательство. Оценим величину

A = sup
k1,...,kn∈N

n∏
j=1

k
αj− 1

pj

j

∣∣∣∣∣
∞∑

mn=kn

...

∞∑
m1=k1

am1...mn

mα1
1 ...m

αn
n

∣∣∣∣∣ .
Подставляя значение коэффициента Фурье и поменяв местами интегралы и
суммы, получим

A = sup
k1,...,kn∈N

n∏
j=1

k
αj− 1

pj

j

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

...

1∫
0

f(x1, ..., xn)Φk1...kn(~x)dx1...dxn

∣∣∣∣∣∣ ,
где

Φk1...kn(~x) =
∞∑

mn=kn

...
∞∑

m1=k1

e−2πi(m1x1+...+mnxn)

mα1
1 ...m

αn
n

=
n∏
j=1

∞∑
mj=kj

e−2πimjxj

m
αj
j

=
n∏
j=1

Φkj(xj).
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Используя неравенство Гельдера с 1
pj

+ 1
p′j

= 1, где j = 1, ..., n, для простран-
ства Лоренца, будем иметь

A 6 sup
k1,...,kn∈N

n∏
j=1

k
αj− 1

pj

j

1∫
0

...

1∫
0

‖f(·, x2, ..., xn)‖Lp1,1‖Φk1‖Lp′1,∞×

×
n∏
j=2

Φkj(xj)dx2...dxn 6

6 . . . 6

(
sup

k1,...,kn∈N

n∏
j=1

k
αj− 1

pj

j ‖Φkj‖Lp′
j
,∞

)
‖ . . . ‖f‖Lp1,1 . . . ‖Lpn,1 (2.6)

Рассмотрим функцию

Φkj(xj) =
∞∑

mj=kj

e−2πimjxj

m
αj
j

.

Коэффициенты Фурье этой функции при mj > kj монотонно убывают.
Мы воспользуемся формулой (7). Тогда получим

‖Φkj‖Lp′
j
,∞
�

∥∥∥∥∥ 1

m
αj
j

∥∥∥∥∥
lpj∞

= sup
16rj6∞

r
1
pj

j

1

(kj + rj)αj

Докажем, что

B =
n∏
j=1

k
αj− 1

pj

j sup
16rj6∞

r
1
pj

j

1

(kj + rj)αj
<∞.

Исследуем на максимум функцию g(x) = x
1
p

(k+x)α . Ее максимум достигается в
точке x = k

αp−1 , так как α > 1
p , то x > 0. Тогда

B =
n∏
j=1

k
αj− 1

pj

j

(
kj

αjpj − 1

) 1
pj 1(

kj +
kj

αjpj−1

)αj =

n∏
j=1

(
1

αjpj − 1

) 1
pj (αjpj − 1)αj

(αjpj)
αj = c(~α, ~p) = C.

Итак, при α > 1
p максимум функции g(x) = x

1
p

(k+x)α конечен и достигается
в точке x = k

αp−1 . Тогда подставляя в (2.6), получим A 6 C‖f‖(Lp1,1,...,Lpn,1),
следовательно
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‖a‖n~p′,∞,~α 6 C‖f‖(Lp1,1,...,Lpn,1).

Используя лемму 2.1.3 и интерполяционную теорему из [20] (теорема 2) по-
лучим требуемое неравенство. Теорема доказана.

Замечание. В одномерном случае α = 1 и 1 < p < 2 неравенство (2.5)
может быть получено из неравенства Харди-Литтлвуда-Стейна и неравенства
Харди ([9], стр. 288).

2.4 Суммируемость усреднений типа Харди коэффициентов
кратных рядов Фурье

В этом разделе рассматривается неравенство типа Харди-Литтлвуда-
Пэли для в некотором смысле обобщенного усреднения Харди коэффици-
ентов кратных рядов Фурье.

Теорема 2.4.1. Пусть 1 < ~p < ∞, 0 < ~q 6 ∞, ~p′ = ~p
~p−1 . Пусть последо-

вательность

λ = {λk1,k2...kn}∞k1,k2,...,kn=1 = {λ1
k1
λ2
k2
. . . λnkn}

∞
k1,k2,...,kn=1

удовлетворяет условию

n∏
j=1

sup
16mj6kj

mj
2−αj |λjmj

− λjmj+1| 6
n∏
j=1

Dj

kj
αj

∣∣∣∣∣∣
kj∑

mj=1

λjmj

∣∣∣∣∣∣ ,
число ~α > 1

~p′
, где ~α = (α1, . . . , αn). Dj-некоторая константа не зависящая

от индекса kj.Если f(x1, . . . , xn) ∈ L~p~q[0; 1]n. Тогда при 0 < ~q < ∞ справед-
ливо неравенство

 ∞∑
kn=1

k
qn
pn

′

n ...

 ∞∑
k2=1

k2

q2
p2

′
( ∞∑
k1=1

(
k1

1/p1
′
āk1...kn(λ)

)q1 1

k1

) q2
q1 1

k2


q3
q2

...
1

kn


1
qn

6

6 C‖f‖L~p,~q[0;1]n,

где

āk1...kn(λ) =
1∣∣∣∣ kn∑

mn=1
...

k1∑
m1=1

λm1...mn

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
kn∑

mn=1

...

k1∑
m1=1

λm1...mn
am1...mn

∣∣∣∣∣ , k1, ..., kn ∈ N.

53



При ~q = (∞, ...,∞)

sup
k1,...,kn∈N

k
1
p′1
1 ...k

1
p′n
n āk1,...,kn(λ) 6 C‖f‖Lp′,∞[0;1]n.

Доказательство. Оценим величину

A = sup
k1,...,kn∈N

k
1
p′1
1 ...k

1
p′n
n∣∣∣∣ kn∑

mn=1
...

k1∑
m1=1

λm1...mn

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
kn∑

mn=1

...

k1∑
m1=1

λm1...mn
am1...mn

∣∣∣∣∣ =

= sup
k1,...,kn∈N

n∏
j=1

k
1/p′j
j∣∣∣∣∣ kj∑

mj=1
λjmj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
kn∑

mn=1

...×

×
k1∑

m1=1

λ1
m1
...λnmn

1∫
0

...

1∫
0

f(x1, ..., xn)e
−2πi(m1x1+...+mnxn)dx1...dxn

∣∣∣∣∣∣ 6

6 sup
k1,...,kn∈N

1∫
0

...

1∫
0

|f(x1, ..., xn)|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n∏
j=1

k
1/p′j
j∣∣∣∣∣ kj∑

mj=1
λjmj

∣∣∣∣∣
kj∑

mj=1

λjmj
e−2πimjxj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dx1...dxn.

Положим

Φk1...kn(x1, ..., xn) =
n∏
j=1

k
1/p′j
j∣∣∣∣∣ kj∑

mj=1
λjmj

∣∣∣∣∣
kj∑

mj=1

λjmj
e−2πimjxj .

Используя неравенство Гельдера c 1
pi

+ 1
p′i

= 1, где i = 1, ..., n, для про-
странства Лоренца, будем иметь

A 6 sup
k1,...,kn∈N

‖f‖Lp′,1[0;1]n‖Φk1,...,kn‖Lp′,∞[0;1]n. (2.1)

Рассмотрим норму ‖Φk1,...,kn‖Lp′,∞[0;1]n, она равняется произведению норм,
каждая из них является одномерной по каждой координате, т.е.
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‖Φk1,...,kn‖Lp′,∞[0;1]n =
n∏
j=1

‖Φkj‖Lp′
j
,∞[0;1],

где

Φkj =

kj∑
mj=1

k
1/p′j
j∣∣∣∣∣ kj∑

mj=1
λjmj

∣∣∣∣∣
λjmj

e−2πimjxj .

Коэффициенты Фурье функции Φkj равны

bmj
(Φkj) =

k
1/p′j
j∣∣∣∣∣ kj∑

mj=1
λjmj

∣∣∣∣∣
λjmj

,

если mj 6 kj, для всех j = 1, ..., n.

bmj
(Φkj) = 0,

если mj > kj, для всех j = 1, ..., n.

По лемме 1.2.1 получим

n∏
j=1

‖Φkj‖Lp′j,∞[0,1] 6
n∏
j=1

cj sup
mj∈N

mj
1/p|mj∆bmj

|.

Оценим mj
1/p|mj∆bmj

|. Пусть mj 6 kj, ∀j = 1, ...., n. Тогда имеем

mj
1/p|mj∆bmj

| =
kj

1/p′jmj
1/pj+1|λjmj

− λjmj+1|∣∣∣∣∣ kj∑
mj=1

λjmj

∣∣∣∣∣
6

6
kj

1/p′jmj
αj−1/p′j∣∣∣∣∣ kj∑

mj=1
λjmj

∣∣∣∣∣
sup

16mj6kj
mj

2−αj |λjmj
− λjmj+1|.

При mj > kj, ∀j = 1, ...., n. mj
1/p|mj∆bmj

| = 0. Таким образом используя
условию теоремы, имеем

n∏
j=1

‖Φkj‖Lp′j,∞[0,1] 6
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6
n∏
j=1

cjDj

(
mj

kj

)αj−1/p′j

6
n∏
j=1

Cj.

Вернемся к (2.1), получим

A 6
n∏
j=1

Cj‖f‖L~p,1[0,1]n = C‖f‖L~p,1[0,1]n.

Тогда верно

‖a‖np′,∞(λ) 6 C‖f‖L~p,1[0,1]n.

Используя лемму 1.1.6 и интерполяционную теорему 2 [45] получим требуемое
неравенство. Теорема доказана.
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3 ТЕОРЕМЫ ТИПА ХАРДИ-ЛИТТЛВУДА

3.1 Теоремы типа Харди-Литтлвуда
В этом разделе мы рассматриваем утверждения типа (А-В). Нам пона-

добится следующая лемма:

Лемма 3.1.1. Если bk > 0 для любого k ∈ N , то для любых α и d > 1 верно
∞∑
k=1

kαb[kd ]+1 6 dα+1
∞∑
k=1

kαbk.

Доказательство.
∞∑
k=1

kαb[kd ]+1 =
∞∑
m=1

∑
[kd ]=m

kαb[kd ]+1 = dα
∞∑
m=1

∑
[kd ]=m

(
k

d

)α
b[kd ]+1 =

= dα
∞∑
m=1

bm+1

∑
[kd ]=m

(
k

d

)α
6

6 dα
∞∑
m=1

(m+ 1)αbm+1

∑
[kd ]=m

1 = dα+1
∞∑
m=1

(m+ 1)αbm+1 6 dα+1
∞∑
m=1

mαbm.

Теорема 3.1.1. Пусть 1 < 1
α < p <∞ и f ∼

∑∞
k=1 ak(f)e2πikx. Если выпол-

нено условие

|ak| 6 Ckα−1

∣∣∣∣∣∣
∞∑

m=[kd ]+1

am
mα

∣∣∣∣∣∣ , k ∈ N, (3.1)

и f ∈ Lp[0, 1], то
Jp(a(f)) 6 C(p, α)‖f‖p.

Доказательство. Если f ∈ Lp[0; 1], то из неравенства (1.6) получим( ∞∑
k=1

kαp−2bp
[kd ]

)1/p

6 C‖f‖p, (3.2)

где b[kd ] =

∣∣∣∣∣ ∞∑
m=[kd ]

am
mα

∣∣∣∣∣.
Оценим сумму сверху

(∑∞
k=1 k

p−2|ak|p
)1/p используя условие теоремы, по-

лучим
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( ∞∑
k=1

kp−2|ak|p
)1/p

6 C

( ∞∑
k=1

kαp−2bp
[kd ]+1

)1/p

.

Теперь воспользуемся леммой 3.1.1 тогда

C

( ∞∑
k=1

kαp−2bp
[kd ]+1

)1/p

6 C

( ∞∑
k=1

kαp−2bpk

)1/p

6 C(p)‖f‖p.

Итак, получили требуемое неравенство. Теорема доказана.

Замечание 3.1.1. Если max( 1
α , 2) < p, то верно утверждение второго

пункта теоремы А, поэтому при условиях теоремы имеем теорему В, то
есть необходимое и достаточное условие принадлежности функции в про-
странству Lp.

Замечание 3.1.2. Условие (3.1) при 0 < α < 1 более слабое чем (5), (6).
Действительно, пусть выполнены (5) и (6), тогда

|ak| 6
∞∑
m=k

|∆am| =
∞∑
s=0

2s+1k−1∑
m=2sk

|∆am| 6 C
∞∑
s=0

(2sk)α−1
∞∑

m=[ 2
sk
d ]+1

am
mα

=

= Ckα−1
∞∑
s=0

2s(α−1)
∞∑

m=[ 2
sk
d ]+1

am
mα

6 Ckα−1
∞∑

m=[kd ]+1

am
mα

∞∑
s=0

2s(α−1) =

= C1k
α−1

∞∑
m=[kd ]+1

am
mα

.

То есть следует условие теоремы 3.1.1, это значит условие теоремы ослаб-
лено.

Возникает вопрос верно ли утверждение теоремы при p < 1
α . Ответом

является следующая теорема.

Теорема 3.1.2. a) Если 2 < p < 1/α, тогда для любого δ > 0 найдется
функция f , такая, что

|ak| 6
4

k1−α

∣∣∣∣∣∣
∞∑

m=[kd ]+1

am
mα

∣∣∣∣∣∣ , k ∈ N (3.3)
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и ‖f‖Lp < δ, но Jp(a(f)) > 1.
b) Если 1 < p < min(1/α, 2), то существует тригонометрический ряд
∞∑
n=1

ane
2πint такой, что

|ak| 6
C

k1−α

2k∑
m=k

am
mα

при k = 1, 2, ... и Jp(a(f)) < ∞, но данный ряд не является рядом Фурье
никакой интегрируемой функции.

Доказательство. Докажем пункт a. Пусть f0 функция, построенная в ([22],
теорема 32.1, стр. 156), т.е.

f0 ∼
∞∑
k=1

f̂0(k)e2πikx,

где f̂0(k) = νk2
−m/2m−2 при 2m−1 6 k < 2m, m ∈ N, а {νk} – последователь-

ность Рудина-Шапиро ([22], стр. 155). Т.е. νk = ±1 при всех k и∣∣∣∣∣
N∑
k=1

νke
2πikt

∣∣∣∣∣ < 5
√
N

при t ∈ [0; 1] и N = 1, 2, .... Данная функция непрерывная, и, следовательно,
‖f0‖Lp <∞, но

Jp(f̂0) = +∞.

Пусть δ > 0. Тогда найдется n такое, что для частичной суммы Sn(f0, x)

имеем
Jp(Sn(f0)) >

2C(p)‖f0‖Lp
δ

,

где C(p) постоянная в неравенстве М.Рисса ‖Sn(f)‖p 6 C(p)‖f‖p.
Пусть

gn(x) =
Sn(f0)(x)

Jp(Sn(f0))
.

Тогда

‖gn‖Lp =
‖Sn(f0)‖Lp
Jp(Sn(f0))

6
C(p)‖f0‖Lp
Jp(Sn(f0))

<
δ

2
.

Фиксируем это n.
Пусть l ∈ N,

fl,µ(x) =
∞∑
k=l

µk
k1−αe

2πikx, µk ∈ [0, 1].

59



При этом из неравенства Хаусдорфа-Юнга следует

‖fl,µ‖Lp 6 C(p)

( ∞∑
k=l

1

k(1−α)p′

)1/p′

<∞.

Следовательно, ‖fl,µ‖Lp −→ 0, l → ∞ , причем равномерно относительно
µ = {µk}.

Тогда найдется l > dn , такое что

‖fl,µ‖Lp <
δ

2
.

Выберем N > l так, чтобы

1

n1−α

N∑
k=l

1

k
> max

16j6n

|ĝn(j)|+ jα−1

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=[ jd ]+1

ĝn(m)

mα

∣∣∣∣∣∣
 . (3.4)

Положим µk = 1 при l 6 k 6 N . Затем, если 2r−1 ·N < k 6 2r ·N , r > 1, то
положим µk = 2−r. Полученную функцию flµ обозначим f1.

Пусть
f = gn + f1.

Прежде всего проверим

∞∑
m=1

|f̂(m)|
mα

= C+
∞∑

m=N+1

|f̂(m)|
mα

= C+
∞∑
k=1

2kN∑
m=2k−1N+1

2−k

m
6 C+C

∞∑
k=1

2−k <∞.

Заметим, что из (3.4) вытекает, что условие (3.3) выполнено при 1 6 k 6 n.
Действительно,

|f̂(k)| = |ĝn(k)| = |ĝn(k)|+

∣∣∣∣∣∣kα−1
n∑

m=[kd ]+1

ĝn(m)

mα

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣kα−1

n∑
m=[kd ]+1

ĝn(m)

mα

∣∣∣∣∣∣ 6
6

1

n1−α

N∑
m=l

1

m
−kα−1

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=[kd ]+1

ĝn(m)

mα

∣∣∣∣∣∣ 6 1

k1−α

∣∣∣∣∣
N∑
m=l

f̂1(m)

mα

∣∣∣∣∣−kα−1

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=[kd ]+1

ĝn(m)

mα

∣∣∣∣∣∣ 6
6

1

k1−α

∣∣∣∣∣
∞∑
m=l

f̂1(m)

mα

∣∣∣∣∣− kα−1

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=[kd ]+1

ĝn(m)

mα

∣∣∣∣∣∣ 6
6

1

k1−α

∣∣∣∣∣∣
∞∑
m=l

f̂1(m)

mα
+

n∑
m=[kd ]+1

ĝn(m)

mα

∣∣∣∣∣∣ =
1

k1−α

∣∣∣∣∣∣
∞∑

m=[kd ]+1

f̂(m)

mα

∣∣∣∣∣∣ .
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При n < k < l коэффициенты Фурье функции f равны 0 и, следователь-
но, для них также имеет место условие (3.3). Если l 6 k 6 N , то имеем

|f̂(k)| = kα−1 6
2

k1−α

2k∑
m=k

1

m
6

4

k1−α

2k∑
m=k

µm
m

6

6
4

k1−α

2k∑
m=k

f̂(m)

mα
6

4

k1−α

∞∑
m=k

f̂(m)

mα
6

4

k1−α

∞∑
m=[kd ]+1

f̂(m)

mα
.

Аналогично, если 2r−1 ·N < k 6 2r ·N , r > 1, то

|f̂(k)| = 2−r · kα−1 6
2 · 2−r

k1−α

2k∑
m=k

1

m
6

4

k1−α

2k∑
m=k

µm
m

6
4

k1−α

∞∑
m=k

f̂(m)

mα
6

6
4

k1−α

∞∑
m=[kd ]+1

f̂(m)

mα
.

Таким образом, условие (3.3) выполнено для всех k.
С другой стороны,

‖f‖Lp 6 ‖f1‖Lp + ‖gn‖Lp < δ,

а
Jp(f) > Jp(gn) = 1.

Таким образом, f – искомая функция. Пункт a доказан.
Докажем теперь пункт b. Рассмотрим ряд

∞∑
k=1

2−
1
2kk2

2k−1∑
n=2k−1

νne
2πint (3.5)

и ряд
∞∑
k=1

2−
1
2kk2

2k−1∑
n=2k−1

e2πint, (3.6)

где {νk} – последовательность Рудина-Шапиро. Отметим, что у ряда (3.5)
при 1 < p < 2

∞∑
n=1

np−2|an|p =
∞∑
k=1

(2−
1
2kk2)p

2k−1∑
n=2k−1

np−2 6
∞∑
k=1

2k(p2−1)k2p <∞

и аналогично для ряда (3.6). Отсюда по теореме Харди-Литтлвуда (3.6) яв-
ляется рядом Фурье функции g(x) ∈ Lp[0; 1] при всех p < 2. В то же время,
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по теореме 32.2 ([22], стр. 157) (3.5) не является рядом Фурье никакой инте-
грируемой функции. Поэтому у суммы рядов (3.5) и (3.6)

2
∞∑
k=1

2−
1
2kk2

∑
n∈[2k−1;2k−1]:νn=1

e2πinx (3.7)

Jp(a(f)) < ∞, но (3.7) не является рядом Фурье никакой интегрируемой
функции. Проверим условие теоремы. Коэффициенты ряда (3.7) имеют вид

an =

{
2 · 2− 1

2kk2, если 2k−1 6 n 6 2k − 1 и νn = 1;

0, в противном случае .

Отметим, что am 6 C ln2(m+1)√
m

, при всех m, откуда, так как α > 1
2 ,

∞∑
m=1

am
mα

6 C
∞∑
m=1

ln2(m+ 1)

m
1
2+α

<∞.

В статье ([32], стр. 61) доказано, что из пяти взятых подряд коэффициентов
Рудина-Шапиро, по крайней мере один имеет знак -1. То же самое верно и
для коэффициентов, равных 1. Тогда, если an = 0, то выполнение условия
очевидно. Eсли an > 0, где n > 32, то выберем m: 2m−1 6 n < 2m, при этом
m > 6. Тогда

A =
1

n1−α

2n∑
r=n

ar
rα

>
1

n1−α
1

(2n)α
2−

m+1
2 (m+ 1)2n

6
>

1

20
2−

m
2 m2

В то же время an = 2·2−m2 m2. Поэтому an < 40A. За счет увеличения постоян-
ной можно добиться выполнения условия для всех n. Теорема доказана.

Теорема 3.1.3. Пусть 1 < p <∞ и f ∈ L1[0; 1], f ∼
∞∑
k=1

ake
2πikx. Если

B =

 ∞∑
k=1

2
k
p′

2k−1∑
m=2k−1

|∆am|

p
1
p

<∞

то f ∈ Lp[0; 1] и
‖f‖Lp[0;1] 6 CB.

Доказательство. По соотношению двойственности и равенству Парсеваля
имеем

‖f‖Lp[0;1] = sup
‖g‖p′=1

1∫
0

f(x)g(x)dx = sup
‖g‖p′=1

∞∑
k=1

akĝ(k). (3.8)

62



Рассмотрим
∞∑
k=1

akĝ(k).

Использовав преобразование Абеля, получим

∞∑
k=1

akĝ(k) = lim
N→∞

N∑
k=1

akĝ(k) =

lim
N→∞

(
N−1∑
k=1

∆ak

k∑
r=1

ĝ(r) + aN

N∑
r=1

ĝ(r)

)
. (3.9)

Докажем, что lim
N→∞

aN
N∑
r=1

ĝ(r) = 0. Действительно по условию g ∈ Lp′[0; 1] и

∣∣∣∣∣
N∑
r=1

ĝ(r)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
N∑
r=1

1∫
0

g(t)eirtdt

∣∣∣∣∣∣ 6
1∫

0

|g(t)||DN(t)|dt 6 ‖g‖p′‖DN‖p 6 CN
1
p′ .

Из условия теоремы следует, что для любого ε > 0 существует k0: при всех
k > k0 выполняется

2
k
p′

2k−1∑
m=2k−1

|∆am| < ε.

Тогда при N > 2k0 − 1 имеем

|aN | 6
∞∑

k=log2N+1

2k−1∑
m=2k−1

|∆am| 6 ε

∞∑
k=log2N+1

2−
k
p′ 6 εCN−

1
p′ .

Отсюда ∣∣∣∣∣aN
N∑
r=1

ĝ(r)

∣∣∣∣∣ 6 εCN
1
p′N−

1
p′ = ε′,

то есть действительно

lim
N→∞

aN

N∑
r=1

ĝ(r) = 0.

Поэтому

∞∑
k=1

akĝ(k) =
∞∑
k=1

∆ak

k∑
r=1

ĝ(r).

Оценим правую сторону этого равенства.
∞∑
k=1

k∆ak
1

k

k∑
r=1

ĝ(r) 6
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6
∞∑
m=0

2m−1∑
k=2m−1

|k∆ak|

∣∣∣∣∣1k
k∑
r=1

ĝ(r)

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
m=0

sup
t>2m−1

1

t

∣∣∣∣∣
t∑

r=1

ĝ(r)

∣∣∣∣∣
2m−1∑
k=2m−1

|k∆ak|.

В работе [20] получено, в частности, следующее неравенство( ∞∑
m=0

(
2m/p¯̂gm

)p′) 1
p′

6 C‖g‖Lp′ [0,1], (3.10)

где ¯̂g(m) = sup
t>2m−1

1
t

∣∣∣∣ t∑
k=1

ĝ(k)

∣∣∣∣. Используем неравенство Гельдера и учитывая

(3.10), получаем

∞∑
k=1

akĝ(k) 6

( ∞∑
m=0

(
2m/p¯̂gm

)p′) 1
p′
( ∞∑
m=0

(
2−m/p

2m−1∑
k=2m−1

|k∆ak|

)p) 1
p

6

6 C‖g‖Lp′

( ∞∑
m=0

(
2m/p

′
2m−1∑
k=2m−1

|∆ak|

)p) 1
p

.

Вернемся к формулу 3.9 и учитывая (3.8), получим требуемое неравенство.

Теорема 3.1.4. Пусть 1 6 1/α < p < 2. Если при всех m ∈ N выполняется

2m−1∑
k=2m−1

|∆ak| 6 C

∞∑
k=m+1

∣∣∣∣∣∣
2k∑

r=2k−1

ar(f)

rα

∣∣∣∣∣∣ , (3.11)

тогда

‖f‖p �

 ∞∑
m=0

2
m
p′

 2m+1∑
k=2m

|∆ak|

p
1
p

�

�

( ∞∑
m=0

(
2(α− 1

p )m

∣∣∣∣∣
2m∑

r=2m−1

ar(f)

rα

∣∣∣∣∣
)p) 1

p

. (3.12)

Доказательство. Пусть функции f(t) ∈ Lp[0; 1] соответствует ряд Фурье∑
k∈N

ak(f)e2πikx и fλ ∼
∑
r∈N

ârλr(f)e2πirx, где

λr =

2k−1∑
r=2k−1

ar
rα∣∣∣∣∣ 2k−1∑

r=2k−1

ar
rα

∣∣∣∣∣
, если 2k−1 6 r < 2k.
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При этом будем считать, что в случае

∣∣∣∣∣ 2k−1∑
r=2k−1

ar
rα

∣∣∣∣∣ = 0, λr := 1.

Используем теорему 1.3.1 для функции fλ( ∞∑
m=0

(
2(α− 1

p′ )m

∣∣∣∣∣
∞∑

r=2m

ar(fλ)

rα

∣∣∣∣∣
)p) 1

p

6 C‖fλ‖Lp[0,1],

F =

 ∞∑
m=0

2(α− 1
p′ )m

∞∑
k=m+1

∣∣∣∣∣∣
2k∑

r=2k−1

ar(f)

rα

∣∣∣∣∣∣
p

1
p

6 C‖fλ‖Lp[0,1],

По теореме Марцинкевича о мультипликаторах [17], получим что

‖f‖p ∼ ‖fλ‖p.

Тогда учитывая условие (3.11) и теорему 3.1.3 получим

A 6 C1 · F 6 C2‖f‖p 6 C3 · A,

где A =

(
∞∑
m=0

(
2
m
p′

(
2m+1∑
k=2m
|∆ak|

))p) 1
p

. Теорема доказана.

Отметим, что в статье [41] было доказано утверждение, аналогичное
теореме 3.1.4, но с дополнительным условием неотрицательности коэффици-
ентов ak.

Замечание 3.1.3. Заметим, что условие (3.1) можно заменить на

|ak| 6 C sup
m>[kd ]

1

m1−α

∣∣∣∣∣
∞∑
s=m

as
sα

∣∣∣∣∣ . (3.13)

При этом утверждение остается верным. Также отметим, что условие
(3.13) более слабое чем (3.11).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Теория рядов Фурье - одна из важных направлений гармонического ана-
лиза. Интерес к этому направлению объясняется его приложениями в различ-
ных разделах математики и в прикладных науках, а также наличием многих
не решенных трудных проблем. Настоящая диссертационная работа посвяще-
на изучению связи коэффициентов Фурье функций и ее интегрируемости, т.е.
принадлежности ее в пространству Лоренца Lpq, в частности в пространству
Лебега Lp.

В данной работе получены следующие результаты:

– Введены пространства np,q,α и np,q(λ). Изучены их интерполяционные
свойства.

– Получены неравенства типа Нурсултанова (Харди-Литтлвуда-Пэли)
для усреднений Харди коэффициентов тригонометрических рядов Фурье
функций из пространства Лоренца.

– Получены неравенства типа Нурсултанова (Харди-Литтлвуда-Пэли)
для усреднений Беллмана коэффициентов тригонометрических рядов Фурье
функций из пространства Лоренца.

– Получены теоремы типа Харди-Литтлвуда с ослаблением условия мо-
нотонности коэффициентов Фурье и теорему типа Харди-Литтлвуда для ко-
эффициентов Фурье, которые имеют ограниченную вариацию.

– Введены анизотропные пространства n~p,~q,~α и n~p,~q(λ). Изучены их ин-
терполяционные свойства.

– Получены неравенства типа Нурсултанова (Харди-Литтлвуда-Пэли)
для усреднений Харди коэффициентов кратных тригонометрических рядов
Фурье функций из анизотропных пространств Лоренца.

– Получены неравенства типа Нурсултанова (Харди-Литтлвуда-Пэли)
для усреднений Беллмана коэффициентов кратных тригонометрических ря-
дов Фурье функций из анизотропных пространств Лоренца.

Результаты работы носят теоретический характер и могут найти приме-
нение в гармоническом анализе, теории дифференциальных уравнении, тео-
рии приближении, теории функциональных пространств.

Основной материал, представленный в диссертации, был опубликован в
шести научных журналах и сборниках десяти международных, зарубежных
и республиканских научных конференций.
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