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ВВЕДЕНИЕ 
 

Общая характеристика работы. Диссертационная работа посвящена 
разработке и теоретическим исследованиям методов решения обратных 
коэффициентных задач для уравнения геоэлектрики и теории упругости. 
Рассматриваются математические модели распространения электромагнитных 
волн в горизонтально-слоистой среде во временной и частотной области и 
распространение упругих волн для горизонтально-слоистых сред в частотной 
области. Разработаны и исследованы оптимизационные метод решения 
рассматриваемых обратных задач. Для полученных алгоритмов проведены 
серии численных расчетов, показывающих их эффективность. 

Приведены инженерно-технические методы интерпретации геофизических 
свойств слоистых сред на основе анализа радарограмм. Для этого проведены 
экспериментальные исследования по диагностике взлетно-посадочной полосы 
коммерческого аэродрома, расположенного на территории Алматинской 
области РК, с использованием георадара (GPR). 

Актуальность темы. Задача по исследованию электромагнитного поля в 
слоистой среде (прямая задача) рассмотрена впервые в  работе Зоммерфельда 
(1909г.). Он рассмотрел поле диполя, расположенного на поверхности 
однородного полупространства. Особый вклад в развитие электромагнитных 
методов изучения строения Земли внес академик АН СССР А.Н.Тихонов [1]. 
Он в своих работах дал математическое обоснование теории электромагнитных 
зондирований (единственность решения, устойчивость обратных задач 
электроразведки). 

С развитием компьютерной техники возникла потребность к созданию 
алгоритмов, для численных расчетов решения прямых и обратных задач 
электродинамики. Приведем краткий обзор по этому направлению. 
А.Н.Тихонов в работе [2], впервые разработал алгоритм расчета поля 
горизонтального электрического диполя, расположенного на поверхности 
произвольного n -слойного проводящего полупространства. Далее этот метод 
был использован в работах В.И.Дмитриева [3-4], Л.А.Ваньяна [5]. В 1967г. 
Метод расчета электромагнитного поля в слоистой среде был обобщен на 
случай градиентных сред и произвольного источника В.И.Дмитриевым [3, с. 
55-65; 6-7].  

Динамические обратные задачи для гиперболических уравнений были 
сформулированы и исследованы М.М.Лаврентьевым [8-10].  

В монографии В.Г.Романова [11], разработан общий подход к 
исследованию динамических обратных задач для полной системы уравнений 
Максвелла. Обратные задачи для уравнения электродинамики изложены в 
работе В.Г.Романова, С.И.Кабанихина, Т.П.Пухначевой [12]. Вопросам 
касающиеся численным реализации решения прямых и обратных задач и их 
теоретическим обоснованиям посвящена монография С.И.Кабанихина [13]. 
Обзор исследований по обратным задачам геоэлектрики (теоремы 
существования и единственности, численные методы решения) рассмотрен в 
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работе В.Г.Романова, С.И.Кабанихина [14]. Теоретическим исследованиям 
проекционно-разностного метода решения обратных задач электродинамики с 
результатами численных расчетов посвящены работы В.Г.Романова, 
С.И.Кабанихина, К.А.Абдиева [15], С.И.Кабанихина, С.В.Мартакова [16]. 

Распространенным методом численного решения обратных задач 
геофизики, сейсмики, электроразведки, акустики, тепло-массопереноса и 
других обратных задач для гиперболических и параболических уравнений 
является оптимизационный. 

Идея использования оптимизационного метода были предложены 
А.Н.Тихоновым [17-20], В.К.Ивановым [21], Г.И.Марчуком [22], 
А.С.Алексеевым [23-24] и развиты в дальнейшем многими их учениками и 
последователями. 

Оптимизационный метод для решения обратных коэффициентных задач 
сейсмики, предложен в работе A.Bamberger, G.Chavent, P.Lailly [25]. Они 
разработали устойчивый алгоритм для решения одномерной обратной задачи 
сейсмики, основанный на итеративной процедуре разностей данных (подгонка 
модели по методу наименьших квадратов). G.Chavent, М.Dupuy, P. Lemonnier 
[26] применили оптимизационный метод к задаче определения распределения 
магнитной проницаемости. В работе F.Santosa, W.W.Symes, G. Raggio [27] 
разработали алгоритм определения акустического импеданса слоистой среды 
по отраженным сейсмограммам. 

Оптимизационный метод применен в работе В.И.Дмитриева, 
Э.А.Федоровой [4, с. 150-183], для решения обратной задачи частотного 
зондирования в слоистых средах. Математическое моделирование процессов 
распространения волн в вертикально-неоднородных средах, изложен в работе 
А.С.Алексеева, А.В.Авдеева, А.Г.Фатьянова, В.А.Чеверды [28]. Численному 
решению обратных задач геоэлектрики в слоистых и вертикально-
неоднородных средах, оптимизационным метод, а также теоретическому 
обоснованию полученных результатов посвящена работа К.Т.Искакова, 
С.И.Кабанихина [29].  

В задачах интерпретации геофизических данных необходимо определить: 
электромагнитные или упругие параметры, и координаты точек разыва слоев. В 
геофизике существует достаточное количество способов для нахождения этих 
границ, но во всех этих способах присутствуют ошибки и они могут достигать 
нескольких метров [30]. К примеру ошибка при определении глубины 
залегания границ в скважине возникает и за растяжения каната 
прикрепленному зонду.  

В связи с этим для применения оптимизационного метода по определению 
границ разрывов, необходимо уметь дифференцировать функционал невязки по 
координате точки разрыва среды. В диссертационной работе доказано 
существование такой производной и получено её аналитическое выражение для 
уравнений теории упругости [31].  

Для решения обратных задач в слоистых средах широко используется 
метод послойного пересчета [32-34]. 
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Одним из первых алгоритмов послойного пересчета для решения 
дифференциального уравнения второго порядка для горизонтально-слоистой 
однородной среды был предложен в работе А.Н.Тихонова и Д.Н.Шахсуварова 
[35]. Он имел недостаток, так как в численном алгоритме присутствовали 
выражения, с экспонентами, с положительными действительными частями, 
которые приводили к накоплению ошибок при послойном пересчете. Метод 
предложенный В.И.Дмитриевым [3, с. 55-65] свободен от этого недостатка. 
Идея метода послойного пересчета была развита следующим образом. 
Рассматриваемое дифференциальное уравнение с помощью специальной 
замены функций сводится к дифференциальному уравнению Риккати. В случае 
слоистых сред, когда коэффициенты дифференциального уравнения Риккати 
являются постоянными, то можно решения получить в аналитическом виде.  

Метод послойного пересчета имеет и другое название метод «прогонки», и 
описан в работе И.М.Гельфанда и О.В.Локуциевского [36]. 

Метод В.И.Дмитриева [4, с. 150-183] нашел развитие далее и для других 
задач электродинамики. Для задач теории упругости этот метод был применен 
в работах Г.В.Аккуратова и В.И.Дмитриева [37] для получения следа решения 
системы дифференциальных уравнений теории упругости на поверхности 0z . 
Ими рассмотрена система дифференциальных уравнений теории упругости для 
продольных и поперечных смещений для горизонтально-слоистой изотропной 
среды. 

Свое применение для системы дифференциальных уравнений теории 
упругости изотропной среды с поглощением, алгоритм послойного перечета 
получил в работах А.Г.Фатьянова и Б.Г.Михайленко [38]. В серии работ 
А.Л.Карчевского [39-40] представлен алгоритм для решения системы 
дифференциальных уравнений теории упругости, а в [41] эта методика 
использована для уравнений Максвелла в горизонтально-слоистых сред любого 
вида анизотропии. В дальнейшем метод получил развитие в работе 
А.Л.Карчевского и его соавторов для обратной задачи геоэлектрики в случае 
горизонтально-слоистых сред [42]. 

В монографии О.М.Алифанова, Е.А.Артюхина, С.В.Румянцева [43], 
изложен класс линейных и нелинейных обратных задач теплообмена и методы 
численного решения этих задач на основе минимизации соответствующих 
функционалов различными градиентными методами. Применение 
оптимизационного метода для различных задач и ее применение к 
исследованию обратных задач, изучены в работах Ф.П.Васильева [44-45], 
В.В.Васина [46], А.Д.Искендерова, Р.К.Тагиева [47].  

В нашей республике вклад в этом направлении внесли работы 
У.М.Султангазина [48], С.И.Темирбулатова [49], А.Т.Лукьянова, 
С.Я.Серовайского [50], Н.Т. Данаева [51], Т.Ш. Кальменова [52], М.Отельбаева 
[53-54], Рысбайулы Б. [55-58], Акжаловой А.Ж. [59-60], а также их учеников и 
последователей. 
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Поэтому разработка и исследования эффективных алгоритмов 
оптимизационного метода решения обратных коэффициентных задач для 
уравнений гиперболического и параболического типа является, актуальной. 

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы является 
разработка и теоретические исследования эффективных методов решения 
обратных задач для уравнений геоэлектрики, теории упругости в 
горизонтально-слоистых средах. 

В диссертационной работе для достижения поставленной цели автором 
решались следующие задачи: 

- вывод формул вычисления градиента функционала для решения 
обратных коэффициентных задач для уравнения геоэлектрики во временной 
области (с учетом влияния воздуха).  

- получить оценку условной устойчивости решения обратной задачи для 
уравнения геоэлектрики;  

- вывод формулы вычисления градиента функционала и доказать её 
дифференцируемость по координатам точек разрыва для уравнений 
геоэлектрики и теории упругости; 

- разработать алгоритм одновременного определения коэффициента и 
координат точек разрыва для уравнения геоэлектрики на основе метода 
послойного пересчёта; 

- доказать согласованность разностного алгоритма сопряженной задачи к 
исходной в дискретной обратной коэффициентной задачи для уравнения 
геоэлектрики (в случае временной области); 

- определить критерии выбора частотной области на основе численного 
решения обратных коэффициентных задач для уравнения геоэлектрики 
методом послойного пересчета; 

- провести численные расчеты решения обратных задач геоэлектрики во 
временной области с использованием согласованных разностных алгоритмов;  

- привести инженерно-технические приемы по интерпретации 
радарограмм на основе серии экспериментальных исследований с применением 
прибора «Георадар «Лоза В» и разработать рекомендации к результатам 
экспериментальных исследований. 

Объектами исследования являются изучение условной устойчивости 
решения обратной задачи для уравнения геоэлектрики. Разработка 
эффективных алгоритмов для численного решения прямой и сопряженной 
задачи для уравнения геоэлектрики во временной и частотной области и теории 
упругости в частотной области, определение критерия выбора частоты. 
Изучение дифференцируемости функционала невязки по координате точки 
разрыва в обратной задача для уравнения геоэлектрики и теории упругости. 

Вывод формул вычисления градиента функционала для решения обратных 
коэффициентных задач для уравнения геоэлектрики (с учетом влияния 
воздуха). 

Разработка согласованно-сопряженных схем для дискретных обратных 
задач обратных задач уравнения геоэлектрики. 
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Экспериментальные исследования по зондированию подповерхностых 
покрытий (аэродрома) с использованием прибора «Георадар - Лоза В». 

Предметами исследования являются обратные коэффициентные задачи 
для уравнения геоэлектрики и теории упругости в горизонтально-слоистых 
средах. 

Методика исследования. Рассматриваются прямые и обратные задачи для 
системы уравнений Максвелла. При специальном выборе источника 
возмущения и при предположении, что коэффициенты   - диэлектрическая 
проницаемость,   - проводимость среды зависят от глубины, исходная система 
уравнений Максвелла сводится к двумерному уравнению геоэлектрики. 

Рассматриваются два случая, в первом случае – уравнение геоэлектрики во 
временной области. Для этой задачи построен оптимизационный метод 
решения обратных коэффициентных задач на дифференциальном уровне. 
Разработаны согласовано-сопряженные разностные схемы решения прямой и 
соответствующей ей сопряженных задач. На основе теории интегральных 
уравнений Вольтерра, для обратной задачи записанной в интегральной 
постановке изучена условная устойчивость решения обратной задачи. 

Во втором случае рассматривается обратная задача для уравнения 
геоэлектрики в частотной области. Эта задача возникает в случае применения 
преобразования Лапласа к двумерному уравнению геоэлектрики. Для решения 
прямой задачи в случае горизонтально-слоистых сред используется метод 
послойного пересчета, в частности решение уравнения Риккати. Этот подход 
является эффективным и экономичным (по числу итераций) для решения 
обратной задачи оптимизационным методом. Получено явное выражение для 
градиента функционала и показана её дифференцируемость. 

Рассматривается обратная коэффициентная задача для системы 
дифференциальных уравнений теории упругости в случае горизонтально-
слоистых сред. Используя преобразования Лапласа по временной переменной и 
преобразование Фурье по пространственной переменной исходная задача 
сведена к матричному уравнению Риккати. Исследован функционал невязки на 
дифференцируемость по координатам точки разрыва по аналогии как для 
уравнения геоэлектрики. 

Научная новизна результатов состоит в следующем: 
- получены формулы вычисления градиента функционала для решения 

обратных коэффициентных задач для уравнения геоэлектрики (с учетом 
влияния воздуха); 

- получена оценка условной устойчивости решения обратной задачи для 
уравнения геоэлектрики, сформулированной в интегральной постановке; 

- получена формула вычисления градиента функционала и доказана её 
дифференцируемость по координате точки разрыва среды для уравнения 
геоэлектрики; 

- доказана дифференцируемость функционала невязки по координате 
точки разрыва среды для системы дифференциальных уравнений теории 
упругости для смещения; 
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- получен алгоритм одновременного определения коэффициента и 
координат точек разрыва для уравнения геоэлектрики на основе метода 
послойного пересчёта; 

- доказана согласованность разностного алгоритма сопряженной задачи к 
исходной в дискретной обратной коэффициентной задачи для уравнения 
геоэлектрики (в случае временной области); 

- определен критерии выбора частотной области на основе численного 
решения обратных коэффициентных задач для уравнения геоэлектрики 
методом послойного пересчета;  

- проведены численные расчеты решения обратных задач геоэлектрики во 
временной области с использованием согласованных разностных алгоритмов;  

- приведены инженерно-технические приемы по интерпретации 
радарограмм на основе серии экспериментальных исследований с применением 
прибора «Георадар «Лоза В». 

Положения, выносимые на защиту 
- формулы вычисления градиента функционала для решения обратных 

коэффициентных задач для уравнения геоэлектрики (с учетом влияния воздуха 
позволяет применить оптимизационный метод для решения обратной задачи; 

- оценка условной устойчивости решения обратной задачи геоэлектрики 
сформулированной в интегральной постановке показывает, что при 
определенных условиях малым возмущениям входных данных отвечают малые 
отклонения решения обратной задачи; 

- доказательство дифференцируемости функционала невязки по 
координатам точек разрыва оптимизационного метода решения обратной 
задачи для уравнения геоэлектрики (одновременное определение   - 
диэлектрическую проницаемость и   - проводимость среды) позволяет 
одновременно определить и координаты точек разрыва; 

- доказательство дифференцируемости функционала невязки 
оптимизационного метода решения обратной задачи для уравнения теории 
упругости позволяет построить алгоритмы по определению координат точек 
разрыва; 

- метод послойного пересчёта с учетом координат точек разрыва для 
решения прямой и сопряженных задач геоэлектрики в частотной области 
показывает экономичность при численном решении оптимизационным 
методом; 

- согласовано-сопряженные разностные схемы решения прямой и 
сопряженных задач для дискретного оптимизационного метода по определению 
диэлектрической проницаемости и проводимости сред в волновом случае, и 
определение проводимости в квазистационарном приближении показывает 
консервативность разностных схем; 

- определены критерии выбора частотной области на основе численного 
решения обратных коэффициентных задач для уравнения геоэлектрики 
методом послойного пересчета; 

- проведены численные расчеты решения обратных задач геоэлектрики во 
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временной области с использованием согласованных разностных алгоритмов;  
- приведены инженерно-технические приемы по интерпретации 

радарограмм на основе серии экспериментальных исследований с применением 
прибора «Георадар «Лоза В». 

Теоретическая и практическая значимость исследования 
Разработанные эффективные алгоритмы решения прямой и обратной задач для 
уравнения геоэлектрики в частотной области применим в задачах диагностики 
подповерхностных покрытий взлетно-посадочных аэродромов, диагностике 
участков под строительстве различных зданий, а также в задачах археологии. 
Алгоритмы по численному решению обратной задачи геоэлектрики во 
временной области применим в задачах по восстановлению проводимости сред 
на значительных глубинах. Теоретическая значимость диссертационной работы 
заключается в разработанной методике исследования обратных задач для 
уравнения геоэлектрики, упругости и построения согласовано-сопряженных 
разностных схем решения обратных задач в дискретной постановке 
оптимизационным методом. Метод послойного пересчета с учетом координат 
точек разрыва используется при построении эффективных методов решения 
обратных задач акустики, геоэлектрики, сейсмики в случае горизонтально-
слоистых сред. 

Оценка условной устойчивости решения обратной задачи геоэлектрики 
позволяет определить область корректности и используется при построении 
численных методов решения обратных задач. 

Дифференцируемость функционала невязки по координатам точек разрыва 
для решения обратных задач для уравнения геоэлектрики и теории упругости, 
позволяет получить градиент функционала в явном виде в точках разрыва, а 
следовательно определить координаты разрыва. Это важно в задачах 
диагностики состояний подповерхностных покрытий, в частности диагностики 
взлетно-посадочных полос аэродромов. 

Результаты работы являются вкладом в развитие теоретических 
обоснований численных методов решения обратных коэффициентных задач 
акустики, геоэлектрики, сейсмики и могут быть использованы научно-
исследовательскими институтами, занимающимися вопросами сейсморазведки, 
электроразведки. Методика построения алгоритмов и теоретические 
обоснования численных методов решения рассматриваемых в диссертации 
обратных задач, может быть применена в разработке и теоретическим 
исследованиям алгоритмов для решения обратных задач для широкого класса 
обратных задач георазведки, использующие неразрушающие методы 
исследования, то есть с применением георадаров. 

Результаты диссертации могут быть использованы в качестве 
дополнительных материалов элективных дисциплин по спецкурсам в учебном 
процессе вузов РК, например учебно-методическое пособие [61]. 

Результаты работы включены в отчеты проекта МОН РК «Развитие 
исследования обратных задач электродинамики, упругости в неоднородных 
средах и итерационные методы их решения» (1173/ГФ2 №1843 от 28.09.2012 г., 
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№378 от 04.02.2013 г.) и в серии проектов ректора КазНПУ им. Абая 
«Георадарные исследования физических параметров «Большого 
Алматинского» водохранилище и компьютерное моделирование структуры 
среды» (договор №9 от 01.03.2012 г.), «Численные решения обратных задач 
георадиолокации для определения свойств горизонтально-слоистых сред в 
различных областях диапазонах длин волн» (договор № 20 от 01.04.2013 г.). 

Источниками исследования являются обратные задачи по определению 
геоэлектрического разреза горизонтально-слоистых сред для уравнения 
геоэлектрики, теории упругости. 

Апробация работы. Основные результаты, полученные в диссертации, 
докладывались на 

1) международных конференциях и конгрессах: 
- Международная конференция «Актуальные проблемы современной 

математики, информатики и механики», Алматы, 28-30 сентября 2011; 
- Третья международная молодежная научная школа-конференция 

«Теория и численные методы решения обратных и некорректных задач», 
Новосибирск, 10-15 октября 2011; 

- II международная научно-практическая конференция «Информационно-
инновационные технологии: интеграция науки, образования и бизнеса», 
посвященной 20-летию Независимости Республики Казахстан, КазНТУ 
им.К.И.Сатпаева, Алматы, 1-2-декабря 2011; 

- The 6th International conference “Inverse Problems: Modeling and 
Simulation”, May 21-26, 2012, Antalya, Turkey; 

- международная конференция «Обратные и некорректные задачи 
математической физики», посвященная 80-летию со дня рождения академика 
М.М. Лаврентьева. – Новосибирск, Россия, 5-12 августа 2012; 

- I международной научно-практической конференции 
«Интеллектуальные информационные и коммуникационные технологии – 
средство осуществления третьей индустриальной революции в свете Стратегии 
«Казахстан-2050», Астана, 7-8 июня 2013; 

- The 4th Congress of the Turkic World Mathematical Society (TWMS), Baku, 
Azerbaijan, 1-3 July 2011; 

- The 8th international congress of the ISAAC, Moscow, Russia, August 22-27 
августа, 2011, 
а также докладывались на 

2) семинарах: 
- Казахстанско-Российско-Турецком международном научном семинар 

“Математическое моделирование нелинейных систем” Казахстан, под 
руководством чл.-корреспондента НАН РК, д.ф.-м.н., профессора 
М.Н.Калимолдаева (г. Алматы, 16мая 2012 года); 

- городской семинар при кафедре фундаментальной математики 
“Функциональный анализ и его приложения” под руководством академика 
НАН РК, д.ф.-м.н., профессора М.О. Отельбаева (г. Астана, 3-октября 2013 
года); 
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- объединенный семинар “Современные научные проблемы математики, 
механики и информационных технологий” под руководством академика НАН 
РК, д.т.н., профессора Б.Т. Жумагулова, академика НИА РК, д.ф.-м.н., 
профессора Н.Т. Данаева (Алматы, 10-октября 2013 года). 

Публикации. По теме диссертации опубликованы 2 статьи в научном 
журнале с импакт-фактором [31; 42], 7 статей в научных журналах, 
рекомендованных Комитетом по контролю в сфере образования и науки МОН 
РК [62-68], 6 тезисов международных конференций [69-74], 2 тезиса конгрессов 
[75-76] и 1 учебно-методическое пособие [61], а также по направлению 
тематике диссертации опубликованы 2 тезиса международных конференций 
[77-78] и 3 статьи, входящих в перечень журналов, рекомендованный 
Комитетом по контролю в сфере образования и науки МОН РК [79-81]. 

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит из 
введения, четырех глав, заключения, списка использованных источников и 
приложений. Работа изложена на 95 страницах, приложения содержат 22 
рисунка и 6 таблиц. 

Во введении приведен краткий обзор литературы, описана актуальность и 
научная значимость, цели и задачи исследования. 

В первом разделе рассматриваются оптимизационные методы решения 
обратных коэффициентных задач для уравнения геоэлектрики в волновой и в 
квазистационарном приближении с учетом влияния воздуха. Приведены 
выводы рассматриваемых градиентов функционалов. Рассматриваются 
обратные задачи по восстановлению геоэлектрического свойств в случае 
кусочно-гладких коэффициентов.  

Получена оценка условной устойчивости решения обратной задачи для 
уравнения геоэлектрики, сформулированной в интегральной постановке. 

В первом подразделе приведены основные уравнения геоэлектрики и 
доказано, что они являются следствием системы уравнений Максвелла. При 
специальном выборе источника, а именно длинного кабеля протянутого вдоль 
оси 2xO , и при предположении, что геоэлектрические свойства слоев зависят от 
глубины, система уравнений Максвелла сводится к одному уравнению 
относительно компоненты 2E  - электрического поля E . 

Во втором подразделе рассматривается постановки прямых и обратных 
задач для уравнения геоэлектрики во временной области. Рассматриваются 
следующие постановки обратных задач: определении   - диэлектрической 
проницаемости,   - проводимости среды и задача об одновременном их 
определении. Для решения обратной задачи, сформулированных на 
дифференциальном уровне используется оптимизационный метод. Суть этого 
метода сводится к минимизации квадратичного функционала невязки 
наблюдаемых и расчетных компонент поля 2E , вычисленный в некоторой 
фикцированной точке. Выведены градиенты функционалов и построены 
соответствующие им сопряженные задачи. 

Далее в третьем подразделе изучена условная устойчивость решения 
обратной задачи геоэлектрики. Для исследования используется интегральная 
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постановка обратной задачи для уравнения геоэлектрики. Введением 
соответствующих норм и использование замкнутой системы интегральных 
уравнений Вольтера, получена оценка условной устойчивости решения 
обратной задачи геоэлектрики [65; 74]. 

И наконец, в последнем подразделе рассматриваются постановки прямой и 
обратной задачи в квазистационарном приближении и оптимизационный метод 
их решения. 

Во втором разделе рассматривается уравнение геоэлектрики в частотной 
области. Такая постановка задачи непосредственно следует из уравнения 
геоэлектрики посредством применения преобразования Лапласа по переменной 
t . В случае слоистых сред возможно применения аналитических методов. В 
связи с этим применен метод послойного пересчета для уравнения Риккати, 
этот метод изложен в работах А.Л.Карчевского [39-41]. В этом разделе 
алгоритм послойного пересчета применен для обратной задачи геоэлектрики в 
частотной области, а также об одновременном определении   - 
диэлектрической проницаемости и   - проводимости среды в случае когда 
неизвестны мощности слоев. Доказывается дифференцируемость функционала 
невязки по координате точки разрыва среды для уравнения геоэлектрики [67]. 

В третьем разделе исследован функционал невязки для численного 
решения обратной задачи для уравнений теории упругости. Модель среды – 
горизонтально-слоистая. Доказана дифференцируемость функционала невязки 
по координате точки разрыва среды для уравнений теории упругости [31], а 
также получено явное аналитическое выражение для этой производной. Это 
позволяет градиентным методом определить координаты разрывов или 
мощности слоев. 

В четвертом разделе рассматриваются алгоритмы численного решения 
обратных задач геоэлектрики на дискретном уровне. В работах Б.Рысбайулы в 
соавторстве [55-58], а также в серии работ А.Л.Карчевского [82-83], показано, 
что эффективно построить вспомогательную (сопряженную) задачу на 
дискретном уровне, которая будет сопряжена на разностном уровне к исходной 
дискретной прямой задаче. Подробный сравнительный анализ традиционного 
подхода и дискретного на ряде численных примером изложено в работе 
А.Л.Карчевского [82]. 

В этой работе А.Л.Карчевским приведены следующие схемы в способе 
выведения градиента функционала: 

I. Пусть p  – приближенное решение обратной задачи. Придав приращение 
pp  , а затем вычислив приращение функционала невязки, находим градиент 

функционала, как главную часть приращения функционала. Запишем в 
операторном виде:    ,puApJ   где   - есть решение соответствующей 
сопряженной задачи. Все полученные формуле при выводе точны, так как они 
строго математически выведены. 

II. Используем все готовые рабочие формулы полученные в предыдущем 
пункте, которым относим исходную задачу, сопряженную задачу, сам 
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функционал и ее градиент. Тем или иным способом аппроксимируем все 
рабочие формулы.  

III. В этом случае все выкладки получения дискретного аналога градиента 
проводим на дискретном уровне в сеточном пространстве, по аналогии как в 
первом способе. 

Из этой схемы расчетов получения аппроксимации сопряженной задачи во 
втором случае, нет гарантии, что дискретный аналог сопряженной задачи будет 
соответствовать (согласованна) к исходной.  

В связи с этим мы отдаем предпочтение третьему способу. Для этого мы 
получили градиент и соответствующей ей сопряженную задачу на дискретном 
уровне. В этом случае как показано нами в работах [62-64; 66], разностные 
схемы решения исходной прямой задачи и сопряженной задачи будут обладать 
свойством консервативности. Для рассматриваемых разностных схем для 
прямой и сопряженных задач выполнен закон сохранения энергии на 
разностном уровне. 

Используя эту методику построения согласовано-сопряженных разностных 
схем, во втором подразделе нами построены консервативные разностные схемы 
рассматриваемых обратных задач для уравнения геоэлектрики в разделе 1. 

В приложении А изложен анализ оптимизационного метода решения 
обратных задач. Исследование математических свойств функционала невязки 
позволило предложить метод решения обратной задачи по одновременному 
определению диэлектрической проницаемости и проводимости. 
Работоспособность метода подтверждается примерами восстановления данных 
функций на данных с внесённой случайной ошибкой. На численных примерах 
показано, что метод сопряженных градиентов в случае комплекснозначных 
градиента функционала невязки и искомой функции позволяет находить 
минимум функционала [42]. 

В четвертом подразделе приложения А рассматривается тестовая модель 
для численного решения обратной задачи для уравнения геоэлектрики близкой 
к реальной ситуации. Применены алгоритмы оптимизационного метода 
решения обратной задачи 1, подробно описанной в разделе 4. 

В приложении В приведены инженерно-технические приемы по 
идентификации радарограмм. С этой целью проведены экспериментальные 
исследований по диагностике взлетно-посадочной полосы коммерческого 
аэродрома, расположенного на территории Алматинской области РК, с 
использованием георадара (GPR). По результатам радаграмм проведен анализ 
показывающих причину повреждения (дефекта) верхних слоев выбранного 
участка взлетно-посадочной полосы. Проведены эксперименты, позволяющие 
выработать технологию по интерпретации георадарных данных [69-73; 76]. Это 
позволило провести сравнительный анализ результатов данных аналогичных 
радарограмм и экспериментальных исследований. 

В конце работы приводится заключение, где изложены основные результаты 
диссертации, выносимые на защиту. Содержание диссертации завершается 
списоком использованных источников и приложениями. 
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1 ОПТИМИЗАЦИОННЫЙ МЕТОД В ОБРАТНЫХ ЗАДАЧАХ 
ГЕОЭЛЕКТРИКИ 

 
В первом разделе рассматриваются оптимизационные методы решения 

обратных коэффициентных задач для уравнения геоэлектрики в волновой и в 
квазистационарном приближении c учетом влияния воздуха. Приведены 
выводы рассматриваемых градиентов функционалов. Рассматриваются 
обратные задачи по восстановлению геоэлектрического свойств в случае 
кусочно-гладких коэффициентов. 

Получена оценка условной устойчивости решения обратной задачи для 
уравнения геоэлектрики, сформулированной в интегральной постановке. 

В первом подразделе приведены основные уравнения геоэлектрики и 
доказано, что они являются следствием системы уравнений Максвелла. При 
специальном выборе источника, а именно длинного кабеля протянутого вдоль 
оси 2xO , и при предположении, что геоэлектрические свойства слоев зависят от 
глубины, система уравнений Максвелла сводится к одному уравнению 
относительно компоненты 2E  - электрического поля E . 

Во втором подразделе рассматривается постановки прямых и обратных 
задач для уравнения геоэлектрики во временной области. Рассматриваются 
следующие постановки обратных задач: определении   - диэлектрической 
проницаемости,   - проводимости среды и задача об одновременном их 
определении. Для решения обратной задачи, сформулированных на 
дифференциальном уровне используется оптимизационный метод. Суть этого 
метода сводится к минимизации квадратичного функционала невязки 
наблюдаемых и расчетных компонент поля 2E , вычисленный в некоторой 
фикцированной точке. Выведены градиенты функционалов и построены 
соответствующие им сопряженные задачи. 

Далее в третьем подразделе изучена условная устойчивость решения 
обратной задачи геоэлектрики. Для исследования используется интегральная 
постановка обратной задачи для уравнения геоэлектрики. Введением 
соответствующих норм и использование замкнутой системы интегральных 
уравнений Вольтера, получена оценка условной устойчивости решения 
обратной задачи геоэлектрики [65; 74]. 

В четвертом подразделе рассматриваются постановки прямых и обратных 
задач в квазистационарном приближении. 

 
1.1 Постановка обратной задачи для уравнения геоэлектрики 
Все физическое пространство 3R  переменных ),,( 321 xxxx   плоскостью 

03 x  разобьем на два полупространства: 
 0| 3

33  xRxR  (воздух),  0| 3
33  xRxR  (земля). 

В области  03 x  – земля, примем следующую постановку прямой задачи 
(в дальнейшем назовем задачей Z ): 
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Пусть относительно решения прямой задачи (1.1)–(1.3) известна 

дополнительная информация (математический: это след решения прямой 
задачи в точке 0x , на практике это данные отраженного сигнала в точке 0x , 
который, например, фиксирует приемник георадара): 

 
)(),0( )1( tftv                                                                                           (1.4) 

 
Для определения краевого условия (1.3), поступим следующим образом. 

Известно, что в воздухе 0 , а коэффициенты  ,  постоянны, тогда известное 
условие (1.4) принимая как краевое условие, в области  03 x  – воздух, мы 
имеем следующую постановку прямой задачи: (назовем в дальнейшем ее 
постановку задачи B ): 

 

,0),()(~1
33

2

33
 xtxgvvv xxtt 





          (1.5) 

0,0
00


 ttt
vv                                        (1.6) 
)(),0( )1( tftv               (1.7) 

 
Таким образом, разрешив прямую задачу (1.5)–(1.7) в воздухе, мы можем 

определить и условие (1.3). 
В выражениях (1.1)–(1.7) приняты следующие обозначения: 
  – параметр Фурье,   – дельта функция Дирака, и образы Фурье: 
 

    txxEFtxv x ,,0,, 3123 1
 ; 

)]([~
11

xgFg x ; 
 ).,()( 1)1()1( 3

txFtf x  . 
 

Примечание - Постановки задач вытекают из системы уравнений 
Максвелла, вывод будет изложен ниже в лемме 1.1. Для ясности рассуждений 
мы приведем полное доказательство этого утверждения. В словесной форме 
ход доказательства утверждения, можно найти в монографии [84]. 

 
Возможны следующие постановки обратных задач: 
Обратная задача 1: Найти в области  03 x  коэффициент )( 3x  и функцию 
),( 3 txv  из соотношений (1.1)–(1.3) по известной )()1( tf   при фиксированном 0  . 
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Обратная задача 2: Найти в области  03 x  коэффициент )( 3x  и 
функцию ),( 3 txv  из соотношений (1.1)–(1.3) по известной )()1( tf   при 
фиксированном 0  . 

Обратная задача 3: Найти коэффициенты )( 3x , )( 3x  и функцию ),( 3 txv  из 
соотношений (1.1)–(1.3) по известной )()1( tf   при фиксированном 21 ,  . 

 
Примечание - Единственность решения обратной задачи, вытекает из 

теоремы В.Г. Романова [11]. Смысл этой теоремы состоит в том, что для 
определения одного коэффициента нужна одна дополнительная информация, 
для двух коэффициентов нужны две. В противном случае задача будет 
переопределенной и решение будет не единственной. 

 
Лемма 1.1. Пусть источник электромагнитных волн 

cmj  имеет вид: 
 

),()()()0,1,0( 31
* txxgj cm       (1.8) 

 
и распространения электромагнитных волн в среде описывается системой 
уравнения Максвелла [84, с. 179-181]: 

 


















.0,0

,),,(,0,0 3
3213

tErotH
t

RxxxxjEHrotE
t

cm




                                      (1.9) 

 
При предположении, что коэффициенты системы уравнений Максвелла не 
зависят от переменной 2x , в системе останутся ненулевыми только три 
компоненты 312 ,, HHE  и система сводится к уравнению относительно 
компоненты .2E  
Здесь:  *321 ,, EEEE  ,  *321 ,, HHHH   – векторы напряженности 
электрического и магнитного полей;  ,  – диэлектрическая и магнитная 
проницаемость среды;   – проводимость среды; 

cmj  – плотность сторонних 
токов, )( 1xg  – функция, описывающая поперечный размер источника, )( 3x  – 
дельта функция Дирака, )(t  – функция Хэвисайда.  

 
Доказательство. На границе 03 x , коэффициенты  ,   имеют конечный 

разрыв (в воздухе они постоянные, а в земле считаем гладкими и 
ограниченными функциями), поэтому требуем выполнения условий: 

 
,00 33   xjxj EE  2,1,00 33

  jHH xjxj . 
 

считаем, что до момента времени 0t  поле отсутствует: 



18 
 

 
  0, 0 tHE ,   00 t

cmj . 
 
Используя определения ротора, распишем систему уравнений Максвелла 

(1.9), окончательно получим систему из шести уравнений: 
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Здесь )()( 32 tх   . 
При предположении, что коэффициенты системы уравнений Максвелла не 

зависят от переменной 2x , и специальным выбором источника в виде (1.8), в 
системе останутся ненулевыми только три компоненты 312 ,, HHE .  

 

21
3

3
1

22  









 H

x
H

x
EE

t
, 

2
3

1 E
x

H
t 





 ,                                                                                              (1.10) 

2
1

3 E
x

H
t 





 . 

В системе (1.10) исключим две компоненты, 31, HH , следующим образом: 
дифференцируем первое уравнение системы (1.10) по t  второе уравнение по 3x  
и наконец, третье уравнение по 1x . Выполнив эти преобразования, запишем 
окончательное уравнение: 
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Пусть относительно решения прямой задачи (1.11)–(1.13) известна 
дополнительная информация: 

 
),( 1)1(02

3
txE

x



                                                                                           (1.14) 

 
Особо обострим внимание на условие (1.13). 
Условие (1.14) - это след решения прямой задачи (1.11)–(1.13). Условие 

(1.13) неизвестно, но оно необходимо для решения прямой и обратной задачи в 
полупространстве  03 x  – земля. 

В данной ситуации поступаем так, как указано в [84, с. 179-181], по 
известным данным  ,   в полупространстве  03 x , где 0  решаем прямую 
задачу: 
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В последней системе, известную дополнительную информацию (1.14), 

считаем как краевое условие (1.17) для решения прямой задачи в области 
 03 x  – воздух. 
Что требовалось доказать. 

 
Примечания 
1 Данное обстоятельство можно будет использовать на наш взгляд, при 

решении обратной задачи в полуплоскости  03 x  – земля, с учетом помех, 
который вызванный с различными помехами, улавливающий георадаром на 
дневной поверхности. С другой стороны, как указано в [84, с. 179-181], это 
обстоятельство позволяет ограничиться при численном решении обратной 
задачи минимально возможной по размеру областью в плоскости  03 x . 

2 При исследовании подповерхностных структур, в частности взлетно-
посадочных участков, с физической точки зрения, можно предположить, что 
коэффициенты системы (1.11) не зависят от переменной 1x . Это оправдывается 
тем, что взлетно-посадочная полоса имеет геологический разрез 
расположенный слоями (пластами), причем заранее известными 
геоэлектрическими свойствами сред. Задача диагностики полосы, состоит в 
определении изменений этой среды, возникающих как правило вследствие 
природных факторов, либо иных повреждений. 
Последнее приводит к трещинам или просадке рабочей полосы, что может 
привести к аварии, или иным последствиям. 
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Следствие. При указанных обоснованных предположениях в Лемме 1.1, а 
также полагая, что коэффициенты зависят только от 3x , применив 
преобразование Фурье ][

1
xF , к системе (1.11)–(1.13), а также аналогично к 

системе (1.15)–(1.17), получим постановки задач (1.1)–(1.3) и (1.5)–(1.7) 
соответственно. 

 
1.2 Оптимизационный метод решения обратной задачи для уравнения 

геоэлектрики  
Конкретизируем постановку задачи в волновой постановке, 

сформулированной нами в подразделе 1.1. В области    TLQ ,0,0   рассмотрим 
задачу об определении функции  tx ,3  из соотношений: 

 

  LxTttxg
хttt 




 0,0,,11
3

2
2
3

2







 ,       (1.18) 

0,0 00   ttt  ,                                                                  (1.19) 
0),(

3)2(33 0   Lxxx tf  .                                                        (1.20) 
 

Здесь 
   txtхg  33 ),(  . 

 
Считаем, что все коэффициенты уравнения (1.18) гладкими функциями. 
Пусть относительно решения прямой задачи (1.18)–(1.20) известна 

дополнительная информация: 
 

   tft )1(;,0  .                                            (1.21) 
 
Обратная задача 1: По известной дополнительной информации (1.21) 

найти )( 3x  и   ;,3 tx  из соотношений (1.18)–(1.20), (полагаем что известны  , 
 , g , 2 ). 

Обратная задача 2: По известной дополнительной информации (1.21) 
найти )( 3x  и   ;,3 tx  из соотношений (1.18)–(1.20), (полагаем что известны  , 
 , g , 2 ).  

Пусть относительно решения прямой задачи (1.18)–(1.20) известны 
дополнительные информации: 

 
      21,;2,1,,;,0    itft ii .                     (1.22) 

 
Обратная задача 3: Найти пару функций  )(),( 33 xx   и    ,;, tz  из 

соотношений (1.18)–(1.20) по известным дополнительным информациям (1.22) 
при 1  , 2   (считаем, что известны  , g ). 

 
 



21 
 

Оптимизационный метод решения обратной задачи 1 
Здесь и в дальнейшем будем считать что zx 3 , так как обычно в геофизике 

обозначают через z  глубину, и положим для удобства   )()1( tftf  .                                            
Пусть  zp  – приближенное решение обратной задачи 1. Введем в 

рассмотрение квадратичный функционал: 
 

       
T

dttfptpJ
0

2;,0 .                                          (1.23) 

 
Минимизируем функционал (1.23) методом наискорейшего спуска [44]. 

Пусть известно приближение   )(zp n , последующие приближения определим из: 
 

      n
n

nn pJzpzp  )()(1 .                                       (1.24) 
 

Здесь n  – коэффициент спуска, который можно определить как в [44, c. 67-68], 
а   npJ  – градиент функционала. 

Теорема 1.1. Пусть коэффициенты уравнения (1.18) и функция )(tf  
непрерывные функции, тогда градиент функционала (1.23) есть главная часть 
приращения функционала    2

22
,

LL popJpJ    и имеет вид: 
 

     
T

tt dttztzpJ
0

,,  ,                                       (1.25) 

 
где функция ),( tz  – есть решение вспомогательной (сопряженной) задачи: 

 

        Qtztz
zz

zzp ttt 













 ,,,11 2





 .                   (1.26) 

    LztzTz Ttt   0,0,,0,  .                                              (1.27) 

     Tttfpt
z z







0,;,021

0




.                                          (1.28) 

  TttL  0,0, .                                                                     (1.29) 
 
Доказательство. Зададим приращение pp   и  
 

     ptzpptztz ;,;,,   .                                (1.30) 
 

Вычислим приращение функционала:  
 

                 
T T

dttfptdttfpptpJppJpJ
0 0

22 ;,0;,0  . 
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Используем очевидное тождество:   bababa  22 , тогда приращение 
примет вид: 

 

                    
T

dttfpttfppttfpttfpptpJ
0

;,0;,0;,0;,0  . 

 
В силу обозначения (1.30), и сокращая подобные члены, имеем: 

 

                    
T

TL

T

dtttfptdttfptttpJ
0

,0
0

2
,0;,022;,02,0,0  . 

 
Таким образом, 

 

           
T

TLdtttfptpJ
0

,0
2

2,0;,02  . 

 
Используя (1.18)–(1.20), нетрудно получить задачу для приращения  tz, : 

 
    

   ,1);,(1

);,();,(

2 



























ptz
zz

ptzptzpp tt

                                 (1.31) 

  0);,( 0  tptz ,          0);,( 0  ttptz ,                  (1 .32) 
  0);,(

0


zzptz ,                                                           (1.33) 
  0);,(  Lzptz .                                                             (1.34) 

 
Пренебрегая членами второго порядка малости и вычитая из соотношений 

(1.31)–(1.34) соотношения (1.18)–(1.20) соответственно, получим для ),( tz , 
следующую задачу: 

 

    Qtzp
z

p ttttt 



 ,,11 2
2

2







 ,                  (1.35) 

0,0 00   ttt  ,                                                                  (1.36) 
0,00   Lzzz  .                                                                  (1.37) 

 
Далее умножим обе части уравнения (1.35) на функцию ),( tz  и 

интегрируем по z  от 0 до L  и по t  от 0 до T , имеем: 
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 

.),(1),(),(),(1

),(),(

0 0 0 0

2

0 0

0 0

 

 














L T L T

tt

T L

L T

ttt

dztdtzdzdttztzptdzdtz
z

dztdtztzp









     (1.38) 

 
Обозначим левую часть 1I , а правую часть через 2I , 3I , 4I  и применим 

интегрирование по частям, получим выражение 
 

               













L T

t

TT

tt

T

t zddtzptztzzpdttzptztzpI
0 0000

1 ,,,,,   

                













L T T

t

T

tt

T

t

T

t dzdttztzzdtptztzptztzp
0 0 0000

,,,,,,   

                  

L

ttTtttt tzzptzTzpzzpTzTzp
0

0,0,,,0,0,,,   

            dzdtzzzTzTzzdtp
T

t

T

tt  
00

0,0,,,  . 

 
Учитывая условие (1.36)–(1.37), и полагая что 

 
    0,,0,  Ttt tzTz  , 

 
получим 

 

              
L T

t

L T

tt zddttzztzzddttzzptzI
0 00 0

1 ,,,,  .                  (1.39) 

 
Далее проведем соответствующие преобразования для выражения: 

 

  





































  
T LL

tdzd
zz

tz
z

I
0 00

2
1,1







 

  








































  
T LLL

dtdz
zzz

tz
z0 000

11,1 









 

     



































T

LzzLz z
tLt

z
tL

z0 0

,1,01,1 








 

   













L

z

dtdz
zz

tz
0

2

2

0

1,01 






. 

 
Учитывая условие (1.37), и полагая 
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    ,;,021

0

tfpt
z z










 

  0, tL , 
 

получим, что 
 

         














T T L

tdzd
zz

dttfpttI
0 0 0

2
1;,0,02 


 .                  (1.40) 

 
Выражение для 3I , 4I имеем вид 
 

       









L T

tt dxdttxtxxpI
0 0

3 ,,  ,      
L T

dxdtI
0

2

0
4

1



.              (1.41) 

 
Полученные выражения для 1I  формула (1.39), для 2I  формула (1.40) и 3I , 

4I  формула (1.41), подставим в исходное соотношение (1.38), получим 
 

            

    































L T

o

tt

L T

ttt

T

zdtdtztzzp

tddztz
z

ztzdttfptt

0

0 0

2
2

2

0

.,,)(

,11,;,0,02











       (1.42) 

 
Полагая, что 

    0,11 2 













 tz
zz

zp ttt 





 . 

 
И учитывая, что главная часть приращения функционала, (см. левая часть 

соотношения (1.42)) есть градиент функционала, т.е. 
 

     
T

tt dttztzpJ
0

,,  . 

 
Таким образом, в процессе вывода формулы для градиента функционала, 

мы получили соответствующую ей вспомогательную задачу (1.26)–(1.29). 
Что требовалось доказать. 
 
Таким образом, алгоритм решения обратной задачи 1, выглядит 

следующим образом: 
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1. Задаем начальное приближение   )(0 zp , и решаем прямую задачу (1.18)–
(1.20), получим     00 ;, ptz . 

2. Вычислим краевое значение (1.28) и решаем сопряженную задачу 
(1.26)–(1.29), получим     00 ;, ptz . 

3. Вычислим градиент, по формуле (1.25), т.е. находим   )(0 zpJ . 
4. Вычислим очередное приближение   )(1 zp n  по формуле (1.24). 
5. Проверим значение функционала (1.23), если он достиг минимума то 

переход к пункту 6, если нет, то полагаем     )()(0 zpzp n  и возврат к пункту 1. 
6. Полагаем приближение   )(zp n  – за приближенное решение обратной 

задачи. 
 
Оптимизационный метод решения обратной задачи 2 
Конкретизируем постановки обратных задач в области    TLQ ,0,0   

рассмотрим задачу об определении функции  tz,  из соотношений: 
 

LzTtg
zzttt 













 0,0,11 2





 ,       (1.43) 

0,0 00   ttt  ,                                                            (1.44) 
0),()2(0   Lzzz tf  .                                                     (1.45) 

 
Пусть относительно решения прямой задачи (1.43)–(1.45) известна 

дополнительная информация 
 

   tft  ;,0 .                                                         (1.46) 
 
Обратная задача 2: По известной дополнительной информации (1.46)  z  

и   ;, tz  из соотношений (1.43)-(1.45), (полагаем что известные  ,  , g ).  
Пусть  zp  – приближенное решение обратной задачи 2, введем в 

рассмотрение квадратичный функционал: 
 

       
T

dttfptpJ
0

2;,0 .                                                (1.47) 

 
Минимизируем функционал (1.47) методом наискорейшего спуска. Пусть 

известно приближение   )(zp n , последующие приближения определим из: 
 

        n
n

nn pJzpzp  1 .                                         (1.48) 
 

Здесь n  – коэффициент спуска, который можно определить как в [44, c. 67-68], 
а   npJ  – градиент функционала. 
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Теорема 1.2. Пусть коэффициенты уравнения (1.43) и функция )(tf  
непрерывные функции, тогда градиент функционала (1.47) есть главная часть 
приращения функционала    2

22
,

LL popJpJ    и имеет вид: 
 

     
T

t dttztzpJ
0

,,  ,                                       (1.49) 

 
где функция ),( tz  – есть решение вспомогательной (сопряженной) задачи: 

 

        Qtztz
zz

zpz ttt 













 ,,,11 2





 ,                          (1.50) 

    LztzTz Ttt   0,0,,0,  ,                                                  (1.51) 

     Tttfpt
z z







0,;,021

0




,                                             (1.52) 

  TttL  0,0, .                                                                        (1.53) 
 
Доказательство. Зададим приращение pp   и  
 

     ptzpptztz ;,;,,   .                                (1.54) 
 

Вычислим приращение функционала  
 

                 
T T

dttfptdttfpptpJppJpJ
0 0

22 ;,0;,0  . 

 
Используем очевидное тождество:   bababa  22 , тогда приращение 
примет вид: 

 

                    
T

dttfpttfppttfpttfpptpJ
0

;,0;,0;,0;,0  . 

 
В силу обозначения (1.54), и сокращая подобные члены, имеем: 

 

                    
T

TL

T

dtttfptdttfptttpJ
0

,0

0
2

,0;,022;,02,0,0  . 

 
Таким образом, 

 

           
T

TLdtttfptpJ
0

,0
2

2,0;,02  . 
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Используя (1.43)–(1.45), нетрудно получить задачу для приращения 

 tz, : 
 

       

    ,1;,1

;,;,

2 



























ptz
zz

ptzppptz ttt

                         (1.55) 

  0);,( 0  tptz ,                                                            (1.56) 
  0);,( 0  ttptz ,                                                          (1.57) 
  0);,( 0  zzptz ,                                                          (1.58) 
  0);,(  Lzptz .                                                           (1.59) 

 
Пренебрегая членами второго порядка малости и вычитая из соотношений 

(1.55)–(1.59) соотношения (1.43)–(1.45) соответственно, получим для ),( tz , 
следующую задачу: 

 

  Qtzp
zz

p ttttt 













 ,,11 2





 .      (1.60) 

0,0 00   ttt  .                                                            (1.61) 
0,00   Lzzz  .                                                           (1.62) 

 
Далее умножим обе части уравнения (1.60) на функцию  tz,  и 

интегрируем по z  от 0 до L  и по t от 0 до T, имеем 
 

      

    .1,,

,1,,

0 0 0 0

2

0 0 0 0

   

  















L T L T

t

L T T L

ttt

zdtddztdtztzp

tddztzz
z

dzdttzptz











           (1.63) 

 
Обозначим левую часть 1I , а правую часть через 2I , 3I , 4I  и применим 

интегрирование по частям, получим выражение: 
 

             













L T

t

TT

tt

T

t dzdtptztzzpdttztztzI
0 0000

1 ,,,,,   

                













L T T

t

T

tt

T

t

T

t dzdtptztzzpdttztztztz
0 0 0000

,,,,,, 
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                  

L

ttTtttt tzztzTzzzTzTz
0

0,0,,,0,0,,,   

             dztdpzzzpTzTzzptd
T

t

T

tt  
00

0,0,,,  . 

 
Учитывая условие (1.61)–(1.62), и полагая что 
 

    0,,0,  Ttt tzTz  , 
 

получим 
 

              
L T

t

L T

tt dztdtzzptzdztdtzztzI
0 00 0

1 ,,,,  .                  (1.64) 

 
Далее проведем соответствующие преобразования для выражения 
 

  





































  
T LL

dtzd
zz

tz
z

I
0 00

2
1,1 







 

  








































  
T LLL

dtdz
zzx

tz
z0 000

11,1 









 

        






































T

zLzzLz
z

t
z

tLt
z

tL
z0 00

,01,1,01,1 











 

 


















L

dtzd
zz0

1 


 

 
Учитывая условие (1.62), и полагая  
 

    ,;,021

0

tfpt
z z










                                        (1.65) 

  0, tL ,                                                                  (1.66) 
 

получим, что 
 

         














T T L

tdzd
zz

dttfpttI
0 0 0

2
1;,0,02 


 .        (1.67) 

 
Выражение для 3I , 4I имеем вид: 
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       









L T

tt xddttztzzpI
0 0

3 ,,  ,     
L T

dzdtI
0

2

0
4

1



.  (1.68) 

 
Полученные выражения для 1I  формула (1.64), для 2I  формула (1.67) и 3I , 

4I  формула (1.68), подставим в исходное соотношение (1.63), получим 
 

      

            .,,,11,

;,0,02

00 0

2

0

 










































L T

o

tt

L T

ttt

T

dzdttztzzpdtdztz
zz

ztz

dttfptt











      (1.69) 

 
Полагая, что 

 

    0,11 2 













 tz
zz

zp ttt 





 . 

 
И учитывая, что главная часть приращения функционала, см. левая часть 

соотношения (1.69), есть градиент функционала, т.е. 
 

     
T

tt tdtztzpJ
0

,,  . 

 
Таким образом, в процессе вывода формулы для градиента функционала, 

мы получили соответствующую ей вспомогательную задачу (1.50)–(1.53). 
Что требовалось доказать. 
 
Таким образом, алгоритм решения обратной задачи 2, выглядит 

следующим образом: 
1. Задаем начальное приближение   )(0 zp , и решаем прямую задачу (1.43)–

(1.45), получим     00 ;, ptz . 
2. Вычислим краевое значение (1.65) и решаем сопряженную задачу 

(1.50)–(1.53), получим     00 ;, ptz . 
3. Вычислим градиент, по формуле (1.49), т.е. находим   )(0 zpJ . 
4. Вычислим очередное приближение   )(1 zp n  по формуле (1.48). 
5. Проверим значение функционала (1.47), если он достиг минимума то 

переход к пункту 6, если нет, то полагаем     )()(0 zpzp n  и возврат к пункту 1. 
6. Полагаем приближение   )(zp n  – за приближенное решение обратной 

задачи. 
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Оптимизационный метод решения обратной задачи 3 об определении 
пары функций   ,  

Конкретизируем постановку прямой задачи в области    LT ,0,0  . Найти 
 tz,  из соотношений: 

 
   

 
  LzTttzg

zz
i

i

i
i

t
i

tt 













 0,0),(11 2





 ,             (1.70) 

  0,0 00   t
i
tt

i  ,                                      (1.71) 
  0,)2(

)(
0   Lz

ii
z

i
z f  .                                      (1.72) 

 
Здесь:     ).(,,2,1 tztzgi   
Пусть относительно решения прямой задачи (1.70)–(1.72) известны 

дополнительные информации вида: 
 

     21,,2,1,;,0   itFGti .                              (1.73) 
 

где:         )(),(,, 21 tftftFG   . 
Обратная задача 3: Найти пару функций   ,G и соответствующей ей 

пару функции  21 ,  V  как решение системы (1.70)–(1.72), по известной пары 
дополнительной информации (1.73). Предполагается, что известны функции:  , 
g  и 1 , 2 . 

Пусть пара функций  )(),( zqzpQ , есть приближенное решение обратной 
задачи 3. 

Введем в рассмотрение квадратичный функционал: 
 

        



2

1 0

2
,;,0,

i

T
ii dttfqptqpJ  .                                    (1.74) 

 
Минимизируем функционал (1.74) методом наискорейшего спуска. Пусть 

известно приближение        )(),( zqzpQ nnn , последующие приближения 
определим из  

 
      n

n
nn QJzQzQ  )()(1 .                                          (1.75) 

 
Здесь n  – коэффициент спуска, а     qp

n JJQJ  ,  – градиент 
функционала (1.74). 

Теорема 1.3. Пусть коэффициенты уравнения (1.70) и функции )(tF  
непрерывные функции, тогда градиент функционала (1.74) есть главная часть 
приращения функционала    2

22
,

LL QoQJQJ    и имеет вид: 
 

      ,, 21 qJpJQJ                                          (1.76) 
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где: 

              
T

t

T

tt dttztzdttztzpJ
0

11

0

11
1 ,,,,  ,

              
T

t

T

tt dttztzdttztzqJ
0

22

0

22
2 ,,,,  . 

 
Здесь функция ),( tz  – есть решение вспомогательной (сопряженной) задачи: 
 

           
 

  011,, 2 













 i
i

ii
t

i
tt zz

tzzqtzzp 





 ,                                (1.77) 

       0,,0,  Tt
i

t
i tzTz  ,                                                                       (1.78) 

         2,1,,;,021

0







itfqpt
zz

ii

z

i 


,                                            (1.79) 
   0, tLi .                                                                                                 (1.80) 

 
Доказательство. Зададим приращение QQ  , где  qpQ  , , и 
 

   QtzUQQtzUU ;,;,   , 
 

где      21 , UUU  . 
Нетрудно убедится, что приращение функционала (1.74), примет вид: 
 

            
T

TLUtUtFQtUQJ
0

2

,02
0,0;,02  . 

 
Для приращения U  имеет место: 
 

   
 

     i
t

i
tt

i
i

i
i

t
i

tt qpg
zz

qp 





 













 211 ,        (1.81) 

2,1,0,0  iLzTt , 
  0,0 00   t

i
tt

i  ,                                                                (1.82) 
  0,00   Lz
i

z
i
z  .                                                                (1.83) 

 
Далее умножим обе части системы (1.81) на     21 ,   и интегрируем по 

z  от 0 до L  и по t  от 0 до T , имеем: 
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          
         

                  

  

 





















L T
ii

t

L T
ii

tt

L T
ii

T L
i

i

L T
ii

t
ii

tt

dzdttztzzqdzdttztzzp

dtdztzdtdztz
zz

dztdtzztzp

0 00 0

0 0

2

0 0

0 0

,,,,

,1,1

,,











                 (1.84) 

 
Обозначим левую часть через 1I , а слагаемые правой части через 2I , 3I , 4I , 

5I  соответственно и преобразуем их, применив формулу интегрирование по 
частям: 

 
           

                  .,,,,,,

,,,,

0
0

0

0
0

1

dzdttztzqtztzzqdttztzp

tztzptztzpI

T

i
t

i
T

T

i
tt

i

L

i
t

i
T

ii
t





















 

 
Учитывая условие (1.82), и полагая, что  
 

       0,,0,  Tt
i

t
i tzTz  , 

 
получим 

 
                  

L T
i

t
i

L T
i

tt
i dzdttztzzqdzdttzzptzI

0 00 0
1 ,,,,   

 
Преобразуем слагаемое правой части, т.е. 
 

     
     

 
               .,,1,,1,1

,1,1

0 0
00

0 0
0

2

 

 

























































T L

ii
L

ii
L

i
i

T L

i
iL

i
i

dzdttz
zz

tztz
z

tztz
z

dtdztz
zz

tz
z

I
















 

 
Учитывая условие (1.83) и полагая 

 
         2,1,,;,021

0







itfqpt
zz

ii

z

i 


, 

   0, tLi . 
 

Получим, что 
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                  














T T L

iiiii dtdztz
zz

tzdttfqpttI
0 0 0

2 ,,1,;,0,02 


  

 
Выражения для 3I , 4I , 5I  имеет вид: 

 

 
      

L
ii

T

i dtdztztzI
0 0

2
3 ,,1




, 

        
L T

i
i

tt dzdttztzzpI
0 0

4 ,,  , 

       
T

ii
tt

L

dztdtztzzqI
00

5 ,,  . 

 
Подставляя полученные выражения для iI , 5,4,3,2,1i  в исходное 

соотношение (1.84) и полагая что 
 

           
 

  011,, 2 













 i
i

ii
t

i
tt zz

tzzqtzzp 





 , 

 
а также учитывая определение, что главная часть приращения функционала 
есть градиент, т.е. 

 
      ,, 21 qJpJQJ   

 
где 
 

              
T

t

T

tt dttztzdttztzpJ
0

11

0

11
1 ,,,,  , 

              
T

t

T

tt dttztzdttztzqJ
0

22

0

22
2 ,,,,  . 

 
Таким образом, в процессе вывода формулы для градиента функционала, 

мы получили соответствующую ей вспомогательную задачу (1.77)–(1.80). 
Что требовалось доказать. 

 
Запишем алгоритм решения обратной задачи 3 об определении пары 

функций   , . 
1. Задаем начальное приближение        )(),( 000 zqzpQ  и решаем систему 

(1.70)–(1.72), получим   )0()0()0(
)0( ,;,0 qpt . 

2. Вычислим краевое условие (1.79), и решим сопряженную задачу (1.77)–
(1.80), находим      00)(

)0( ,;,0 qpti . 
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3. Вычислим градиент функционала по формуле (1.76), т.е. находим 
  0QJ . 
4. Вычисляем очередное приближение  1nQ  по формуле (1.75). 
5. Проверяем значение функционала (1.74), если он достиг минимума, то 

переход к пункту 6, если нет, то полагаем    10  nQQ  и возврат к пункту 1. 
6. Полагаем приближение  nQ  – за приближенное решение обратной 

задачи. 
 
1.3 Условная устойчивость решения обратной задачи для уравнения 

геоэлектрики 
Перейдем к изучению условной устойчивости решения обратной задачи 

для уравнения геоэлектрики. В области  03 x  - земля, рассмотрим 
(конкретизируем) следующую постановку прямой задачи 

 
1

333

2

33
,0),,( ~~1~~ Rxxtxgxxttt  











  ,   (1.85) 

0~  ,0~
00


 ttt
 ,        (1.86) 

)(),0(~1
)2(3

tftx 


,        (1.87) 

)(),0(~
)1( tft  .        (1.88) 

 
Здесь: 

  - параметр Фурье;  

)],,0,([),(~
3121

txxEFtx x ; )],([)( 1)1(1)1( txFtf x  ; 










 ),()( 1)2(1)2( tx
t

Ftf x   - образы 

Фурье соответственно. 
Прямая задача: По известным значениям  ,  ,   найти ),(~

3 tx  как 
решение смешанной задачи (1.85)-(1.87). 

Обратная задача: Найти )( 3x , ),(~
3 tx  из (1.85)-(1.87) по известной )()1( tf  

при фиксированном 0  . 
Для исследования условной устойчивости обратной задачи геоэлектрики 

удобно перейти к интегральной постановке. 
Вначале выпрямим характеристики, для этого предварительно введем 

обозначения: 
)(

1)(
3

3 x
xb


 , 

)(
)()(

3

3
3 x

xxa



 , и перейдем к новой переменной: 

 

 dxzz
x


3

0
3 )()( , )(3 zx   и к новым функциям: 

))((
))(()(

z
zza




 , 
))((

1)(
z

zb


 , 
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)),((),( tztzu  , 
)0(

)(0 


gj  .  

 
Тогда (1.85)-(1.88) примет вид: 
 

),())((),(
)(
)(),()(),(),( 2 tzuzbtzu

zb
zbtzuzatzutzu ztzztt 


 ,  (1.89) 

0|,0| 00   ttt uu ,        (1.90) 

)(),0(1
)2( tftu z 


,        (1.91) 

)(),0( )1( tftu  .         (1.92) 
 

В дальнейшем получим уравнение (1.89) без производной zu , для этого 
положим, что 

 
),()(),( tzvzGtzu  . 

 
Вычислим производные: 
 














.,
,2

,

tttttt

zzzzz

zz

vGuvGu
vGvGvGu

vGvGu
      (1.93) 

 
Подставим (1.93) в (1.89), получим 
 

  vGbvGvG
b
bvGzavGvGvGvG ztzzztt

2)()(2 


 . 

 
Сгруппируем, получим 
 

vb
G
G

b
b

G
Gvzav

b
b

G
Gvv tzzztt 






 











 




 2)()(2  . 

Положим, что 
 

02 





b
b

G
G ,       (1.94) 

2)()( b
G
G

b
b

G
Gzg 





 .     (1.95) 

 
Окончательно имеем 
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





















).(),0(

),(),0(1
,0|,0|

,)()(

)1(

)2(

00

tftv

tftv

vv
vzgvzavv

z

ttt

tzztt


 

 
Из (1.94) имеем 
 

;
2b
b

G
G 


   )(ln)(ln  bG  

1)0(),0(lnlnln  SSbG  
)()( zbzG  .        (1.96) 

 
Таким образом, функция )(zg  однозначно определяется из (1.95) с 

помощью формулы (1.96). 
Для исследования устойчивости рассмотрим задачу с сосредоточенным 

источником: 
 

vzgvzavv tzztt )()(  , 
0|,0| 00   ttt vv , 

)(),0( ttvz  , 
)(),0( tftv  . 

 
В области    ltztzl  0),(  рассмотрим обратную задачу с данными 

на характеристиках: 
 

        ,,,,,, ltztzvPtzvtzv zztt      (1.97) 
    ,0,, lzzSzzv        (1.98) 
   tftv ,0 ,    lt 20  ,      (1.99) 
    ltttvz 20,,0  .      (1.100) 

 
Здесь: 

 
       tzvzqtzvzatzvP t ,)(,,  ,     (1.101) 

         tfttftf 21 ,   . 
 
Считаем, что функция  za  искомая, а функцию  zq  известной. 
Функция  zS  есть решение интегрального уравнения Вольтерра второго 

рода 
 



37 
 

       lzdSazS
z

,0,
2
1

2
1

0
0    .    (1.102) 

 

Обращая в (1.97) оператор 2

2

2

2

zt 




  с учетом (1.99), (1.100), получим: 

 
         ltzvPtztzv zt  ,,,, , .    (1.103) 

 
Здесь обозначено: 

 

        





zt

zt

dztfztftz 
2
1

2
1, , 

    





z zt

zt
zt ddvv

0
, ,

2
1 



 . 

 
(1.103) – есть формула Даламбера. Так как в операторе 

       tzvzgtzvzatzvP t ,)(,,   присутствуют производная по t , коэффициент a  
необходимо получить интегральные уравнения относительно их. 

Продифференцируем (1.103) по t , получим: 
 

          dztvPztvPtztzv
z

tt  
0

,,
2
1,, . (1.104) 

 
Положим в (1.103) 0 zt  и воспользуемся условием (1.98), имеем: 
 
     vPzzzS zz ,00,  . 

 
Продифференцируем обе части полученного равенства по z : 
 

      
z

dzvPzzzS
0

2,0,  . 

 
Нетрудно установить, что функция      1 zSzq  удовлетворяет 

интегральному уравнению Вольтерра второго рода: 
 

      
z

dqazq
0

1

2
1

 ,  20  .    (1.105) 

 
С учетом этого, и соотношения   )()(2 zSzSza  , получим: 
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          
















  

zz

dqadzvPzzza
0

1

0 2
12,0,2  .  (1.106) 

 
Таким образом, мы получили замкнутую систему интегральных уравнений 

(1.103), (1.104), (1.105), (1.106). 
Запишем эту систему в векторной форме: 
 

  KF ,       (1.107) 
 

где: 
   Ttz 4321 ,,,,  , 
   TFFFFtzF 4321 ,,,,  , 
          TKKKKK  4321 ,,, , 
       ,,,,,, 21 tzvtztzvtz t  
       zazzqz  43 , . 
       tztzFtztzF t ,,,,, 21  , 

   zzFF   
4

1
03 , ,  где  0,2)( 1   zzz  , 

         




z zt

zt

ltzddPYK
0

1 ,,,
2
1 



 , 

       
z

dztPztPYK
0

2 ,,,
2
1

  

      
z

dYK
0

343 ,
2
1

  

              







  

zzz

ddzPdzzYK
0

34
1

00
344 2

12,20,  . 

 
Здесь  

         tzzqtzztzP ,,, 124  . 
 
Считаем, что    lL24321 ,,,  , если 

     2,1,, 2  jlLtzj ; 
    4,3,,02  jlLzj . 

 
Пусть                2,1,,,,,, 4321  jzztztz Tjjjjj . 
 
Определим скалярное произведение и норму: 
 

                 







2

1 0

2 4

3 0

212121 ,,,
k

l zl

z k

l

kkkk zdzzzdtdtztz
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 ,2

. 
 
Обратная задача: Найти вектор  )(2 lL   из (1.107) по известному 
 lLF 2 . 

Перейдем к изучению 1H  - условной устойчивости, по аналогии как в 
работе [85], исследованной для обратной задачи акустики. 

Пусть известно, что 1
2

),0(2
Ma

lL
 , 2

2

),0(2

2

),0(2
Mff

lLlL
 , 3

2

),0(2
M

lL
 , 

4
2

),0(2
Mq

lL
 . 

Определим   aMl i ,,  как класс решений обратной задачи, например 

     niaMlza ii ,1,,, , если  xa  удовлетворяет следующим условиям: 
1.    lHza ,01 ,    2. 

  1
,01

Ma
lH
 ,    3.    lxzaa ,0,0   . 

Определим  0432 ,,,, kMMMlF  как класс исходных данных, например, 
 0,, kQlFf  , если f  удовлетворяет следующим условиям: 
1.  lHf 2,01 ,    2.   22,01

Mf
lH
 ,   3.   00 kf  ,    32,01

M
lH
 . 

Предположим, что для      0432
21 ,,,,, kMMMlFff   существуют  1a ,  2a  из 

  aMl ,, 1 , удовлетворяющих обратной задаче: 
 
            ltztzvPtzvtzv jj

zz
j

tt  ,,,,, , 
   lzzSzzv jj  0,),()( , 

          ltttvtftv j
z

jj 20,,0,,0 )(   . 
 

для 2,1j  соответственно. 
Здесь: 

 
           tzvzgtzvzatzvP jj

t
jj ,)(,,   

    
       

  tfttftf jjjj
21 ,    

 
Считаем, что функция  zg  известна, а   za j  - искомая, 2,1j . Запишем 

раннее полученную замкнутую систему в векторной форме: 
 

       2,1,  jKF jjj .     (1.108) 
 

где: 
 

           ,,,, 4321
Tjjjjj   

           2,1,,,, 4321  jFFFFF Tjjjjj  
 

и отдельно компоненты: 
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           tzvtztzvtz j

t
jjj ,,,,, 21   

          zazzqz jjj  43 , . 
           tztzFtztzF j

t
jjj ,,,,, 21  , 

    zzFjF j 
4

1
3 , ,   2,1j , 

 
а также оператор 

 
         llzddPK

z zt

zt

jj   




,,,
2
1

0
1 





, 

          
z

jjj dztPztPK
0

2 ,,
2
1

 , 

       
z

jjj dK
0

343 2
1

 , 

        

      .
2
12,2

0,

0

)(
3

)(
4

1

0

)(

0

)(
3

)(
4

)(
4


















z

jj
z

j

z
jjjj

ddzP

dzzK





 

 
Здесь обозначено           tzzgtzztzP j ,,, 124  . 

Теорема 1.4. Предположим, что для    lLF j
2 , 2,1j  существует 

     2,1,2  jlLj , как решение обратной задачи 
 

         2,1,,,  jKtzFtz jjj ,    ltz , , 
 

тогда  
       

 

2

2,0
21221

1 lH
ffC   

где: 
 04321 ,,,,, kMMMMlCC  .    (1.109) 

 
Доказательство. 
Введем: 
 
                tztzzztztztx ,,~,~,,~,,~,~ 21

4321  . 
       tzFtzFtzF ,,,~ 21  . 

 
Тогда из уравнения (1.108) следует, что 
 

         ltzKtzFtz  ,,~,~,~ .     (1.110) 
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В векторном уравнении (1.110), оценим каждую компоненту в 
отдельности, принимая во внимание очевидные неравенства: 
   2222 3 cbacba   и   baba 22

2
  для 0a , 0b . 

Получим цепочку неравенств: 
 

           

      






























zzz

zzz

dztdztd

dztdztdtzFtz

0

2

2
0

2

1
0

22
3

0

21
1

0

21
1

0

2

311

,~,~
2
1

,,~
2
1,~,~





 

Используя приведенное очевидное неравенство, получим: 
 

           

        

 







 

z z

z z

dztztd

dztztdtzFtz

0 0

22
1

2

1

22
3

0 0

21
1

21
1

2

3

2

1

2

1

,~,~
2
3

,,~
2
3,~3,~





 

 
Переходим к введенным ранее нормам, имеем 
 

     

       

       

  
 

   

 

   













 









 



z

lL

z

zlL

z l

zlLzlL

dddF

dddd

dd

F
T

0
,1

2

0 0

'2'
3

22

,1

0

'

0

2''2
1

2''
1

'2'2
3

0

2

0 0

'2''1
1

2''1
1

'2'
3

2

,1

2

,1

22

22

~12~12~3

,~,~

,,~
2
3

~3~











 





 

 

 
Здесь:     21 ,max  . 

 
Оценим вторую компоненту из уравнения (1.110): 
 

           

         

 





zzzz

z z

dddd

ddz

0

2

3
0

22
2

0

2

2
0

21
3

0 0
3

2
22

1
32

~
2
1~

2
1

~
2
1~

2
1~





 

 
Откуда 
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      



  

z

LLzL
d

0

2

,03

2

,02
22

,02
222

~~
2
1~ 


. 

 
Оценим третью компоненту из (1.110), имеем: 
 

      



 

z

LLlL
dMM

0

2

,043

2

,032

2

,03
222

~~
4
1~ 


. 

 
И наконец, для четвертой компоненты из (1.110), получим оценку: 
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134 2,  . 

 
Оценивая каждое слагаемое  zwi , и подставляя в (1.111), при этом 

используя очевидное неравенство: 
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Получим, 
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Собирая все оценки, полученные для четырех компонент (1.110) и для 

удобство обозначим: 
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тогда 
 
        )(4321 zzzzz   , 

 
и для функции  , получим оценку 
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i
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где  4321

2 ,,,,   . 
Введем новую функцию: 
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Тогда 
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Применяя неравенство Гронуолла, получим: 
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Тогда из (1.112), получим, что 
 

       
 lH

ffС
2,0

21221

1
 , 

 
где константа 0C , и имеет вид (1.109). 

Явное выражение для константы C  в результате последовательных 
вычислений имеет вид: 
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1.4 Оптимизационный метод решения обратной задачи в 

квазистационарном приближении 
Если в системе уравнений Максвелла (1.9) токи смещения намного меньше 

токов проводимости, то квазистационарное приближение системы уравнения 
Максвелла имеет вид: 

 















.0,0

,),,(,0,0 3
3213

tErotH
t

RxxxxjEHrot cm




   (1.113) 

 
Здесь:  *321 ,, EEEE  ,  *321 ,, HHHH   - векторы напряженности электрического 
и магнитного полей;   - магнитная проницаемость среды;   - проводимость 
среды; cmj  - плотность сторонних токов. 

Рассмотрим геофизическую модель среды состоящая из двух 
полупространств:  0, 3

33  xRxR  - воздух;  0, 3
33  xRxR  - земля. 

Пусть источник стороннего тока cmj  имеет вид: 
 

),()()()0,1,0( 31
* txxgj cm       (1.114) 

 
где: )( 1xg  - функция, описывающая поперечный размер источника, )( 3x  - 
дельта функция Дирака. 

Задание стороннего тока в виде (1.114) соответствует мгновенному 
включению тока, параллельно оси 2x , по времени порядка 10-50 нс 
(наносекунд). 

На границе 03 x , коэффициенты  ,   имеют конечный разрыв (в воздухе 
они постоянные =0, а в земле считаем гладкими и ограниченными 
функциями), поэтому требуем выполнения условий: 

 
,00 33   xjxj EE  2,1,00 33

  jHH xjxj                                 (1.115) 
 

считаем, что до момента времени 0t  поле отсутствует: 
 

  0, 0 tHE ,   00 t
cmj                                                             (1.116) 

 
Прямая задача: Найти  *321 ,, EEEE  ,  *321 ,, HHHH   как решение задачи 

(1.113)-(1.116) при заданных коэффициентах  , . 
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Пусть относительно решения прямой задачи известна дополнительная 
информация вида: 

 
)(03

tfE jxj  ,   2,1j                                                                (1.117) 
 
Обратная задача состоит в определении  ,   по известным (1.117) из 

соотношений (1.113)-(1.116). 
Лемма 1.2. Пусть источник электромагнитных волн cmj  имеет вид: 
 

),()()()0,1,0( 31
* txxgj cm   

 
и распространения электромагнитных волн в среде описывается системой 
уравнения Максвелла (1.113), (1.114)-(1.16). При предположении, что 
коэффициенты системы уравнений Максвелла не зависят от переменной 2x , в 
системе останутся ненулевыми только три компоненты 312 ,, HHE . и система 
сводится к уравнению относительно компоненты .2E  

 
Доказательство. Используя определения ротора, распишем систему 

уравнений Максвелла (1.113), окончательно получим систему из шести 
уравнений: 
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При предположении, что коэффициенты системы уравнений Максвелла не 

зависят от переменной 2x , и специальным выбором источника в виде (1.114), в 
системе останутся ненулевыми только три компоненты 312 ,, HHE .  
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В системе (1.118) исключим две компоненты, 31, HH , следующим образом: 

дифференцируем первое уравнение системы (1.118) по t второе уравнение по 3x  
и наконец, третье уравнение по 1x . Выполнив эти преобразования, запишем 
окончательное уравнение: 
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Что требовалось доказать. 
 
Прямая задача: При заданных  ,   и стороннем токе cmj  найти 2E  из 

соотношений (1.119)-(1.121). 
Пусть относительно решения прямой задачи (1.119)-(1.121) известна 

дополнительная информация: 
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Условие (1.122) это след решения прямой задачи (1.119)-(1.121). 
Поскольку 0)( 3 x  в воздухе, то в полупространстве  03 x  рассмотрим 

уравнение эллиптического типа: 
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Добавим к этой задаче условия (1.121). 
Полагая, что функции )(x  зависит от глубины 3x , и применяя 

преобразование Фурье  xFx1
, получим задачу: 
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00 t ,                                                                    (1.125) 
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здесь:    )(,),,( 1312 11

xbFbtxxEF xx    - образы Фурье преобразований функции 

2E  и )( 1xb . 
Будем рассматривать прямую и обратную задачу только при 03 x  с 

условием на границе 03 x  вида: 
 

  )(
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  .                                          (1.127) 

 
Поясним вывод этого условия. Запишем общее решение уравнения (1.123): 
 

   32313 expexp)( xCxCx   ,   Rx3  
 
Условию затухания решения при 3x  соответствует 01 C . 
Из условий сопряжений (1.124) имеем 
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откуда, исключая константу 2C , получим условие (1.127). 

Прямая задача: Найти функцию удовлетворяющую условию (1.127) и 
начальному условию (1.125) и уравнению (1.126). 

Пусть относительно решения прямой задачи известна дополнительная 
информация: 

 
   ,,0 tft  ;     ,0t                            (1.128) 

 
Обратная задача: Найти в области  03 x  коэффициент )( 3x  и функцию 
),( 3 tx  из соотношений (1.126)-(1.127) по известной (1.128). 
Для численных расчётов ограничимся конечной областью  lx ,03  . 
Если считать параметр l  достаточно большим, учитывая при этом условия 

убывания ),( 3 tx  при 3x , то 
 

0
3
lx . 

 
Граничное условие при lx 3  можно аппроксимировать значительно 

точнее: 
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  0
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
lxx  .    (1.129) 

 
Условие (1.129) легко получить по аналогии с выводом (1.127). 
Применим оптимизационный метод для решения обратной задачи в 

квазистационарном приближении. 
Конкретизируем постановку рассматриваемой задачи. Требуется в области 
   TlQ ,0,0   найти решение следующей задачи: 
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Пусть относительно решения прямой задачи (1.130)-(1.133) известна 

дополнительная информация: 
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Приведем задачу (1.162)-(1.165) к удобному виду для численной 

реализации. 
Введем новые переменные [84, с. 186]: 
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и новые функции 
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Тогда задача (1.130)-(1.133) примет вид: 
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0),( tLu ,   ),0( Tt ,                                                         (1.136) 
0)0,( zu ,   ),0( Lz ,   )(lL  .                                          (1.137) 

 
Дополнительные информации имеет вид: 
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)();,0( tfatu  ,   ),0( Tt .                                               (1.138) 
 
Обратную задачу об определении функции )(za  по известной (1.138) будем 

решать оптимизационным методом. 
Пусть )(zq  - приближенное решение обратной задачи. Рассмотрим 

функционал: 
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Минимизируем функционал (1.139) методом наискорейшего спуска. Пусть 

известно приближение   )(zq n , последующие приближения определим из: 
 

      n
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nn qJzqzq  )()(1 .                                                            (1.140) 
 

Здесь n  – коэффициент спуска, который можно определить как в [44, c. 67-68], 
а   nqJ  – градиент функционала. 

Теорема 1.5. Пусть коэффициенты уравнения (1.134) и функция )(tf  
непрерывные функции, тогда градиент функционала (1.139) есть главная 
часть приращения функционала    2

22
,

LL qoqJqJ    и имеет вид: 
 


T

dttztzuqJ
0

),(),()(  ,                                       (1.141) 

 
где функция ),( tz  - есть решение вспомогательной (сопряженной) задачи: 

 
 )(zqzzt  ,   Qtz ),( ,  (1.142) 

0),( Tz ,   ),0( Lz ,  (1.143) 

 )();,0(2
)0(

0

tfqtu
z

z 





















 ,   ),0( Tt , (1.144) 

0),( tL .          (1.145) 
 
Схема доказательства этой теоремы аналогична доказательству теорем 1.1, 

теоремы 1.2. 
Приведем общую схему оптимизационного метода на дифференциальном 

уровне: 
1. Задаем начальное приближение )()0( zq , и решаем прямую задачу (1.134)–

(1.137) полагая в ней )()( )0( zqzq  , находим ))(;,( )0()0( zqtzu . 
2. Вычисляем значение функционала (1.139), если он достиг минимума, то 

примем )()0( zq  за приближенное решение обратной задачи, если нет, то далее. 
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3. Вычисляем краевое условие (1.144) и при )()( )0( zqzq  , и решаем задачу 
(1.142)–(1.145), получим ее решение ))(;,( )0()0( zqtz . 

4. Вычисляем градиент функционала из (1.141), получим  )()0( zqJ . 
5. По формуле (1.140), находим очередное приближение )()1( zq . 
6. Вновь вычисляем значение функционала (1.139), если он достиг 

минимума, то полагаем в качестве приближенного решения функцию 
)()( )1( zqzq  , если нет, то полагая )()( )1()0( zqzq  , возвращаемся к пункту 3. 

 
Замечание. При описании алгоритма оптимизационного метода на 

дифференциальном уровне, мы полагаем, что решение прямой задачи и 
сопряженной задачи в классическом смысле существует, единственно и 
устойчиво. Также полагаем, что для решения прямой и сопряженной задач 
применяются классические методы их решения. 
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2 ОПТИМИЗАЦИОННЫЙ МЕТОД В ОБРАТНЫХ ЗАДАЧАХ 
ГЕОЭЛЕКТРИКИ В ЧАСТОТНОЙ ОБЛАСТИ 

 
В данном разделе рассматривается уравнение геоэлектрики в частотной 

области. Постановка задачи следует из уравнения геоэлектрики с применением 
преобразования Лапласа по переменной t . В случае слоистых сред возможно 
применения аналитических методов. В связи с этим использован известный 
метод послойного пересчета для уравнения Риккати, например этот метод 
изложен в работах А.Л.Карчевского [39-42].  

В этом подразделе алгоритм послойного пересчета применен для обратной 
задачи геоэлектрики в частотной области, в случае когда неизвестны мощности 
слоев и их значения в слоях. Для обратной задачи геоэлектрики в частотной 
области доказано существование производной функционала невязки по 
координате точки разрыва среды, и получены аналитические выражения для 
этой производной [67]. Модель среды – горизонтально-слоистая. 

 
2.1 Постановка обратной задачи в частотной области 
Приведем постановку обратной задачи в частотной области, 

рассмотренной в работе [41-42]. 
Рассмотрим слоистую среду lN  с границами раздела kz  ( lNk 0,= ), 0=0z ; 

последний слой 1lN , будет подстилающий полупространства ),[ 
lNz , а ,0]( , 

обозначено полупространство - воздух. Обозначим m -ый слой, как интервал 
],[ 1 mm zz  .  

Геоэлектрический разрез имеет значения:  0  - диэлектрической 
проницаемости,   - проводимости и магнитной проницаемости 0 , 

12
0 108,854=   Ф/м и 7

0 104=   Г/м. Известно, что значения   изменяется в 
диапозоне [1;80], а магнитная проницаемость постоянна 1= . 

В случае горизонтально-слоистой,  ,   - кусочно-постоянные функции и 
z  ( ),( z ). 

В качестве источника стороннего тока рассмотрим длинный кабель, 
протянутый вдоль оси y и и подвешен над поверхностью на высоте *z . 
Повторяя те же рассуждения, которые мы провели в разделе 1, для компоненты 

),,(2 zxtE  получим уравнение второго порядка [84, c. 180]: 
 
























2
2

2

2
2

2
2

2
2

2 1
z
E

x
E

t
E

t
E


 . 

 
Проделав преобразование Фурье по переменной x  и по переменной t , 

получим уравнение: 
 

 0,=)( 000
22 uiuzz    (2.1) 
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имеет место условия склейки в точках разрыва , 
 

 lkzzkz Nkuu 0,=0,=][0,=][ . (2.2) 
 
Пусть источник расположен в точке 0* z , тогда в этой точке условия 

склейки имеет вид: 
 

 0**
)(=][0,=][ fuu zzz   (2.3) 

 
Условия затухания на бесконечности:  
 

 )(0  zu , (2.4) 
 
В точке 0z , пусть известна дополнительная информация, являющийся 

следом решения прямой задачи (2.1)-(2.4):  
 ),(

0
gu

z



, (2.5) 

 
Здесь :   и   – параметры преобразования Фурье по переменным x  и t , и z][  
обозначения условия склейки: 0)(0)(=][  zwzww z .  

 
Обратная задача: Найти кусочно-постоянных функций   и  , если о 

решении прямой задачи (2.1)-(2.4) известна информация (2.5). 
Введем обозначения: 
 
  000

222 =,= ir  , 
 

где 0 - фиксированное значение круговой частоты. 
В силу того, что   и   -кусочно-постоянные функции, тогда функция  

 0000
2
0

2
0 = i  тоже кусочно-постоянная функция. Теперь ясно, что 

определив 0  как решение задачи (2.1)-(2.5), можем определить одновременно-
  и   , следующим образом: 

 
.]/[=,]/[= 00000

2
00  ImRe   

 
Будем решать обратную задачу (2.1)-(2.5 оптимизационным методом, суть 

которой состоит в минимизации функционала : 
 

 ,|),(),(0,|=][ 2
000  


 guhJ   (2.6) 

 
Здесь: h  – весовой множитель.  
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Определим скалярного произведения двух комплексных чисел, 
следующим образом: 

 
 ).(

2
1=, 212121 wwwwww   (2.7) 

 
Очевидно, что соотношение (2.7) удовлетворяет всем свойствам 

скалярного произведения. Действительно, пусть ),(= 111 w  и ),(= 222 w , тогда 
имеет место: 212121 =,   ww и для соотношения (2.7) имеет место: 
 

   .==, 212121 wwRewwReww  . 
 
Поскольеу мы рассматриваем слоистые среды, то градиент имеет 

векторный вид, с компонентами: 
 

],,...,,...,[=][ 00
1
00

lNmJJ    
 

где: m
0  – значения функции 0  на интервале ],[ 1 mm zz  . 

Стандартным приемом в работе [41-42], получено выражение градиента 
функционала невязки (2.6), запишем ее окончательный вид: 

 

dzuhjjjjJ
mz

mz

mlNm  



 




1

10 =),,...,,...,(=][ , 

 
где:   есть решение вспомогательной (сопряжённой) задачи: 

 
0,=)( 0

2  zz  (2.8) 
],)(),(0,2[=][0,=][,1,=0,=][0,=][ 00**

 guNk zzzlkzzkz   (2.9) 
).(0  z  (2.10) 

 
2.2 Алгоритм метода послойного пересчета по определению 

геоэлектрического разреза в горизонтально-слоистой среде (в частотной 
области) 

 
Для определения решений прямой задачи (2.1)-(2.4) и сопряжённой задачи 

(2.8)-(2.10) применим метод сведения дифференциального уравнения второго 
порядка к решению уравнения Риккати [3-4; 41-42]. Вкратце приведем 
известный алгоритм послойного пересчета по определению геоэлектрического 
разреза в горизонтально-слоистой среде (в частотной области), рассмотренной в 
работе [41-42]. 

Введём функцию s  при помощи соотношения: 
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 ),()(=)( zuzszuz  (2.11) 
 
Очевидно, что уравнение (2.11), удовлетворяет уравнению Риккати 
 

 .= 22 rss   (2.12) 
 
В каждом интервале ],[ 1 mm zz   решение уравнения (2.12)  имеет вид: 
 

,
)()(
)()(=)( )(2

)(2

m
mmzzmr

m
m

m
mmzzmr

m
m

m rsers
rsersrzs








 

 
Это имеет место в случае вычисления «справа-налево», и в 

противоположную сторону, определяется соотношением: 
 

)1(211

)1(211

)()(
)()(=)( zmzmr

m
m

m
m

zmzmr
m

m
m

m

m ersrs
ersrsrzs 




 , 

 
Здесь: 

mzz
m ss =|= , а mr  – кусочно-постоянная фукция определенная на интервале 

],[ 1 mm zz  , 0][ mrRe . 
Вычисления со слоя на слой определим к точке *z  определяют рекурентно. 
В силу условие затухания на бесконечности (2.4), получим: 
 
 ).,[,=)( 1   lNlN zzrzs  
 
Используя (2.2), получим условие склейки 
 

 0.=][
kzs  (2.13) 

 
Тогда  

 
 1= 

lN
lN rs  

 
и вычисление значений ms  «справа-налево» определяются из соотношения: 

 

 .=,
)()(
)()(= 12

2
1





 



mmm

m
mmhmr

m
m

m
mmhmr

m
m

m
m zzh

rsers
rsersrs  

 
Вычислив ее, нетрудно получить и значение 0*=

* |= zzss . 
По аналогии , учитывая условия затухания на минус бесконечности (2.4) 

имеем: 
 
 ].,(,=)( *0 zzrzs   
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Таким образом: 
 
 00*= =| rs zz  . 
 
В силу условия (2.13) в точке *= zz  вычислим значение 
 
 .)(=|

0
*

0*

*= rs
fuu zz 


  

 
Затем интегрируя уравнение (2.11) на интервале ,0][ *z , получим: 
 

 
)()(

2=|
0

0*2
0

0

*
0*0

0= 0

0

rsers
eruuu zr

zr

z 
 



 

 
По аналогии, интегрируя на каждом интервале ],[ 1 mm zz   уравнение (2.11), 

получим решение прямой задачи (2.1)-(2.4): 
 

.
)()(
)()(=)(),(=)( 2

)(2
)1(1

m
mmhmr

m
m

m
mmzzmr

m
m

zmzmrm

rsers
rsersezlzluzu







  (2.14) 

 
Аналогично, для сопряженной задачи (2.8)-(2.10) как и прямой задаче 

(2.1)-(2.4) легко определить, что  
 

 
0

0
0

0=
]),(),(0,2[=|

rs
gu

z 





 . 

 
Тогда на отрезке ],[ 1 mm zz   

 
 ).(=)( 1 zlz m  (2.15) 

 
Из соотношения (2.14) и (2.15) для компонент градиента функционалов 

невязки ][ 0J  (  ,= ),  аналитические выражения следуют из соотношения: 
 

  ,
)()(

= 22

11

1 m
mmhmr

m
m

mmmmz

mz
rsers

Rudzu
 





   

 
Здесь: 

 

   .))((2)()(
2

1= 2222
2

mhmr
m

m
m

m
mm

mmhmr
m

m

m

mhmr
m ersrshrsers

r
eR 



  
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2.3 Дифференцируемость функционала невязки по координате точки 
разрыва среды в обратной задаче геоэлектрики 

Теорема: Существует производная функционала невязки по координате 
точки разрыва среды [67]. 

Доказательство. Доказательство дифференцируемости функционала 
невязки по координате точки разрыва среды заключается в следующем: 
доказывается, что производные справа и слева существуют и они равны между 
собой : 

 
     

z
zfzzfzf ss

zs 





lim
0

. 

 
Функционал невязки: 
 
   



20 fuzJ s . 

 
  - кусочно-постоянная,  i 0

2 ,   22r . 
Введем  , её разрывы в точках совпадают с   кроме местоположения 

разрыва в точке sz . 
 
 ~u ,  ~ u  
 

           






fufufufu
hh

zJhzJ ss 0001 .    (2.16) 

 
Здесь и везде ниже черта сверху обозначает комплекснозначное 

сопряжение. В выражении (2.16) добавим и отнимем   fufu  
00 . В 

результате получим: 
 

           






fuuuuufu
hh

zJhzJ ss 0000001 .   (2.17) 

 
Введем обозначения hw

h
uu




00

. 

Для (2.17) необходимо доказать предельный переход: 
 
             

  













wfu

fuwwfufuwwfu
h

zJhzJ
hhh

ss

0

00
0

00

Re2

?

  (2.18) 

(когда uuh  ,0  ). 
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Нетрудно получить постановку задачи для функции hw : 
 

 

    













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








.0

,0,0

,0
2

2

zh

kzhkzzh

hzzh

w

ww

u
h
rwrw

        (2.19) 

       
szsz iiir    0

2
0

22
0

222 . 
 
Введём функцию на рассмотрение v

zd
dwh  . 

Тогда дифференциальное уравнение из (2.19) сводится к системе 
дифференциальных уравнений первого порядка: 
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w
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d

hh

 или FAUU
zd

d
 . 

 
Пусть 00 ||  

szzsszz UUU , последнее равенство имеет место в силу условий 
склейки для функций v  и hw . 

Используя метод вариации произвольной переменной, напишем решение: 
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Положим hzz s  , тогда  du
h
reeUeU
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Так как u , w  непрерывны, то получим 
00 


hszzhszz

UU . 

Запишем разницу    dure
h
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Здесь можно перейти к пределу при 0h . Поскольку под интегралом 
непрерывная функция, получим: 

 

 

0,
0
1

                     0                                   

                     

.
0
1

)(1

2

2)(

00




























 

hur

dure
h

eUEeUU

szz

hsz

sz

szAAh
s

Ah

szzhszz


 

 
Таким образом, скачок матрицы U  равен: 
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  
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где 
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      (2.20) 

 
w  - предел 

h
uu

w f

h




0
lim . 

Следовательно, доказали существование производной функционала 
невязки  szJ   справа. 

Введем функцию 
h

uuwh


  , которая, как нетрудно видеть, удовлетворяет 

задаче: 
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        (2.21) 

 
Перепишем (2.21) в виде системы двух уравнений: 
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где 

z
wv




 . 

Пусть 00 ||  
szzsszz UUU , как и ранее, последнее равенство имеет место в 

силу условий склейки для функций v  и hw . Решаем уравнение (2.22) на 
интервале  ss zhz , , тогда решение уравнения получим в следующем виде: 
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В силу условий склейки 

00 


hszzhszz
UU . Запишем разность и осуществим 

предельный переход по h : 
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По определению  
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Следовательно, доказали существование производной функционала 

невязки  szJ   слева. 
Очевидно, что производные слева и справа равны, следовательно, 

производная существует и даётся формулой (2.18), где функция w  есть решение 
задачи (2.20). 
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3 ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИОНАЛА НЕВЯЗКИ В ОБРАТНОЙ 
ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ  

 
В данном разделе на примере обратной задачи для системы 

дифференциальных уравнений теории упругости в смещениях доказано 
существование производной функционала невязки по координате точки 
разрыва среды, и получены аналитические выражения для этой производной 
Модель среды – горизонтально-слоистая. Результаты данного раздела 
опубликованы в работе [31].  

 
3.1 Постановка обратной задачи для уравнения теории упругости (в 

смещениях) 
 
Рассмотрим слоистую среду lN  с границами раздела kz  ( lNk 0,= ), 0=0z ; , 

последний слой 1lN , будет подстилающий полупространства ),[ 
lNz , а ,0]( , 

обозначено полупространство- воздух. Обозначим m -ый слой, как интервал 
],[ 1 mm zz  .  

 
Пусть каждый слой имеет следующие физические свойства: упругие  

постоянные- mjklC  и плотностью_  , как кусочно-постоянные функции по  
переменной z , <<0 z . 

 
Считаем, что в начальный момент времени 0=t , источник 
 

 ),,()( *zzyxtF  ,  kzz * , (3.1) 
 

помещен в одном из слоев и возбуждает в среде упругие колебания.  
kzz * . 
 
Запишем систему дифференциальных уравнений теории упругости (в 

смещениях): 
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













    

.R,RR),,(=,31,= 2
321   txxxxm  

 
Начальное условие: 
 

.1,3=0,=| 0< mv tm  
 
Краевые условия: 
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.31,=0,=)(
0=3

33

3

1=,
j

x
vxC

xk

l
jkl

lk 
  

 
Смысл этого условия состоит, в том, что отсутствуют нормальные 

напряжений на поверхности 0=3x . 
 
В узлах разрывов, ставим условия: 
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Здесь и в дальнейшем для удобства, будем полагать, что xx =1 , yx =2  и zx =3 . 

Для констант lkjmC , имеют место соотношения 
 

,=,=== lkjmpqjmlkkljmlkmjlkjm CCCCCC  
 

и обозначим: 
 
 ),(=),(= lkpjmq  
 
(11)→1, (22)→2, (33)→3, (23)=(32)→4, (13)=(31)→5, (12)=(21)→6. 
 
В силу этих соотношений матрица модулей упругости превратится в 

симметричную квадратную матрицу }{= pqCC  размерности 6. 
Применив преобразование Лапласа по t , и Фурье по x  и y  
 

 ,31,=,),,,(=),,,( )21(

0
21 mtdydxdetzyxvepzu yxi

m
tp

m
 


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  

 
Здесь: 1  и 2  – параметры Фурье по горизонтальным переменным, а параметры 
Лапласа:  ip = : 
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Приведем принятые обозначения 
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Здесь: )( pF  – образ Лапласа функции )(tF ; /= ijij Cc  – модули упругости; zg][  
скачок функции g  в точке z : обозначение символом '  у матрицы это матрица 
транспонированная; sg - значение кусочно-постоянной функции в s -ом слое. 

Пусть относительно решения прямой задачи (3.2)-(3.4) известна 
дополнительная информация: 

 
 .1,3=),,,(=|),,,( 21,00=21 jpupzu jzj     (3.5) 

 
Полагаем, что функция   кусочно-постоянна и известная. 
Обратная задача: Найти неизвестные приведённые модули упругости jic  

и координаты точек разрывов сред kz , если о решениии прямой задачи (3.2)-
(3.4) известна информация (3.5). 

Обратная задача может решаться численно при помощи минимизации 
функционала невязки 
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210,21

3

1=

|),,(),0,,(|= pupuJ jj
j




  (3.6) 

 
(здесь и везде ниже черта сверху над какой-либо величиной будет означать 
комплексное сопряжение). 

 
3.2 Доказательство существования производной функционала невязки 

для системы дифференциальных уравнений теории упругости 
Теорема 3.1. Существует производная функционала невязки по 

координате точки разрыва среды и она имеет вид: 
 

  ,),0,,()),,(),0,,(2(R= 21210,21
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pwpupueJ
z jjj
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где jw  ( 31,=j ) являются элементами вектор-столбца 
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который удовлетворяет следующей прямой задаче: 
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Доказательство. Фиксируем все точки kz  кроме sz . 
Будем рассматривать кусочно-постоянные функции   и )( ijc  с нижним 

индексом  , если их значения в слоях совпадают со значениями функций   и 
ijc , все точки разрывов kz  ( Nssk ...,1,1,...,1,=  ) совпадают, функции   и 

)( ijc  в точке sz  непрерывны, а разрыв находится в точке sz  ( 0> ). Также 
рассмотрим кусочно-постоянные функции   и )( ijc  с нижним индексом  , 
если их значения в слоях совпадают со значениями функций   и )( ijc , все 
точки разрывов kz  ( Nssk ...,1,1,...,1,=  ) совпадают, функции   и )( ijc  в точке 

sz  непрерывны, а разрыв находится в точке sz . 
Соответсвующие новым коэффициентам решения прямой задачи (3.2)-(3.4) 

снабдим теми же индексами: U  или U . 
Ниже будем использовать кусочно-постоянные функции )(  и )( , 

которые, например, для кусочно-постоянной функции   действуют по правилу: 
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Рассмотрим правую и левую производные функционала невязки и докажем 

их равенство, отсюда будет следовать существование производной (3.7). 
Итак, для функционала невязки (3.6) мы можем написать 
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Рассмотрим предел справа 
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Нетрудно видеть, что вектор-столбец 
 

,=

3

2

1































w
w
w

W  

 
является решением следующей задачи: 
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где 
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Рассмотрим вектор-столбец 
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z
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и вектор столбец 6-ого порядка 
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тогда дифференциальное уравнение (3.12) можно переписать в следующем виде 

 
 ,= KGVV

z
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
  (3.17) 

 
где матрица G  и вектор-столбец K  6-ого порядка имеют вид 
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Заметим, что из постановки прямой задачи (3.2)-(3.4) следует, что 

выражения: 
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остаются непрерывными при переходе через точки разрыва среды kz . Принимая 
данный факт во внимание, преобразуем выражение для R : 
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Обозначим: 
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Для некоторого фиксированного   система (3.17) может быть решена. 

Пусть 
 

,=| 0= sszz VV   
 

где sV  – известное значение, тогда, принимая во внимание условия склейки 
(3.14), получим 
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Решение матричного уравнения (3.17) на интервале ],[ ss zz  может быть 

записано в следующем виде: 
 


















































 





 


 d
RR

z
ee

R
VeV szG

z

sz

szzG

szz
s

szzG

00
1

0
1= 21)()(

0=

1)(  



































 

 


 d
RR

Gee
R

Ve szG
z

sz

szzG
s

szzG

00
1

0
1= 21)()(1)(  

.1
0

1=
1

1
21

1
)()(1)( 


 d

RA
RRABi

ee
R

Ve szG
z

sz

szzG
s

szzG







 

















  

 
Положим в этом выражении szz = : 
 

.1
0

1=|
1

1
21

1
)()(

0=

1)(
0= 








 d
RA

RRABi
ee

R
VeV szG

sz

sz

szzG

szz
s

szzG

szz 






 























   

 
Примем во внимание условия склейки (3.15), получим 
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Запишем разность: 
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Компоненты вектор-столбца, находящегося под интегралом, могут быть 

преобразованы к следующему виду: 
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(здесь принято во внимание, что значения матриц с индексом   в интервале 

],[ ss zz  равны значениям матриц в s -ом слое). 
Под интегралом находятся ограниченные и непрерывные на интервале 

],[ ss zz  функции, следовательно, можем перейти к пределу 0 . Очевидно, 
что 
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Обозначим 
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где rW  – производная справа. 

Из (3.18) получим 
szV ][ , откуда, вспоминая определение вектор-столбца V , 

можем записать: 
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Из (3.12)-(3.16) после перехода к пределу и из (3.19) получим, что rW  есть 

решение следующей прямой задачи: 
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Таким образом, показали существование производной справа: 
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где rjw ,  ( 31,=j ) являются элементами вектор-столбца rW . 

Рассмотрим предел слева 
 

,][][
lim

0 




ss zJzJ 

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и задачу, решением которой он является 
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где 
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Далее, действуем так, как было показано выше: 
• вводим вектор-столбец 
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и вектор столбец 6-ого порядка 
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сводим систему дифференциальных уравнений второго порядка (3.25) к 
системе дифференциальных уравнений первого порядка для вектор-столбца V ;  

• положим sszz VV =| 0=  ; 
• используем условия склейки (3.28), получаем 0=| szzV ; 
• записываем решение системы дифференциальных уравнеий первого 

порядка на интервале ],[ ss zz   и получаем 0=| szzV ; 
• используем условия склейки (3.27), получаем 0=| szzV ; 
• получаем выражение для разности 0=0= ||   szzszz VV ; 
• переходим к пределу 0 , 
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где lW  – производная слева.  

В результате этих действий и из (3.25)-(3.29) после перехода к пределу 
получим, что lW  есть решение прямой задачи 
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),(00,=
0=












 zWiBWW
z

A l

z

ll  (3.33) 

 
Таким образом, показали существование производной слева: 
 

 ,),0,,()),,(),0,,(2(R= 21,210,21

3

1=
pwpupueJ

z ljjj
jls













   (3.34) 

 
где ljw ,  ( 1,3=j ) являются элементами вектор-столбца lW . 

Поскольку постановки задач (3.20)-(3.23) и (3.30)-(3.33) совпадают, то 
 

.= WWW lr   
 
Существование правой rW  и левой lW  производных означает, что функция 

U  непрерывна слева и справа в окрестности точки sz ; поскольку 
 

,=lim=lim
00

UUU 



 

 

 
то функция U  непрерывна в точке sz . 

Таким образом, поскольку правая (3.24) и левая (3.34) производные равны, 
следовательно, существует производная и она равна (3.7). 

Что требовалось доказать. 
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4 ИССЛЕДОВАНИЯ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ В 
ОПТИМИЗАЦИОННОМ МЕТОДЕ 

 
В этом разделе рассматриваются алгоритмы численного решения обратных 

задач геоэлектрики на дискретном уровне. В работах Б.Рысбайулы в 
соавторстве [55-58], а также в серии работ А.Л.Карчевского [82-83], показано, 
что эффективно построить вспомогательную (сопряженную) задачу на 
дискретном уровне, которая будет сопряжена на разностном уровне к исходной 
дискретной прямой задаче. Подробный сравнительный анализ традиционного 
подхода и дискретного на ряде численных примером изложено в работе 
А.Л.Карчевского [82]. 

В этой работе А.Л.Карчевским приведены следующие схемы в способе 
выведения градиента функционала: 

I. Пусть p  – приближенное решение обратной задачи. Придав приращение 
pp  , а затем вычислив приращение функционала невязки, находим градиент 

функционала, как главную часть приращения функционала. Запишем в 
операторном виде:    ,puApJ   где   - есть решение соответствующей 
сопряженной задачи. Все полученные формуле при выводе точны, так как они 
строго математически выведены.  

II. Используем все готовые рабочие формулы полученные в предыдущем 
пункте, которым относим исходную задачу, сопряженную задачу, сам 
функционал и ее градиент. Тем или иным способом аппроксимируем все 
рабочие формулы.  

III. В этом случае все выкладки получения дискретного аналога градиента 
проводим на дискретном уровне в сеточном пространстве, по аналогии как в 
первом способе. 

Из этой схемы расчетов получения аппроксимации сопряженной задачи во 
втором случае, нет гарантии, что дискретный аналог сопряженной задачи будет 
соответствовать (согласована) к исходной.  

В связи с этим мы отдаем предпочтение третьему способу. Для этого мы 
получили градиент и соответствующей ей сопряженную задачу на дискретном 
уровне. 

Используя эту методику построения согласовано-сопряженных разностных 
схем, во втором подразделе нами построены консервативные разностные схемы 
рассматриваемых обратных задач для уравнения геоэлектрики в разделе 1. 

 
4.1 Консервативные разностные схемы решения прямой и 

сопряженной задачи 
В подразделе предложена методика построения сопряжено-согласованных 

разностных схем для оптимизационного метода. При численном решении 
обратных задач оптимизационным методом, в результате построения градиента 
функционала и сопряженной задачи, возникает необходимость аппроксимации 
полученных формул на дифференциальном уровне. При прямой аппроксимации 
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сопряженной задачи, тем или иным разностным методом, нарушается свойство 
консервативности разностной задачи в целом. 

Для ясности рассуждений, мы построим согласованные сопряженные 
разностные схемы на примере решения обратной задачи для уравнения 
параболического типа (квазистационарное приближение).  

Действуем по указанной схеме. 
1-этап. Рассмотрим постановку оптимизационной задачи на 

дифференциальном уровне и выпишем все рабочие формулы. 
 
















).()0,(
,0),(

),(),0(
,)(

0

1

xuxu
tLu

ttu
uxquu

x

xxt

          

.0
,0
,0

,0,0

Lx
Tt
Tt

TtLx







  (4.1) 

 
Пусть относительно решения прямой задачи (4.1), известна 

дополнительная информация: 
 

),();,0( tfqtu       Tt 0   (4.2) 
 
Обратная задача: По известной дополнительной информации (4.2), найти 

функции ),(xq  ))(;,( xqtxu из соотношений (4.1). 
Пусть )(xp  - приближенное решение обратной задачи. Рассмотрим 

функционал: 
 

  
T

dttfptupJ
0

2)();,0()(   (4.3) 

 
Пусть )()( xpxp  , );,();,( ptxupptxuu    
Приращение функционала имеет вид: 
 

  ).||(||0)();,0(),0(2)()()( 2

0

pdttfptutupJppJpJ
T

    

 
Градиент функционала (4.3) имеет вид: 
 


T

dttxtxuxpJ
0

),(),())((  ,  

 
где ),( tx  - есть решение сопряженной задачи: 
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2-этап. Согласно схеме, для всех готовых рабочих формулы из алгоритма 

оптимизационного метода тем или иным способом аппроксимируем 
разностным аналогом. 

Приведем численное решение оптимизационной задачи формальной 
аппроксимацией 

Пусть )( ixg - приближенное решение обратной задачи (4.1). 
Аппроксимируем задачу (4.1) разностной схемой: 
 

,11   j
i

j
xxt g     hji tx ),( , 

),(1
1

0, tj
x              ,10  Mj                                            (4.4) 

01 j
N ,              ,10  Mj  

)(0
0

ii xu ,          Nj 0 . 
 
Пусть известна дополнительная информация 
 

)(0 j
j tf , Mj 1 . 

 
Рассмотрим функционал: 
 

    





1
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2
0

M
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j
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j
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Аппроксимация градиента функционала, примем в виде: 
 

  





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0

M

j

j
i

j
iih gJ  , (4.5) 

 
где j

i  - есть решение сопряженной задачи: 
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3-этап. Согласно общей схеме получим формулы для вычисления 
градиента и сопряженной задачи на разностном уровне, повторяя все выкладки 
которые мы провели на первом этапе. 

Пусть )( ih xp - приближенное решение обратной задачи. Аппроксимируем 
задачу (4.1) явной разностной схемой: 

 
,11   j

i
j
xxt ypyy      hji tx ),( , 

),(1
1
0, j

j
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01 j
Ny ,                ,10  Mj  

),(0
0

ii xuy               ,0 Ni   
 

где:    hh ;  NLhNiihxih  ,,0, ,  MTMjjt j /,,0,    - 
сеточные области. 

Пусть известна дополнительная информация: 
 

)(0 j
j tfy  , Mj 1 . 

 
Рассмотрим дискретный аналог функционала (4.3): 
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Зададим приращение h

i
h
i pp  ,    h

i
j

i
h
i

h
i

j
i

j
i pyppyy   . 

Для приращения j
iy  получим разностную задачу: 
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Градиент функционала: 
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где j

i  - есть решение сопряженной задачи: 
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Теперь сравнивая дискретной аналог оптимизационного метода и 

формальной аппроксимации, мы видим различия как градиента (см. формулы 
(4.4) и (4.7), так и сопряженных задач (см.(4.5) и (4.7)). Почему так происходит, 
выясним в следующем подразделе. 

 
Теорема 4.1. Разностная схема (4.6) для вспомогательной задачи при 

формальной аппроксимации является не сопряженной к исходной разностной 
задаче (4.4). 

 
Доказательство. Рассмотрим разностную схему, при формальной 

аппроксимации, т.е. сопряженную задачу (4.6): 
 

,11   j
i

j
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,0M
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,01 j
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][2 11
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1
0,

  jjj
x f ,         .1...,,Mj      (4.11) 

 
Умножим (4.8) на j

i  и суммируем по j  от 1 до M , по i  от 1 до 1N  
рассмотрим скалярные произведения: 
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Раскроем соотношения (4.12) в отдельности левую и правую часть, 
получим: 
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Используем разностный аналог интегрирования по частям 
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Соотношение (4.13) примет вид: 
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Далее продолжим, рассмотрим правую часть (4.12) 
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Используя формулы суммирования по частям, имеем: 
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Раскрывая суммы, получим 
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Сокращая одинаковые члены, и объединяя суммы, получим 
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Выделим разностные производные 0,0, , xx  , для этого добавим и вычислим 

1
00
jj : 
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Используя условие (4.11), и задавая условия 00, x , запишем последнее 

соотношение иначе: 
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Проведем замену индексов 1'  jj , и задавая условие 0j

N  и учитывая, 
что 01 j

N , получим 
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Преобразуем выражение для 1S : 
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Для выражения 3S  имеем: 
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Таким образом, после ряда преобразований для 1S , 2S , 3S , соотношения 

(4.12) окончательно примет вид: 
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Для приращения i , имеем задачу: 
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В полученной задаче исчезла вариация в (.) i , т.е. начальное условие. 

Таким образом, вспомогательная разностная задача (4.6) не сопряжена к 
исходной разностной задаче (4.4). 

Что требовалось доказать. 
 
Замечание 
1. Если использовать формальную аппроксимацию готовых формул, то 

необходимо пересчитать начальное условие заданное в (.) 0x , в точке 1x  
(используя например разностную аппроксимацию в (.) 0x  исходного уравнения). 
А также необходимо задать условие для соопряженной задачи в (.) 1Nt , т.е. 

1N . Так как попытка задать условие в (.) Nt - приводит к смешении начального 
условие исходной задачи на шаг. 
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2. Если использовать дискретную аппроксимацию, то в ней уже учтено, 
что для сопряженной задачи мы задаем условие в точке (.) 1Nt , и сдвига индекса 
для исходной задачи в начальном условии не происходит. 

 
4.2 Согласованно-разностная схема решения прямых и обратных 

задач для уравнения геоэлектрики 
Убедившись в подразделе 4.1, что необходимо следовать схеме 2-этапа, мы 

построим согласованно-разностные схемы для обратных задач, изученных нами 
в разделе 1. 

 
Дискретный аналог оптимизационного метода решения обратной задачи 1 
Конкретизируем постановку прямой задачи в случае линейного источника. В 
области    TLQ ,0,0   найти решение  tz,  из соотношений: 

 

  LzTttzg
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
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 ,             (4.14) 

0,0 00   ttt  ,                                                                      (4.15) 

)(1
)2(

0

tf
z

z 





, 0Lz .                                                              (4.16) 

 
Дополнительная информация: 
 

    Tttft  0,;,0  .                                             (4.17) 
 
Суть обратной задачи 1 состоит в определении коэффициента  z  и 

  ;, tz  из соотношений (4.14)-(4.16) по известной дополнительной информации 
(4.17). Обратную задачу решаем оптимизационным методом. Приведем 
окончательные формулы, приведенные в разделе 1, полученные на 
дифференциальном уровне: 

1. Функционал:  
 

       
T

dttftpJ
0

2;,0  ,                                                (4.18) 

 
где  zp  - приближенное решение обратной задачи 1. 

2. Градиент функционала: 
 

         
T
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tt

k ndtptzptzpJ
0

...,2,1,;,;,                              (4.19) 

 
3. Сопряженная задача: 
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     0,,;,020  tLfptzz  ,                                             (4.21) 
0,0   TttTt  .                                                                   (4.22) 

 
Далее получим формулы (4.18)-(4.22) на дискретном уровне. Для этого 

поступим следующим образом: 
а) Область непрерывного изменения аргументов    LTQ ,0,0   заменим 

сеточной   MTNLhMjNijhih   ,,,0,,0,, . 
Аппроксимируем задачу (4.14)-(4.16) разностной схемой: 
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Дополнительная информация:  
 

  Mjfpy j
i

j ,2,0  . 
 
б) Рассмотрим дискретный аналог функционала (4.18), например 

следующего вида: 
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в) Зададим приращение ii pp   и    ij

iii
j

ii pyppyy   . Относительно 
приращения iy , получим разностную задачу:  
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0,,0,0 10
10  j

N
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ii yyyyy  .                             (4.24) 
 

г) Умножим обе части разностного соотношения (4.23) на сеточную 
функцию j

i  и суммируем по j  от 1 до 1M  и по индексу i  от 1 до 1N  
получим 

 

          

























1

1

1

1

1

1

1

1

1

1,,

1

1

1M

j

M

j

N

i

M

j

N

i

j
itt

j
iiziz

N

i

j
iti

j
i

j

itti ypyyyp 


 .     (4.25) 

 
Обозначим слагаемые через 1S  в левой части и 32 , SS  в правой части в этом 

соотношении и преобразуем их в отдельности: 
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Здесь обозначено: 
 

11 ,   jjjjjj yyyyyy . 
 
Далее применим к соотношению для 1S , разностные аналоги 

интегрирования по частям: 
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Тогда выражение для 1S  примет вид: 
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Далее сведем к суммированию по индексу j  от 1 до 1M , получим 
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После приведения подобных и переходя к разностной производной для j

i  
имеем: 
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Во втором слагаемом добавим и вычтем значение M
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Учитывая условие (4.24) и полагая, что 0M
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tt  получим 
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Проведем преобразование для выражения 2S , раскрыв разностные 

производные имеем 
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
 







 
1

1

1

1

11
2

1

1

1

1

1
1

111
1

2
11

M

j

N

i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

M

j

N

i

j
i

j
i

j
i

j
i yy

hh
yy

h
yy

h
S  . 

 
Используя разностные аналоги интегрирования по частям, имеем: 
 

 

  .,1

,11

1
00

1
1

1
1

1

1

1
10

11
122





















 
jj

M
j
N

j
i

j
ii

i

M

j

jj
NN

j
i

j
ii

i

yyyz
z

yyyz
zh

S




 

 
Раскрыв скалярные произведения, получим 
 

  
































1

1

1
1

0
1

1
1
1

1
1011

1

1

1
22

11 M

j

jjj
N

j
N

j
N

j
N

jjj
ii

j
ii

i

N

i

j
i yyyyzz

z
y

h
S  . 

 
Введем замену 1'  jj , имеем 
 

  
































M

j

jjj
N

j
N

j
N

j
N

jj
N

i

j
ii

j
ii

i

j
i yyyyzz

z
y

h
S

1

1
10

1
1

1
11

1
0

1

1

1
1

1
122

'

''''''''''' 11  .     (4.27) 

 
Рассмотрим оставшиеся выражении для 3S  
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  


















1

1

1

1

12
1

1

1

1
3

1 M

j

N

i

j
i

j
i

M

j

N

i

j
iitt ypyS 


 . 

 
Введем замену 1'  jj , получим 
 
















 
M

j

N

i

j
i

j
i

M

j

N

i

j
i

j
tti yypS

2

1

1

12

2

1

1

1
3

1
'

'




 . 

 
Запишем вспомогательную задачу (разностную сопряженную): 
 

  12

,

11  j
iizztitti yp 


 ,                                               (4.28) 

2,...,2,1,0,0,0 1   MMjNiM
i

M
i  ,                   (4.29) 

   1,...,2,21
00,  Mjfpy j

i
jj

z
.                                       (4.30) 

1,...,2,0  Mjj
N .                                                             (4.31) 

 
Подставляя (4.26), (4.27), (4.28) в (4.25) и учитывая условие (4.24), а также 

(4.29)-(4.31), получим, что  
 

  1
1

2

0112
1 1

i

M

j

iiiij
itti yypJ 







 



 














 . 

 
Дискретный оптимизационный метод решения обратной задачи 2 
Конкретизируем постановку прямой задачи в случае линейного источника. В 
области    TLQ ,0,0   найти решение  tz,  из соотношений: 

 

  LzTttzg
zzttt 













 0,0,,11 2





 ,                    (4.32) 

0,0 00   ttt  ,                                                                              (4.33) 

)(1
)2(

0

tf
z

z 





, 0Lz .                                                                       (4.34) 

 
Дополнительная информация: 
 

    Tttft  0,;,0  .                                             (4.35) 
 
Суть обратной задачи 2 состоит в определении коэффициента  z  и 

  ;, tz  из соотношений (4.32) по известной дополнительной информации 
(4.35). Обратную задачу решаем оптимизационным методом. Приведем 
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окончательные формулы, приведенные в разделе 1, полученные на 
дифференциальном уровне: 

1. Функционал:  
 

       
T

dttfptpJ
0

2;,0 ,                                                (4.36) 

 
где  zp  - приближенное решение обратной задачи 2. 

2. Градиент функционала: 
 

         
T

nn
t

k ntdptzptzpJ
0

...,2,1,;,;,                              (4.37) 

 
3. Сопряженная задача: 
 

    













 



zz

zpz ttt
1 ,                                        (4.38) 

     0,,;,020  tLfptzz  ,                                (4.39) 
0,0   TttTt  .                                                      (4.40) 

 
Далее получим формулы (4.36)-(4.40) на дискретном уровне. Для этого 

поступим следующим образом: 
а) Область непрерывного изменения аргументов    LTQ ,0,0   заменим 

сеточной   MTNRhMjNijhih   ,,,0,,0,, . 
Аппроксимируем задачу (4.32)-(4.34) разностной схемой: 
 

  MjNigyyzypy j
i

j
iizizititti ,2;1,111 2

,,
 


 , 

Mjyyyqyy j
N

jjj
iti ,2,0,,,0 100

10
,

0    . 
 
Дополнительная информация:  
 

Mjfy jj ,2,0  . 
 
б) Рассмотрим дискретный аналог функционала (4.36), например 

следующего вида: 
 

    



M

j

j
i

j fpypJ
1

2
0 . 

в) Зададим приращение ii pp   и    ij
iii

j
ii pyppyy   . Относительно 

приращения iy , получим разностную задачу:  
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  tiizizttt ypyyypy 





  2

,,

11 ,                           (4.41) 

0,,0,0 10
10  j

N
jj

ii yyyyy  .                              (4.42) 
 
г) Умножим обе части разностного соотношения (4.41) на сеточную 

функцию j
i  и суммируем по j  от 1 до 1M  и по индексу i  от 1 до 1N  

получим 
 

          






















 








1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

,,

1

1

.11M

j

M

j

N

i

M

j

N

i

j
ii

j
it

j
iiziz

N

i

j
iti

j
i

j

itti yypyypy 





    (4.43) 

 
Обозначим слагаемые через 1S  в левой части и 2S , 3S  в правой части в этом 

соотношении и преобразуем их в отдельности 
 

      .,,,1

1

1

1
2

1

1

1

1

111

1































 








 





N

i
iii

N

i

M

j

j
i

j
i

j
i

i
j

i

j
i

j
i

j
i

j
i

i

ypyy

yypyyyyS
















  

 
Здесь обозначено: 

 
11 ,   jjjjjj yyyyyy , 

 
Далее применим к соотношению для 1S , разностные аналоги 

интегрирования по частям: 
 

    10,,  yyyy MM  , 
    001,,  yyyy MM   , 

   


 


1

1 1
,,,

M

j

M

j

jjjj yyyy  . 

 
Тогда выражение для 1S  примет вид: 

 

 
    















,,

,1

001

1

1

10
21

ypyyy

yyyS

ii
MM

ii

N

i
i

M
i

M
i  

   
 















,

,,1

001

1

1

10
2

ypypyp

yyyy

ii
MM

i

N

i
i

MM
iii  
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 

.

,11

0110

1

1

1

0 1

11

ypypypyp

ypypy

i
MM

ii
MM

i

N

i

M

j

M

j
i

jj
j

ii

j
i

j
ij

ii




























 








 










 



    

 
Далее сведем к суммированию по индексу j  от 1 до 1M , получим 
 

 

  001101

1

1 1

11

1

010
11

0

1

1
111

iii
M
i

M
iiiii

M
i

M
ii

M
i

M
i

M
ii

N

i

M

j
i

j
i

j
i

M

j
iiii

j
ii

j
i

j
i

M

j

j
ii

j
i

j
i

ypypypypyp

pypyyS









































 











   

 
После приведения подобных и переходя к разностной производной для j

i  
имеем: 

 

  i

N

i

M

j

N

i

MMMM
ititt

j
i yyyyyypyS  













 
1

1

1

1

1

1

10101
1 . 

 
Во втором слагаемом добавим и вычтем значение 00

iiy  , M
i

M
iy  , получим 

 

         .
1

1

0010010

1

1

1

1
1

i

N

i
i

M
i

M
i

M
i

M
i

M
iiiiiii

N

i

M

j
ititti

j

yyyyyy

ypyS























 

 
Учитывая условие (4.42) и полагая, что 0M

i , 0M
tt  получим 

 











1

1

1

1
1

N

i

M

j
tiitti

i ypyS  .                                             (4.44) 

 
Проведем преобразование для выражения 2S , раскрыв разностные 

производные имеем 
 

  .1

11

1

1

1

1

1
1

1
12

1

1

1

1

1
1

1

1

11
1

12



 











































 





M

j

N

i

j
i

j
ii

j
i

j
ii

i

j
i

M

j

N

i

j
i

j
i

i

j
i

j
i

i
i

yzyz
zh

h
yyz

h
yyz

zh
S





 

 
Используя разностные аналоги интегрирования по частям, имеем: 
 



86 
 

 

  .,1

,11

1
00

1
1

1
1

1

1

1
10

11
122





















 
jj

M
j

N
j

i
j

ii
i

M

j

jj
NN

j
i

j
ii

i

yyyz
z

yyyz
zh

S




 

 
Раскрыв скалярные произведения, получим 
 

 

.

11

1
1

0
1

1

1

1

1
1

1
1011

1

1

1
22

jjj
N

j
N

M

j

j
N

j
N

jjj
ii

j
ii

i

N

i

j
i

yy

yyzz
z

y
h

S

































    

 
Введем замену 1'  jj , имеем 
 

 
.

11

1
10

1
1

1
11

1
0

1

1

1
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Рассмотрим оставшиеся выражении для 3S  
 

 






 








1

1

1

1

2
3

1M

j

N

i

j
i

j
i

j
iit ypyS 


  

 
Введем замену 1'  jj , получим 
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Запишем вспомогательную задачу (разностную сопряженную): 
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Подставляя (4.44), (4.45), (4.46) в (4.43) и учитывая условие (4.42), а также 

(4.46)-(4.49), получим, что  
 

  1
1

2

01
1

i

M

j

iij
iti yypJ 







 
 










 . 



87 
 

 
Примечание - Для построения дискретного аналога оптимизационного 

метода для решения обратной задачи 3, из предыдущих результатов, следует, 
что мы уже получили компоненты, вектора в случае одновременного 
определения коэффициентов диэлектрической проницаемости и проводимости 
сред. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
В диссертационной работе для достижения поставленной цели автором 

получены следующие научные результаты: 
- получены формулы вычисления градиента функционала для решения 

обратных коэффициентных задач для уравнения геоэлектрики (с учетом 
влияния воздуха); 

- получена оценка условной устойчивости решения обратной задачи для 
уравнения геоэлектрики, сформулированной в интегральной постановке; 

- получена формула вычисления градиента функционала и доказана её 
дифференцируемость по координате точки разрыва среды для уравнения 
геоэлектрики; 

- доказана дифференцируемость функционала невязки по координате 
точки разрыва среды для системы дифференциальных уравнений теории 
упругости для смещения; 

- получен алгоритм одновременного определения коэффициента и 
координат точек разрыва для уравнения геоэлектрики на основе метода 
послойного пересчёта; 

- доказана согласованность разностного алгоритма сопряженной задачи к 
исходной в дискретной обратной коэффициентной задачи для уравнения 
геоэлектрики (в случае временной области); 

- определен критерии выбора частотной области на основе численного 
решения обратных коэффициентных задач для уравнения геоэлектрики 
методом послойного пересчета; 

- проведены численные расчеты решения обратных задач геоэлектрики во 
временной области с использованием согласованных разностных алгоритмов; 

- приведены инженерно-технические приемы по интерпретации 
радарограмм на основе серии экспериментальных исследований с применением 
прибора «Георадар «Лоза В». 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 
 

Анализ численных расчетов свойств алгоритма оптимизационного 
метода 

 
В этом приложении приведены результаты численных расчетов. 

Исследование математических свойств функционала невязки позволило 
предложить численный метод решения обратной задачи по одновременному 
определению диэлектрической проницаемости и проводимости. 
Работоспособность метода подтверждается примерами восстановления данных 
функций на данных с внесённой случайной ошибкой. Цель приведенных ниже 
численных экспериментов выявить значения параметров функционала невязки, 
которые позволяют решить обратную задачу наилучшим образом. Численный 
алгоритм решения обратной задачи представлен в работе [86]. Нами в 
результате численных экспериментов изучена свойства поведения функционала 
зависимости изменения параметров Фурье и частоты. Определена опорная 
частота и зависимости отклонения от нее выявлено поведение функционала 
невязки. Результаты этих исследований опубликованы в работе [42]. 

 
А1 Анализ усредненных частот 
 
Пусть нам известны для изучаемой среды средние значения 

диэлектрической проницаемости и проводимости.  
 
Напомним обозначение принятое в разделе 2: 
 

)(= 000
222  ir  . 

 
Проведя ряд вычислений, убедимся,  
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Анализируя это убеждаемся: вариация решения прямой задачи зависит от факта 
поведения функции r  при вариации   и  . Причем наибольшее изменение 
значения r  зависит от изменения   и  , т.е в случае 
 

 000
2   и 2 ~ .00

2   
 
Пусть  000

2 = , имеет место: 
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* 

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где: 0  - опорная частота. 

Рассмотрим следующие данные (таблица А1): 
 
Таблица А1 – Значения геоэлектрических параметров  
 

Нумерация 
слоев 

1 2 3 4 5 6 

  18.5 22.8 18.4 19.2 28.3 30.0 
  0.017 0.024 0.016 0.017 0.022 0.024 

kz  0.11 0.21 0.39 0.58 0.82  
 

Зададим средние значения 20=  и 0,020= , нетрудно вычислить что 
8

* 101,12=  . Значение скин-слоя: 
 

 ).(0,842=
00

mhs 


 

 
Фиксируем m  и m  ( 52,=m ), и изменяем величины диэлектрической 

проницаемости и проводимости первого слоя из диапозона: [1;40]1  , 
][0,01;0,03 , задавая 0=  r , в случае 10}7,5,2,1,1/2,1/5,1/7,{1/10,=r . 

Вычисляем значение в каждом случае  
 

2
00 ),(),,0(=  gu  . 

 
Численные расчеты изображены на рисунке А1. 

Из анализа вычислений следует: если значение   намного меньше 
значения 0  то функионал не чуствителен к вариациям 1 , в случае, когда   
больше чем 0 , он не чувствителен к вариациям 1 , т.е он становиться более 
выпуклым вниз. 
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Рисунок А1 – Значение разности наблюдаемого и расчетных величин   
 
А2 Анализ функционала невязки от поведения параметра Фурье 
 
Проведены численные расчеты по экспериментальному исследованию 

поведения функционала в зависмости от изменения параметров Фурье. За 
основу данных геоэлектрического разреза взяты из таблицы А1. 

На рисунке А2 представлены эти результаты. 
Из рисунка А2 видно, функционал становится чуствительным при 

увеличении параметров Фурье. В особенности это заметно на нижних 
фрагментах, овраг становиться растянутым. 
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Рисунок А2 – Анализ функционала для ряда величин параметра Фурье 
 

Для численных расчетов проведено для 430 величин частоты из диапозона 
]/10;10[ 00  , шаг постоянен. 

 
А3 Численные примеры решения обратной задачи в частотной 

области 
 
Вначале вычисляем прямую задачу (2.1)-(2.4), откуда нетрудно определить 

дополнительную информацию. Для анализа берем дополнительную 
информацию ошибочную: 

 

 ,
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1),(=),(~
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Pgg  

 
здесь:   – случайное значение , P  – ошибка в процентах.  

Результаты вычислений приведены ниже на рисунке А3. 
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Рисунок А3 - Информации ),( g  с введением ошибок порядка двацтати 

процентов 
 
Расчеты были проведены для следующих моделей:  
 
Таблица А2 - Среда вторая 
 

Слои  1 2 3 4 5 6 
  20,5 22,7 17,9 22,8 21,0 30,0 
  0,021 0,023 0,020 0,021 0,020 0,025 

kz  0,11 0,22 0,39 0,62 0,82  
 

Таблица А3 – Среда третья 
 

Слои  1 2 3 4 5 6 
  2,05 2,27 2,05 2,08 1,93 2,50 
  0,0021 0,0023 0,0020 0,0021 0,0020 0,0025 

kz  0,48 0,88 1,38 2,00 2,50  
 
Таблица А4 – Среда четвертая 
 

Сло
и  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

  20,2 21,3 22,1 20,4 18,4 16,2 17,8 18,8 22,2 23,3 25,0  
  0,0018 0,0021 0,0020 0,0021 0,0020 0,0018 0,00

19 
0,0021 0,0022 0,0023 0,0025 

kz  0,72 1,53 2,91 3,65 4,45 5,05 6,00 6,65 7,23 8,20  
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Таблица А5 – Среда пятая 
 

Слои 1 2 3 4 5 6 7 8 
  20,2 19,3 20,2 20,9 21,1 19,2 23,4 2,50 
  0,021 0,020 0,021 0,019 0,018 0,019 0,022 0,025 

kz  0,11 0,22 0,33 0,44 0,59 0,72 0,83  
 
Нами принято, координаты границ замыкающих слоев совпадет с 

значениеми скинов-слоев. 
Значения для функционалов, представлены ниже: 
 
Таблица А6 Общая схема моделей 
 

Среды 0  Диапазон частот Количество омега 
Среда первая 8101,12   ]10/10,[ 00   2500 
Среда вторая 8101,12   ]10/10,[ 00   2500 
Среда третья 8101,12   ]10/10,[ 00   2500 

Среда четвертая 7101,12   ]40/40,[ 00   6000 
Среда пятая 8101,12   ]40/40,[ 00   6000 

 
Для начального приближения диэлектрической проницаемости и 

проводимости использовали ее значение в последнем слое. 
Функционал минимизировали следующими формулами [45, c. 323-326]: 
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Решение обратной задачи по определению диэлектрической 

проницаемости и проводимости, представлен ниже на рисунке А4. 
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Непрерывная линия – точные решения, прывистая - приближенное для 
всех указаных моделей сред 

 
Рисунок А4 – Определение геоэлектрического разреза 
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А4 Численные расчеты для решения обратной задачи для уравнения 
геоэлектрики (во временной области) 

В этом подразделе рассматривается тестовая модель для численного 
решения обратной задачи для уравнения геоэлектрики близкой к реальной 
ситуации. Применены алгоритмы оптимизационного метода решения обратной 
задачи 1, подробно описанной в разделе 4.  

Пусть на земной поверхности включается источник стороннего тока cmj , 
имеющий по времени колоколо-образный вид  tr  и длительность воздействия 
порядка двух наносекунд. Там же на этой поверхности в течении примерно 50 
наносекунд измеряется электромагнитное поле (отклик среды), по которому 
требуется определить   на глубине от нуля до 2,2 метра. 

Как ранее отметили в разделе 1, рассмотрим вариант указанной задачи, 
когда   и   зависят от глубины 3x , а источником стороннего тока является 
достаточно длинный кабель, расположенный по центру и протянутый вдоль по 
оси 2x . 

Известно, что: ,0 отн   ,10854.8 12
0 


   отн  0 , ,10257.1 6

0 


   

1отн . Пусть заданы: мощности слоев мxмxмx 2.2,2.1,2.0 3
3

2
3

1
3   - которым 

соответствуют границы раздела сред между однородными средами, в каждой из 
которых считаем, что значения отн  и   - постоянны.  

Проведены численные расчеты для решения прямой задачи, приняв во 
внимание все указанные входные данные. Для решения обратной задачи, нам 
нужна дополнительная информация. Поскольку в результате решения прямой 
задачи, известно нам решение, примем в качестве дополнительной информации 
след решения в точке 0 (рисунок А5). 
 

 
 

Рисунок А5 - Дополнительная информация 
 
Используя общий алгоритм решения обратной задачи оптимизационным 

методом, описанной в разделе 1 (на примере решения обратной задач 1), строим 
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итерационную процедуру метода наискорейшего спуска. Зададим начальное 
приближение для диэлектрической проницаемости (рисунок А6). 

 

 
 

Рисунок А6 - Сплошная линия – точное значение диэлектрической 
проницаемости, пунктирная линия – приближение на итерации 0k  

 
В результате расчетов численного решения прямой задачи и согласованно-

разностной сопряженной задачи (схема действий 2, рассмотренный в разделе 
4), минимум функционала достигнут на итерации k=12 (рисунок А7). 

 

 
 

Рисунок А7 - Сплошная линия – точное значение диэлектрической 
проницаемости, пунктирная линия – приближение на итерации 12k  
 
Отметим, что в расчетах, нами использовалось влияние воздуха, 

технология этого влияния достаточно подробно, с доказательствами изложено в 
разделе 1, как видно на рисунках А6, А7 значения меньше нуля. 

Параметры расчетов: Число узлов по пространственной переменной 50 
узлов (в воздухе), число узлов (в глубину- 200). Время счета всех итерации, 
порядка 9 минут. Рассматривались неявные схемы, абсолютно устойчивые. 

Для подтверждения результатов из подраздела 4.1 , что полезно считать по 
схеме действий 2, проведены серии расчетов. Для наглядности, нами 
рассматривалась обратная коэффициентная задача для волнового уравнения. 

Пусть точное значение коэффициента имеет вид: 
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Обозначим через jp  приближенное значение. 
Результаты определения функции jp  на 1n  итераций приведены на рисунке 

А8. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок А8 – Определение функции jp  

 
Здесь обозначено: Точное значение функции jp  -сплошной линией; значение 
функции по второй схеме действий - пунктирной линией; и значение функции 
по третьей схеме действий точечной линией. 

Серии расчетов и количество итераций равно 1n , для левого рисунка А: 
1n =8, для среднего В: 1n =15, и для правого С: 1n =20. 

Из анализа расчетовследует, что самым эффективным является схема 
действий 3, т.е построение сопряженной задачи на дискретном уровне строго 
согласованной к исходной. Почему это происходит, см. доказательство теоремы 
приведенной в подразделе 4.2. 

 



106 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ B 
 

Экспериментальные исследования с применением георадара в задачах 
идентификации подповерхностных покрытий 

 
В этом приложении приведены инженерно-технические приемы по 

идентификации радарограмм. С этой целью проведены экспериментальные 
исследований по диагностике взлетно-посадочной полосы коммерческого 
аэродрома, расположенного на территории Алматинской области РК, с 
использованием георадара (GPR). По результатам радаграмм проведен анализ 
показывающих причину повреждения (дефекта) верхних слоев выбранного 
участка взлетно-посадочной полосы [68-73; 76]. 

Проведены эксперименты, позволяющие выработать технологию по 
интерпретации георадарных данных. Это позволило провести сравнительный 
анализ результатов данных аналогичных радарограмм и экспериментальных 
исследований. 

 
В1 Постановка технической проблемы 
Постановка задачи состояла в следующем: выявление внутренней 

структуры строения участка взлетно-посадочной полосы (с явным дефектом), 
представленный на рисунке В1. Обследование структуры грунта на предмет 
обнаружения причин дефекта поверхности полосы. Постановка задачи требует 
применения неразрушающего метода, дающего представление о состоянии 
грунта расположенного под рабочей покрытий полосы. 

Экспериментальные исследования проведены: руководителем службы 
безопасности полетов аэродрома полковником А.Оразбаевым, профессором 
К.Т. Искаковым и докторантом PhD Ж.О.Оралбековой [69-71; 76]. 

 

 
 

Рисунок В1 - Взлетно-посадочная полоса и георадар 
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Экспериментальные исследования состояла из следующих частей: 
описание объекта и ее физическое состояние; схема разметки участка полосы 
для проведения георадарных измерений; данные геологических профилей 
исследуемых объектов; экспертное заключение по диагностике (дефекта) 
исследуемого объекта. 

Экспериментальные исследования выполнены геофизическим комплексом 
«Лоза В», с использованием антенны 100см (100МГц), шаг по профилю 10см. 
по первой трассе (отмечена на рисунке 10 красной стрелкой). С использованием 
антенны 150 см. (150 МГц) с шагом 20 см. по второй трассе, указано на рисунке 
В2 синей стрелкой. 

 

 
 

Рисунок В2 - Схема трасс 
 
В2 Данные георадарных экспериментальных исследований объекта 
Ниже на рисунке В3 показан профиль первой трассы: 
 

 
 

Рисунок В3 - Профиль трассы с шагом 10 см. с расстоянием между антеннами 
100 см 

 
Далее на рисунке 12 показан тот же профиль после применения 

низкочастотного фильтра, сглаживающего осцилляции вдоль трассы: 
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Рисунок В4 - Обработка профиля низкочастотным фильтром 
 
На рисунках цифры слева направо по оси абсцисс – это координата в 

метрах, измеренная вдоль профиля, вертикальная шкала справа – время 
регистрации сигнала приемной антенной в нс.  

Далее приведены аналогичные рисунки (георадарный профиль) для второй 
трассы (рисунок В5):  

 

 
 

Рисунок В5 - Профиль трассы с шагом 20 см. с расстоянием между антеннами 
150 см 

 
На рисунке В6 показан тот же профиль, после применения 

низкочастотного фильтра. 
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Рисунок В6 - Обработка профиля низкочастотным фильтром 
 
На обеих радарограммах наблюдается картина, характерная для отражения 

от подземного объекта типа трубы (куполообразные волновые картины). 
Особенно отчетливо картина отражения видна на второй трассе, где вершина 
купола находится в 20м. от начала трассы, а на первой радарограмме вершина 
купола находится в 12м. Следовательно, труба проходит по косой к взлетно-
посадочной полосе. 

Упомянутые выше фрагменты радарограмм, характерные для отражения от 
подземных труб вынесены отдельно на рисунке В7. 

 

 
 

Рисунок В7 - Куполообразные волновые профили на радарограмме, 
характерные для отражения от подземных протяженных объектов, типа труб 
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На рисунке В8 показана амплитуда сигнала по времени [87]. 
Положительная часть отмечено черным цветом и отрицательная часть светлым 
цветом. В зависимости от максимальной амплитуды и ее изменения отмечают 
цветовой палитрой. Например, эта шкала представлена на рисунке 20, где 
максимальное значение амплитуды в положительной полуоси отмечено 
красным, а в отрицательной полуоси – синим. В зависимости уменьшения 
величины изменяется и их тональность по цвету. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок В8 - Амплитуда сигнала по времени 

 
Для вычисления мощности слоев и локализованных предметов, требуются 

значения скорости пробега волн в этих средах. 
В программном обеспечении георадара имеется процедура для вычисления 

этой величины, и определяется из формулы [88]: 
 

 
V

dST
2/122 *4

 , 

 
Здесь: S – разнос антенн, d – величина залегающегося слоя отраженного, 

V - скорости в слоях.  
 

На рисунке В9 приведен годограф скоростей [87]. 

 

1 2 3 
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Рисунок В9 - Годограф 
 

В3 Анализ и выводы экспериментальных исследований (эксперимент 
№1) 

Картины радарограмм визуально похожи на возмущения поверхности 
жидкости плоской волной, фронт которой совпадает с «берегом». 

Основания для проводимой здесь гидродинамической аналогии 
следующие [70]: 

1. Модель распространения электромагнитных колебаний в среде, которое 
используется как базовая модель в радиолокации, совпадает с. уравнениями 
распространения волн поверхности жидкости. В обоих случаях мы имеем дело 
с волновыми явлениями. 

2. Радарограмма получается при последовательной записи отклика среды 
на возмущение при перемещении источника вдоль трассы. При этом расстояние 
между приемной и излучающей антеннами существенно меньше длины трассы. 

3. Представим, что мы одновременно возмутили среду источниками, 
помещенными во всех точках трассы (которые на самом деле мы проходили 
последовательно, одна за другой). Т.е. как будто мы одновременно включили 
столько установок, сколько точек измерения было на трассе 

4. Такое одновременное возмущение многими источниками можно 
трактовать как возмущение поверхности среды плоской волной, падающей на 
поверхность. 

Если на пути волн имеются непроницаемые препятствия, волны их 
огибают и возникают куполообразные волновые картины (рисунки В5 и В6), 
похожие на волновую картину, образующуюся за выступающим из воды 
камнем, например. 

Если препятствия представляют собой нечто вроде ворот, то волна 
проходит в ворота, а за стенами наблюдается  штиль. На рисунке В4 интервал 
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на расстоянии 52 – 54 метра от начала координат – нечто вроде «ворот», скорее, 
«дверей». 

Эти соображения и позволили нам сделать выводы о наличии «трубы» – 
непроницаемой для электромагнитных колебаний препятствия. Основание – 
картина радарограммы похожа на волновую картину в окрестности 
выступающего из воды утеса в предложенной нами здесь гидродинамической 
аналогии. 

На тех же основаниях мы сделали вывод о возможности «щели», узкой 
области под первой трассой, прозрачной для радиоволн. 

Выводы об угасании сигнала сделаны только на основании ослабления 
отраженного сигнала и сравнении соседних участков радарограммы. Там где 
угасание больше – там больше проводимость, а значит, вероятнее всего, 
влажность среды. 

 
В4 Дополнительные экспериментальные исследования (эксперимент 

№2) 
Повторные экспериментальные исследования на вышеуказанном объекте 

(рисунок В10) проведены руководителем службы безопасности полетов 
аэродрома полковником Б.Кулназаровым и докторантом PhD Ж.О.Оралбековой 
[72-73]. 

Экспериментальные исследования состояла из следующих частей: 
описание объекта и ее физическое состояние; новая схема разметки участка 
полосы для проведения георадарных измерений (рисунок В11); данные 
геологических профилей исследуемых объектов; экспертное заключение по 
диагностике (дефекта) исследуемого объекта. 

Экспериментальные исследования выполнены геофизическим комплексом 
Лоза-В, с использованием антенны 100см (100МГц), шаг по профилю 10см. и с 
шагом 20 см. трассам отмеченных на рисунке 20.  

 

 
 

Рисунок В10 - Взлетно-посадочная полоса и георадар (эксперимент 2) 
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Схема Аэродром 2 
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Рисунок В11 - Схема трасс (эксперимент 2) 

 
Данные георадарных экспериментальных исследований объекта 

приведены на рисунке В12. 
 

    

    
 

Рисунок В12 - Данные георадарных экспериментальных исследований 
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В результате проведенного анализа приходим к следующему заключению: 

1 – линейно протяженный объект (трещина, шов, кабель….) 
2 – плотный слой грунта (глина, подсыпка гравия с крупным камнем….) 
3 – железо-бетонный лоток (дренаж, трубы….) 
4 - железо-бетонный лоток (дренаж, трубы….) 
5 – яма, старое русло ручья… 

 
Ниже приведена 3D обработка, полученных профилей (рисунок В13): 

 

 
 

Рисунок В13 - 3D обработка профилей 
 

Замечание. В случае проведения экспериментальных измерений 
параллельных вдоль предполагаемого исследуемого объекта, как видно из 
заключения, мы получаем более подробную картину об исследуемом дефекте 
поверхности аэродрома. Как показало экспериментальные исследования, 
необходимо проведения двух этапов эксперимента, на первом выявляется 
предполагаемый объект, а на втором вокруг этого объекта нужно провести 
тщательные измерения. 

 
Для построения математической модели, в лабораторных условий 

получают синтетическую радарограмму (рисунок В14) верхний фрагмент [88, c. 
49-51], и сравнивают с результатами полевых записей радарограмм (см. 
рисунок В14, нижний фрагмент). 

Для численных расчетов принимаются эти данные, и тем самым 
обосновывается достоверность построенной математической модели. 
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1 – синтетическая радарограмма 
2 - результаты полевых наблюдений 

 
Рисунок В14 – Сопоставление синтетических данных и результатов 

полевых наблюдений 


