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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ. Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ â òåîðèè

ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íà

ýëåìåíòû ìàòðèöû, ïðè êîòîðûõ ìàòðè÷íûé îïåðàòîð äåéñòâóåò íåïðåðûâíî

èç îäíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå, ïðè ýòîì î÷åíü âàæíî

íàéòè çíà÷åíèå íîðìû ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà, â êðàéíåì ñëó÷àå, íàéòè

âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâàõ, èìåþùåå

âàæíîå òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèÿ, âûøåóêàçàííûå ïðîáëåìû

ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè. Ïîýòîìó èññëåäîâàòåëè âûäåëÿþò íåêîòîðûé êëàññ

ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ, è äëÿ îïåðàòîðîâ èç ýòîãî êëàññà èññëåäóþò âîïðîñû

îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè.

Â ðàáîòå [1] ïðèâåäåíà ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ äåéñòâèÿ ìàòðè÷íûõ

îïåðàòîðîâ â 11 ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñî çíà÷åíèÿìè íîðì,

îäíàêî óêàçàíî, ÷òî íàõîæäåíèå êðèòåðèÿ äåéñòâèÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà èç

lp â lq, p > 1, q > 1 è çíà÷åíèå åãî íîðìû â îáùåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Ýòè îïåðàòîðû, èìåÿ ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå, ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè

àíàëîãàìè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, èãðàþùåå î÷åíü áîëüøóþ ðîëü â

ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå ([2, 3]).

Âî âòîðîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî âåêà èññëåäîâàòåëÿìè âûäåëåí îäèí

êëàññ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ � îïåðàòîðû òèïà Õàðäè. Ýòî ñâÿçàíî ñ

ðàáîòîé G.H. Hardy 1925 ãîäà [4], â êîòîðîé óñòàíîâëåíà îãðàíè÷åííîñòü â

Lp(0,∞) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

(Hf)(x) =
1

x

x∫
0

f(s)ds ∀f ∈ Lp(0,∞),

ñ íîðìîé ‖H‖p→p = p
p−1 , 1 < p <∞.

Â ñâÿçè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè ýòîãî ðåçóëüòàòà â

ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ àíàëèçà, íàïðèìåð, â òåîðèè ôóíêöèé, â ãàðìîíè÷åñêîì

àíàëèçå, â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ò.ä. âîçíèêëà

çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà âèäà (K0f)(x) = u(x)
x∫
0

v(s)f(s)ds ñ

íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè u(x) è v(x) â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà. Çàäà÷à

îêàçàëàñü íå ïðîñòîé, òîëüêî â 1969 ãîäó íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà
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èòàëüÿíñêèå ìàòåìàòèêè G. Talenti [5] è G. Tomaselli [6] âïåðâûå óñòàíîâèëè

êðèòåðèè îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà K0 â Lp(0,∞). Â ïîñëåäóþùèå 11

ëåò óñèëèÿìè ìàòåìàòèêîâ B. Muckenhoupt [7], J.S. Bradley [8], Â.Ì.

Êîêèëàøâèëè [9], V.G. Maz'ya [10] áûëè ïîëó÷åíû êðèòåðèè îãðàíè÷åííîñòè

îïåðàòîðà K0 èç Lp(0,∞) â Lq(0,∞) ïðè 1 6 p, q 6∞. Äàæå ïåðâîíà÷àëüíûå

ðåçóëüòàòû G. Talenti è G. Tomaselli, B. Muckenhoupt äàëè íîâûé òîë÷îê

â èññëåäîâàíèÿõ âåñîâûõ òåîðåì âëîæåíèÿ, ñïåêòðàëüíûõ âîïðîñîâ

ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Òàê, íàïðèìåð, â 70-õ

ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà Ì. Îòåëáàåâûì è åãî ó÷åíèêàìè ïîëó÷åíû õîðîøèå

ðåçóëüòàòû â âûøå óêàçàííûõ îáëàñòÿõ ñ ïðèìåíåíèåì ðåçóëüòàòîâ

îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà K0 â Lp(0,∞) ( [11]-[13]). Ñëåäóþùèì øàãîì

ñòàëî èññëåäîâàíèå îïåðàòîðà âèäà

(Kf)(x) =

x∫
0

K(x, s)f(s)ds

ñ íåîòðèöàòåëüíûì ÿäðîìK(·, ·), êîòîðûé íàçûâàþò îïåðàòîðîì òèïà Õàðäè.

Îäíàêî äëÿ òàêîãî îáùåãî âèäà îïåðàòîðà íàéòè êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè

â òåðìèíàõ ÿäðà K(·, ·) äàæå â ïðîñòðàíñòâàõ L2(0,∞) ÿâëÿåòñÿ î÷åíü

òðóäíîé è íå ðåøåííîé çàäà÷åé. Ïîýòîìó èññëåäîâàòåëè âûäåëèëè êëàññ ÿäåð,

óäîâëåòâîðÿþùèõ òåì èëè èíûì ñâîéñòâàì, è äëÿ îïåðàòîðà K ñ ÿäðîì èç

ýòîãî êëàññà óñòàíîâèëè êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè èç Lp(0,∞) â Lq(0,∞),

1 < p, q <∞.
Ïåðâûì èìïóëüñîì â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ðàáîòû F. Martin-Reyes,

E. Sawyer [14], Â.Ä. Ñòåïàíîâà [15]-[18], êîòîðûå óñòàíîâèëè êðèòåðèé

îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ èç

Lp,v â Lq,u, 1 < p, q < ∞, êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, èìååò ìíîãî÷èñëåííûå

ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ. Â 1989 ãîäó Â.Ä. Ñòåïàíîâ

[19] èññëåäîâàë îïåðàòîð K ñ ÿäðîì K(x, s) = k(x− s), ãäå k(·) íå óáûâàåò è
k(x+ s) 6 d(k(x) + k(s)), x, s ∈ (0,∞), d > 1. Â 1989-1990 ãîäàõ Ð. Îéíàðîâ

[20] è íåçàâèñèìî îò íåãî â 1991 ãîäó àìåðèêàíñêèå ìàòåìàòèêè S. Bloom è

R. Kerman [21] èññëåäîâàëè îïåðàòîð K, êîãäà åãî ÿäðî îáëàäàåò ñâîéñòâîì
1

d
(K(x, t) +K(t, s)) 6 K(x, s) 6 d(K(x, t) +K(t, s)),
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x > t > s > 0, d > 1. Îäíî èç âàæíûõ çíà÷åíèé ýòîãî êëàññà

îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïî÷òè âñå èçâåñòíûå

îïåðàòîðû äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé

ëèòåðàòóðå ýòî óñëîâèå, íàëàãàåìîå íà ÿäðî K(·, ·) îïåðàòîðà K, íàçûâàåòñÿ
�óñëîâèåì Îéíàðîâà"è îïåðàòîð K ñ óñëîâèåì Îéíàðîâà ñòàë îáúåêòîì

èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ àâòîðîâ ([2, 22]). Â ðàáîòå [23] Ð. Îéíàðîâûì

áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè è

êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà K äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ÿäåð.

Â 20-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà G.H. Hardy ðàññìîòðåë äèñêðåòíûé àíàëîã

îïåðàòîðà H â âèäå (Hdf)i = 1
i

i∑
j=1

fj è äîêàçàë îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà Hd

â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé lp ñ íîðìîé ‖Hd‖p→p =
p

p− 1
, 1 < p <

∞. Êàê è íåïðåðûâíûé ñëó÷àé, ýòîò ðåçóëüòàò G.H. Hardy èìåë ðàçëè÷íûå

ïðèëîæåíèÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ. Äèñêðåòíûé àíàëîã (Kd
0f)i = ui

i∑
j=1

vjfj

îïåðàòîðà K0 èññëåäîâàëñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè, è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè

ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [24]-[29] ëèøü â 1987-1994 ãîäàõ. Òàêîå çàïàçäûâàíèå íà

äåñÿòêè ëåò ñâÿçàíî ñ äèñêðåòíîñòüþ èçìåíåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {fj}
è {(Kd

0f)i}, êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò ïåðåíåñòè ìåòîäû íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ,

îñíîâàííûå íà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé (K0f)(·). Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
äëÿ îïåðàòîðà Kd

0 óñïåøíî ïðèìåíÿëèñü ìàòåìàòèêàìè ðàçíûõ ñòðàí, òàê

íàïðèìåð, â Êàçàõñòàíå â ðàáîòàõ Ì. Îòåëáàåâà [13], Å.Ñ. Ñìàèëîâà [30]-

[32], À. Ñòèõàðíîãî [33], Ð. Îéíàðîâà, À. Ñòèõàðíîãî [34] è äðóãèõ ïîëó÷åíû

îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ àíàëèçà.

Ïîïûòêà èññëåäîâàòü áîëåå îáùèé ìàòðè÷íûé îïåðàòîð òèïà Õàðäè

(Af)i = ui
i∑

j=1

ai,jvjfj, ai,j > 0 èìååòñÿ â ðàáîòå K.F Andersen è H.P. Heinig

[24], ãäå ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ìàòðèöû (ai,j) äàíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

lp.

Â ïîñëåäíèå ãîäû â ðàáîòàõ Ì.Ë. Ãîëüäìàíà [35] ðàçðàáîòàí ìåòîä

äèñêðåòèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè âëîæåíèÿ, òåîðèè

èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ãäå ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò îöåíêà ìàòðè÷íûõ
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îïåðàòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ íå òîëüêî èìååò âàæíîå

çíà÷åíèå, íî è ðàçëè÷íûå ðàçíîñòîðîííèå ïðèìåíåíèÿ. Ýòîé àêòóàëüíîé

çàäà÷å ïîñâÿùåíà ïðåäëàãàåìàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

ïîëó÷åíèå êðèòåðèåâ îãðàíè÷åííîñòè, êîìïàêòíîñòè è îöåíîê íîðì

ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íà êîíóñå

ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ

òðåóãîëüíûé áåñêîíå÷íîìåðíûé ìàòðè÷íûé îïåðàòîð, ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû

óäîâëåòâîðÿþò áîëåå ñëàáîìó óñëîâèþ, ÷åì áûëè ðàññìîòðåíû ðàíåå.

Ââîäÿòñÿ ðàñøèðÿþùèå êëàññû ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ, èçó÷àþòñÿ èõ

ñâîéñòâà, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè êëàññû îïåðàòîðîâ

âêëþ÷àþò â ñåáÿ øèðîêî èçâåñòíûå êëàññè÷åñêèå îïåðàòîðû àíàëèçà, òàêèå

êàê îïåðàòîð ìíîãîêðàòíîãî ñóììèðîâàíèÿ, îïåðàòîðû ×åçàðî, Ãåëüäåðà è

äðóãèå. Äëÿ ýòèõ êëàññîâ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå

ðåçóëüòàòû:

� â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è âåñîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè, êîìïàêòíîñòè

ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ Ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåòðèêè;

� íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà òèïà

Õàðäè íà êîíóñå íåâîçðàñòàþùèõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè

ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåòðèêè;

� êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè ñóïåðïîçèöèé ìàòðè÷íûõ

îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé;

� íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ òðåõâåñîâîãî

íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé;

� äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà äëÿ ñóììèðóåìûõ ìàòðèö â âåñîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íà êîíóñå ìîíîòîííûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îáùàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàçáèåíèÿ
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íà �ïà÷êè� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà â êàæäîé

òî÷êå, ïîçâîëÿþùèé óäîáíî îöåíèòü ñóììû ïî ïà÷êàì, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó

äîñòèãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Â õîäå

îöåíêè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà, à òàêæå âåñîâûå

íåðàâåíñòâà Õàðäè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â òåîðèè

ôóíêöèé, â òåîðèè âëîæåíèÿ äèñêðåòíûõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà Ñîáîëåâà

è â òåîðèè ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 20 ðàáîòàõ, èç

íèõ 2 ñòàòüè â æóðíàëàõ ñ âûñîêèì èìïàêò ôàêòîðîì, 3 ñòàòüè â èçäàíèÿõ,

ðåêîìåíäîâàííûõ Êîìèòåòîì ïî êîíòðîëþ â ñôåðå îáðàçîâàíèÿ è íàóêè

ÌÎÍ ÐÊ, 3 ñòàòüè â ìåæäóíàðîäíûõ èçäàíèÿõ, 12 ðàáîò â ìàòåðèàëàõ

ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ

è ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ,

âêëþ÷àþùåãî 119 íàèìåíîâàíèé. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç 136 ñòðàíèö.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè. Ðàçäåë 1 äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð. Â íåì ïðèâåäåíû îñíîâíûå èçâåñòíûå

ðåçóëüòàòû, áëèçêèå ê òåìàòèêå äèññåðòàöèè è îïóáëèêîâàííûå â ïîñëåäíåå

âðåìÿ. Â ïåðâîì ïîäðàçäåëå - ïî äèñêðåòíûì íåðàâåíñòâàì Õàðäè â

âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à âî âòîðîì ïîäðàçäåëà

- ïî äèñêðåòíûì íåðàâåíñòâàì Õàðäè íà êîíóñå íåâîçðàñòàþùèõ è

íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ.

Ðàçäåë 2 ñîñòîèò èç ñåìè ïîäðàçäåëîâ è â íåì ðàññìîòðåíû

âîïðîñû îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà èç âåñîâîãî

ïðîñòðàíñòâà lp,v â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî lq,u.

Ïóñòü 1 < p, q < ∞, 1
p + 1

p′ = 1. Ïóñòü u = {ui}∞i=1, v =

{vi}∞i=1 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,

â äàëüíåéøåì íàçûâàåìûå âåñîâûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. ×åðåç lp,v

îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë f =
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{fi}∞i=1 ñî ñëåäóþùåé íîðìîé

‖f‖p,v :=

( ∞∑
i=1

|vifi|p
) 1

p

, 1 < p <∞.

Â ðàçäåëå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè

ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ òèïà Õàðäè

(
A+f

)
i

:=
i∑

j=1

ai,jfj, i > 1, (0.1)

(
A−f

)
j

:=
∞∑
i=j

ai,jfi, j > 1. (0.2)

èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà lp,v â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî lq,u.

Îãðàíè÷åííîñòü ýòèõ îïåðàòîðîâ ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ

ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè

‖A±f‖q,u 6 C‖f‖p,v ∀f ∈ lp,v, (0.3)

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò f è (ai,j) � òðåóãîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ

ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî ai,j > 0 ïðè i > j > 1 è ai,j = 0 ïðè i < j.

Ïðè ai,j = 1, i > j > 1, îïåðàòîðû (0.1), (0.2) ñîâïàäàþò ñ äèñêðåòíûìè

êëàññè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè Õàðäè
(
A+

0 f
)
i

:=
i∑

j=1

fj,
(
A−0 f

)
j

:=
∞∑
i=j

fi,

ñîîòâåòñòâåííî. Èçó÷åíèåì äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ íåðàâåíñòâ Õàðäè è

èõ îáîùåíèåì çàíèìàëèñü ìíîãèå èññëåäîâàòåëè, ñì. íàïðèìåð [2, 3, 36].

Îéíàðîâûì Ð., Øàëãûíáàåâîé Ñ.Õ. [37] è Oinarov R., Okpoti C.A.,

Persson L-E. [38] áûëè ïîëó÷åíû êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè

îïåðàòîðîâ A+ è A− èç lp,v â lq,u, êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò äèñêðåòíîìó àíàëîãó �óñëîâèÿ Îéíàðîâà�.

Oinarov R., Persson L-E., Temirkhanova A.M. [39] è Òåìèðõàíîâà

À.Ì. [40] ïîëó÷èëè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè

îïåðàòîðîâ A+ è A− èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà lp,v â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî

lq,u äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîé

èíôîðìàöèè ñìîòðèòå äèññåðòàöèîííûå ðàáîòû À.Ì. Òåìèðõàíîâîé [41] è

C.A. Okpoti [42].
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Áîëåå òîãî, Okpoti C.A. â ñâîåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå [42, Chapter 4]

îòìåòèë ñëåäóþùèå îòêðûòûå çàäà÷è:

Çàäà÷à 1. Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ

íåðàâåíñòâà (0.3) äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {fi}∞i=1 äëÿ

øèðîêîãî êëàññà ÿäåð.

Çàäà÷à 2. Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ

âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (0.3) íà êîíóñå íåâîçðàñòàþùèõ è íåîòðèöàòåëüíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéäëÿ øèðîêîãî êëàññà ÿäåð.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü äàííîé äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âûøåóêàçàííûì

îòêðûòûì çàäà÷àì. Ââîäÿòñÿ øèðîêèå êëàññû ìàòðèö, êîòîðûå îõâàòûâàþò

ðàíåå ðàññìîòðåííûå êëàññû ìàòðèö.

Â ðàçäåëå 2 áûëè ïîëó÷åíûå ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóüòàòû:

� Îïðåäåëÿþòñÿ êëàññû ìàòðèö O+
n è O−n äëÿ n > 0, êîòîðûå

âêëþ÷àþò â ñåáÿ âñå ðàíåå èçó÷åííûå êëàññû ìàòðèö â ýòîì íàïðàâëåíèé.

Áîëåå òîãî, îíè îõâàòûâàþò øèðîêî èçâåñòíûå ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû

àíàëèçà, òàêèå êàê ñóììèðóåìûå ìàòðèöû, è â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöû,

óäîâëåòâîðÿþùèå äèñêðåòíîìó àíàëîãó �óñëîâèÿ Îéíàðîâà� è óñëîâèþ,

ðàññìîòðåííîé â ðàáîòàõ [39, 40]. Èçó÷åì ñâîéñòâà ýòèõ êëàññîâ,

êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðàññìîòðåòü âîïðîñû îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè

ñóïåðïîçèöèé ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ.

� Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññàì ìàòðèö O+
n and O−n , n > 0 ïðèíàäëåæàò

èçâåñòíûå êëàññè÷åñêèå îïåðàòîðû, òàêèå êàê îïåðàòîð ìíîãîêðàòíîãî

ñóììèðîâàíèÿ, îïåðàòîðû Ãåëüäåðà, ×åçàðî è äðóãèå.

� Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè è

êîìïàêòíîñòè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ A+ è A− èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà

lp,v â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî lq,u, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû (ai,j)

ïðèíàäëåæàò êëàññàì O+
n ∪ O−n , n > 0 ïðè 1 < p 6 q <∞.

� Óñòàíîâëåí êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ A+

è A− èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà lp,v â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî lq,u, êîãäà

ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû (ai,j) ïðèíàäëåæàò êëàññàì O−1 ïðè 1 < q < p <

∞.

Ðàçäåë 3 ïîñâÿùåí âòîðîé îòêðûòîé çàäà÷å, óêàçàííîé â [42].
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Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî ñëåäóþùåãî âèäà( ∞∑
i=1

uqi

(
i∑

j=1

ai,jfj

)q) 1
q

6 C

( ∞∑
i=1

vpi fi
p

) 1
p

(0.4)

íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f =

{fi}∞i=1 èç lp,v, ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò f è (ai,j) òðåóãîëüíàÿ

ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî ai,j > 0 ïðè i > j > 1 è ai,j = 0 è i < j.

Åñëè ai,j = 1
i ïðè i > j > 1 è ai,j = 0 ïðè i < j, ïîëó÷èì äèñêðåòíîå

íåðàâåíñòâî ñëåäóþùåãî âèäà( ∞∑
i=1

uqi

(
1

i

i∑
j=1

fj

)q) 1
q

6 C

( ∞∑
i=1

vpi fi
p

) 1
p

(0.5)

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v.
Íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè íà êîíóñå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áûëè èíòåíñèâíî èññëåäîâàíû çà ïîñëåäíèå äâàäöàòü

ëåò. Ýòà çàäà÷à èìååò ïðèëîæåíèÿ â èçó÷åíèè îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðîâ

â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîðåíöà è â òåîðèè âëîæåíèè ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà.

Èñòîðèÿ èçó÷åíèÿ íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè íà êîíóñå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîäðîáíî îïèñàíà â êíèãå A. Kufner, L. Maligranda,

L.-E. Persson [3, Chapter 10], è â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå Î. Ïîïîâîé [43].

Ïðîðûâîì â èçó÷åíèè íåðàâåíñòâà Õàðäè íà êîíóñå ìîíîòîííûõ

ôóíêöèé áûëà ðàáîòà E. Sawyer [44], êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñâåñòè íåðàâåíòñâî

íà êîíóñå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ê âåñîâîìó íåðàâåíñòâó äëÿ íåêîòîðûõ

ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ íà êîíóñå óæå íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòîò ðåçóëüòàò E. Sawyer èçâåñòåí êàê �ïðèíöèï

äâîéñòâåííîñòè Ñîéåðà�. Ìíîãèå èññëåäîâàòåëè èçó÷àëè íåêîòîðûå

îáîáùåíèÿ è äèñêðåòíûå àíàëîãè ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè Ñîéåðà ïðè

íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà âåñà ([3, Chapter 10]).

Â 1998 Ð. Îéíàðîâ è Ñ.Õ. Øàëãûíáàåâà [45] ïîëó÷èëè àíàëîã ïðèíöèïà

äâîéñòâåííîñòè Ñîéåðà äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ ïðè 1 < p, q <∞. Áîëåå òîãî,
Ñ.Õ. Øàëãûíáàåâà â ñâîåé äèññåðòàöèé [46] ïîëó÷èëà êðèòåðèé âûïîëíåíèÿ

íåðàâåíñòâà (0.5) äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ p è q. Òàêæå íåðàâåíñòâî

11



(0.4) áûëî èññëåäîâàíî â [46] ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ýëåìåíòû

ìàòðèöû (ai,j).

Â 2006 G. Bennett è K.-G. Grosse-Erdmann [47] äàëè ïîëíóþ

õàðàêòåðèñòèêó íà âåñà äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíòñâà Õàðäè (0.5) íà êîíóñå

ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â äðóãèõ òåðìèíàõ ÷åì â ðàáîòå Ñ.Õ.

Øàëãûíáàåâîé.

Â [48] Ñ.Õ. Øàëãûíáàåâà ïîëó÷èëà íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (0.4) íà êîíóñå ìîíîòîííûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè 1 < p 6 q < ∞, êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿåò äèñêðåòíîìó àíàëîãó �óñëîâèÿ Îéíàðîâà�.

Ðàçäåë 3 ñîäåðæèò ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:

� Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (0.4)

íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f > 0,

êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà (ai,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n ∪ O−n , n > 0

ïðè 1 < p 6 q <∞.

� Äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà äëÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà íà êîíóñå

íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f > 0 ïðè 1 < q <

p < ∞, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà (ai,j) ïðèíàäëåæèò êëàññàì O+
1 è

O−1 .
Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí ïðèìåíåíèþ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû

ðàçäåëîâ 2 è 3 ïðèìåíÿþòñÿ ê ñóïåðïîçèöèè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ,

òðåõâåñîâîìó íåðàâåíñòâó òèïà Õàðäè, ñóììèðóåìûì ìàòðèöàì.

Â ðàçäåëå 4 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:

� Ïîëó÷åíû êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè ñóïåðïîçèöèè

ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîãäà

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà (ai,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n ∪ O−n , n > 0 ïðè

1 < p 6 q <∞.

� Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ òðåõâåñîâîãî

íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïðèíàäëåæèò

êëàññó O−n , n > 0 ïðè 1 < p 6 q <∞.

� Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ òðåõâåñîâîãî

íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïðèíàäëåæèò
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êëàññó O−1 ïðè 1 < q < p <∞.

� Äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà äëÿ ñóììèðóåìûõ ìàòðèö â âåñîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è

íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ è ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó

ðóêîâîäèòåëþ � äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó

Ð. Îéíàðîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, íåîöåíèìóþ ïîìîùü ïðè ðàáîòå

íàä äèññåðòàöèåé è ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó, à òàêæå íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó

ïðîôåññîðó Ìàññèìî Ëàíöà äå Êðèñòîôîðèñ çà öåííûå ñîâåòû.
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1 ÂÅÑÎÂÛÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÒÈÏÀ ÕÀÐÄÈ

1.1 Äèñêðåòíûå íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè â âåñîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Òàê êàê òåìàòèêà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îòíîñèòñÿ ê âåñîâûì

íåðàâåíñòâàì Õàðäè, â ýòîì ïîäðàçäåëå ïðèâåäåì íåêîòîðûå êðàòêèå

èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè è ñâîäêó ðåçóëüòàòîâ ïî äèñêðåòíûì íåðàâåíñòâàì

òèïà Õàðäè.

Èçó÷åíèå íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà

íà÷àëîñü â 1915 ãîäó â ðàáîòå G.H. Hardy. Â 1925 ãîäó G.H. Hardy äîêàçàë

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî [4]:

Ïóñòü p > 1 è {an}∞n=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

apn ñõîäèòñÿ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

èçâåñòíîå äèñêðåòíîå íåðàâåíñòâî Õàðäè

∞∑
n=1

(
1

n

n∑
k=1

ak

)p

6

(
p

p− 1

)p ∞∑
n=1

apn. (1.1)

Íåïðåðûâíîå íåðàâåíñòâî Õàðäè: åñëè p > 1 è f íåîòðèöàòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ, èíòåãðèðóìàÿ â p-ñòåïåíè íà (0, ∞), òîãäà f èíòåãðèðóåìàÿ íà

èíòåðâàëå (0, x) äëÿ ëþáîãî x > 0 è

∞∫
0

1

x

x∫
0

f(t)dt

p

dx 6

(
p

p− 1

)p ∞∫
0

f p(x)dx. (1.2)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ

(
p

p− 1

)p
â ïðàâûõ ÷àñòÿõ â

íåðàâåíòñâàõ (1.1) è (1.2) ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè.

Èç íåðàâåíòñâ (1.1) è (1.2) âûòåêàåò ñëåäóþùåå:

Åñëè
∞∑
n=1

apn <∞, òî
∞∑
n=1

hpn(a) <∞, (1.3)

ãäå a = {an} òàêàÿ, ÷òî an > 0 è h(a) = {hn(a)}, hn(a) := 1
n

n∑
k=1

ak < ∞ �

äèñêðåòíûé îïåðàòîð Õàðäè. Òàêæå â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, èìååì:
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Åñëè

∞∫
0

f p(x)dx <∞, òî

∞∫
0

(Hf(x))p dx <∞, (1.4)

ãäå f(x) > 0 è Hf(x) := 1
x

x∫
0

f(t)dt � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð Õàðäè.

Çàìåòèì, ÷òî (1.3) è (1.4) íàçûâàþòñÿ ñëàáûìè ôîðìàìè íåðàâåíñòâ

(1.1) è (1.2), ñîîòâåòñòâåííî.

Íåðàâåíñòâà (1.1) è (1.2) îçíà÷àþò, ÷òî îïåðàòîðû Õàðäè h è H

íåïðåðûâíî äåéñòâóþò èç lp â lp è èç Lp â Lp (p > 1), ñîîòâåòñòâåííî,

è èõ íîðìû ðàâíû p′ = p
p−1 . Çäåñü è äàëåå, ïðîñòðàíñòâà lp è Lp �

Ëåáåãîâî ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a = {an}∞n=1 äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë è Ëåáåãîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèè f = f(x) íà (0, ∞)

ñî ñëåäóþùèìè íîðìàìè

‖a‖lp :=

( ∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

è ‖f‖Lp
:=

 ∞∫
0

|f(x)|p
 1

p

,

ñîîòâåòñòâåííî.

Îñíîâíàÿ öåëü G.H. Hardy áûëà íàéòè íîâûé è áîëåå ïðîñòîé ìåòîä

ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíòñâà Ãèëüáåðòà äëÿ äâîéíîãî ðÿäà, è íà ýòîì

ïóòè îí äîêàçàë âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (1.1). Ïîèñêîì áîëåå ýëåìåíòàðíûõ

äîêàçàòåëüñòâ íåðàâåíñòâà (1.1) è åå îáîáùåíèåì çàíèìàëèñü G.H. Hardy

(1925), Elloit (1926,1929), Copson (1927, 1928), Kaluza-Szeg�o (1927), Hadry-

Littlewood (1927), Broadbent (1928), Grandjot (1928), Knopp (1928, 1929, 1930)

è Mulholland (1932).

Ìíîãî êíèã è ñòàòåé áûëî ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ è îáîáùåíèþ íåðàâåíñòâ

Õàðäè. Ïåðâàÿ êíèãà, ïîñâÿùåííàÿ íåðàâåíñòâó Õàðäè, áûëà êíèãà G.H.

Hardy, J.E. Littlewood è G. P�olya Inequalities [49] 1934 ãîäà. Ïåðâàÿ êíèãà,

ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåííàÿ íåðàâåíñòâàì Õàðäè, áûëà îïóáëèêîâàíà â 1990 ãîäó

B. Opic, A. Kufner [50]. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü êíèãó A. Kufner è L.-E. Pers-

son Weighted Inequalities of Hardy Type [2], êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà îñíîâíîìó

îáçîðó ïî âåñîâûì íåðàâåíñòâàì òèïà Õàðäè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà.
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Îïèñàíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ â ðàçâèòèè íåðàâåíñòâ Õàðäè áûëî äàíî â

êíèãå A. Kufner, L. Maligranda è L.-E. Persson [3].

Â 1928 ãîäó G.H. Hardy [51] äîêàçàë ïåðâóþ �âåñîâóþ� ìîäèôèêàöèþ

íåðàâåíñòâà (1.2) äëÿ íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, à èìåííî,

íåðàâåíñòâî

∞∫
o

1

x

x∫
0

f(t)dt

p

xεdx 6

(
p

p− ε− 1

)p ∞∫
0

f p(x)xεdx. (1.5)

äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé f è äëÿ p > 1, ε < p − 1.

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ

(
p

p− ε− 1

)p
íàèìåíüøàÿ èç âîçìîæíûõ.

Íåêîòîðûìè îáîáùåíèÿìè íåðàâåíñòâ Õàðäè (1.1) è (1.2) çàíèìàëèñü

Higaki (1935), Takahashi (1935), Chow (1939), Beesack (1961), Petersen (1962),

Levinson (1964) è äðóãèå.

Âåñîâûìè îáîáùåíèÿìè êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ (1.1) è (1.2) ÿâëÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà ( ∞∑
n=1

un

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣
q) 1

q

6 C

( ∞∑
n=1

|an|pvn

) 1
p

, (1.6)

 b∫
a

∣∣∣∣∣∣
x∫
a

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣
q

u(x)dx


1
q

6 C

 b∫
a

|f(x)|pv(x)dx


1
p

, (1.7)

ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âåñîâûìè íåðàâåíñòâàìè Õàðäè.

Â 1930 ãîäó G.H. Hardy è J.E. Littlewood [52], è G.A. Bliss [53] èçó÷àëè

íåðàâåíñòâî (1.7) ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè p è q â ñëó÷àå, êîãäà 1 < p <

q < ∞. Îíè ðàññìîòðåëè èíòåðâàë (0, ∞) è âåñîâûå ôóíêöèè v(x) ≡ 1,

u(x) = xr−q ïðè r = q−p
p è äîêàçàëè íåðàâåíñòâî (1.7). Áîëåå òîãî, G.A. Bliss

íàøåë íàèìåíüøóþ ïîñòîÿíþþ â ýòîì ñëó÷àå.

Èññëåäîâàíèå íåðàâåíñòâà (1.7) íà÷àëîñü â 50-60 ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà

äëÿ ñëó÷àÿ p = q â ðàáîòàõ P.R. Beesack [54, 55], J. Kadlec è A. Kufner [56], Â.Ð.

Ïîðòíîâ [57], Â.Í. Ñåäîâ [58], G. Talenti [5], G. Tomaselli [6]. Ñòîèò îòìåòèòü,

÷òî G. Talenti è G. Tomaselli ïîëó÷èëè íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
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âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (1.7) ïðè p = q

sup
t>0

 ∞∫
t

u(x)dx

 1
p
 t∫

0

v1−p
′
(y)dy


1
p′

<∞, p′ =
p

p− 1
.

Ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì Ìàêåíõàóïòà (B. Muckenhoupt), êîòîðûé

ïîëó÷èë õîðîøîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà â [7] â áîëåå îáùåé ôîðìå

ïðè 1 6 p = q < ∞ è äëÿ Áîðåëåâîé ìåðû dµ(x), dν(y) âìåñòî u(x)dx è

v(y)dy.

J.S. Bradley [8] ðàññìîòðåë ñëó÷àé ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè p è q. Îí

ðàññìîòðåë íåðàâåíòñâî (1.7) è (a, b) = (0, ∞) è äîêàçàë, ÷òî óñëîâèå

sup
t>0

 ∞∫
t

u(x)dx

 1
q
 t∫

0

v1−p
′
(y)dy


1
p′

<∞

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ âûïîëåíèÿ íåðàâåíñòâà (1.7) ïðè 1 6 p, q 6∞, à

òàêæå äîñòàòî÷íûì ïðè 1 6 p 6 q <∞.

Íà÷èíàÿ ñ 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà íà÷àëîñü èíòåíñèâíîå èññëåäîâàíèå

âåñîâûõ íåðàâåíñòâ Õàðäè. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ: Â.Ì. Êîêèëàøâèëè

[9], V.G. Maz'ya [10], K.F. Andersen è B. Muckenhoupt [59], L.-E. Persson è

V.D. Stepanov [60], R.K. Juberg [61], Â.Ä. Ñòåïàíîâ [62], G. Bennett [28], V.M.

Manakov [63], V.G. Maz'ya è A.L. Rozin [10], G. Sinnamon [64, 65], G. Sinnamon

è V.D. Stepanov [66] è äðóãèå. Áîëåå òîãî, èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ ýòèõ íåðàâåíñòâ

è ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ äàíû â êíèãàõ [49], [50], [2], [67], [68] è â äèññåðòàöèÿõ

Ì. Íàñûðîâà [69], Ä.Â. Ïðîõîðîâà [70], è A. Wedestig [71].

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî íåðàâåíñòâó (1.6) ïðèíàäëåæàò K.F. Andersen è

H.P. Heinig ([24], Òåîðåìà 4.1). Â 1983 ãîäó îíè äîêàçàëè, ÷òî åñëè 1 6 p 6

q <∞ è

sup
n∈N

( ∞∑
k=n

uk

) 1
q
(

n∑
k=1

v1−p
′

k

) 1
p′

<∞,

òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1.6).

Â 1985 ãîäó H.P. Heinig [25] ïîëó÷èë äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ
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íåðàâåíñòâà (1.6). À èìåííî, îí äîêàçàë, ÷òî åñëè 1 6 q < p <∞, 1
r = 1

q −
1
p è

B :=

 ∞∑
n=−∞

( ∞∑
k=n

uk

) r
q
(

n∑
k=−∞

v1−p
′

k

) r
q′

v1−p
′

n

 1
r

<∞,

òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1.6) ñ C 6 q
1
q (p′)

1
q′B.

Â 1987-1991 ãîäàõ G. Bennett [26]-[28] äàë ïîëíîå îïèñàíèå âûïîëíåíèÿ

îöåíêè (1.6) äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ p, q, êðîìå ñëó÷àÿ 0 < q < 1 < p <∞, êðèòåðèè

êîòîðîãî äàíû â ðàáîòå M.S. Braverman è V.D. Stepanov [29] 1992 ãîäà.

Íèæå ìû ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïðèâåäåíû â ðàáîòå

Áåííåòà [28, 3]:

Òåîðåìà 1.1. (i) Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Íåðàâåíñòâî (1.6) âûïîëíÿåòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A1 := sup
n∈N

( ∞∑
k=n

uk

) 1
q
(

n∑
k=1

v1−p
′

k

) 1
p′

<∞

èëè

A2 := sup
n∈N

(
n∑
k=1

v1−p
′

k

)− 1
p
(

n∑
k=1

uk

(
k∑

m=1

v1−p
′

m

)q) 1
q

<∞

èëè

A3 := sup
n∈N

( ∞∑
k=n

uk

)− 1
q′
 ∞∑

k=n

v1−p
′

k

( ∞∑
m=k

um

)p′
 1

p′

<∞.

(ii) Ïóñòü 0 < p 6 1, p 6 q < ∞. Íåðàâåíñòâî (1.6) âûïîëíÿåòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A4 := sup
n∈N

( ∞∑
k=n

uk

) 1
q

v
− 1

p
n <∞.

(iii) Ïóñòü 1 < p <∞, 0 < q < p è 1
r = 1

q −
1
p. Íåðàâåíñòâî (1.6)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A5 :=
∞∑
n=1

un( ∞∑
k=n

uk

) r
p
(

n∑
k=1

v1−p
′

k

) r
p′
 <∞.
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(iv) Ïóñòü q < p = 1. Íåðàâåíñòâî (1.6) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

A6 :=
∞∑
n=1

un( ∞∑
k=n

uk

) q
1−q

max
16k6n

v
q

q−1
k

 <∞.

(v) Ïóñòü 0 < q < 1 < p < ∞,
1

r
=

1

q
− 1

p
. Íåðàâåíñòâî (1.6)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A7 :=

 ∞∑
n=1

( ∞∑
k=n

uk

) r
q
(

n∑
k=1

v1−p
′

k

) r
q′

v1−p
′

n

 1
r

<∞.

Áîëåå îáùèé îïåðàòîð òèïà Õàðäè (Kf)(x) =
x∫
0

K(x, s)f(s)ds ñ

íåîòðèöàòåëüíûì ÿäðîì K(·, ·) áûë èññëåäîâàí â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîì, â
òîì ÷èñëå â ðàáîòàõ F. Martin-Reyes è E. Sawyer [14], Â.Ä. Ñòåïàíîâ [15]-[19],

Ð. Îéíàðîâ [20], [23], S. Bloom è R. Kerman [21], L.-E. Persson, Â.Ä. Ñòåïàíîâ

[60], Ä.Â. Ïðîõîðîâ [70].

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ äèñêðåòíîãî íåðàâåíñòâà

òèïà Õàðäè

(
A+f

)
i

:=
i∑

j=1

ai,jfj, i > 1, (1.8)

(
A−f

)
j

:=
∞∑
i=j

ai,jfi, j > 1, (1.9)

ãäå (ai,j) � òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî ai,j > 0 ïðè i > j > 1 è ai,j = 0

ïðè i < j.

Îãðàíè÷åííîñòü ýòèõ îïåðàòîðîâ èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà lp,v â âåñîâîå

ïðîñòðàíñòâî lq,u ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèé íà âåñà {ui}∞i=1 è {vi}∞i=1 ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå

äèñêðåòíîå íåðàâåíñòâî òèïà Õàðäè( ∞∑
i=1

uqi
∣∣(A±f)i

∣∣q) 1
q

6 C

( ∞∑
i=1

vpi |fi|
p

) 1
p

(1.10)
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äëÿ âñåõ f ∈ lp,v.
Êîãäà îäèí èç ïàðàìåòðîâ p è q ðàâåí 1 èëè ∞, íåîáõîäèìûå

è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (1.10) ñ íàèìåíüøåé

ïîñòîÿííîé C > 0 áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [1]. Ïðè 1 < p, q < ∞ âîïðîñ

âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ òèïà (1.10) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö (ai,j) ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòûì. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (1.10) èññëåäóåòñÿ ñ íàëàæåíèåì íåêîòîðûõ

óñëîâèé íà ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j).

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèé áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ

K.F. Andersen è H.P. Heinig [24], êîòîðûå ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

âûïîëíåíèÿ äèñêðåòíîãî íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè (1.10) ïðè 1 6 p 6 q < ∞
äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû (ai,j), ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû íå óáûâàþò ïî i

è íå âîçðàñòàåò ïî j.

Â [72] C.A. Okpoti, L-E. Persson, A. Wedestig èññëåäîâàëè íåðàâåíñòâî

(1.10) â ñëó÷àÿ, êîãäà ai,j = αiβj, i > j > 1, ãäå {αi}∞i=1 è {βj}∞j=1

� ïîëîæèòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Áîëåå òîãî, â [73] îíè ïîëó÷èëè

äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (1.10) äëÿ áîëåå îáùåãî

ÿäðà.

Äàëåå íåðàâåíñòâà âèäà M 6 cK, êîãäà çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíîé

ïîñòîÿííîé c äëÿ íàøåé öåëè íå ñóùåñòâåííî, áóäåì ïèñàòü M � K, à

M ≈ K áóäåò îçíà÷àòü M � K �M .

Îéíàðîâ Ð., Øàëãûíáàåâà Ñ.Õ.[37] è Oinarov R., Okpoti C.A., Pers-

son L-E. [38] ïîëó÷èëè íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ

íåðàâåíñòâà (1.10) äëÿ 1 < p, q < ∞ ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî ñóùåñòâóåò

d > 1 òàêàÿ, ÷òî

ai,j ≈
ai,k
ck
cj +

ak,j
bk
bi, ïðè i > k > j > 1, (1.11)

ãäå c = {ci}∞i=1, b = {bi}∞i=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îäíàêî íåðàâåíñòâî (1.10) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

‖Ã±f‖q,ũ 6 C‖f‖p,ṽ,

ãäå ũi = uib
q
i , ṽi = vic

−p
i , i > 1 è ýëåìåíòû ãi,j =

ai,j
bicj

ìàòðèöû (ãi,j) îïåðàòîðà

Ã óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

ãi,j ≈ ãi,k + ãk,j ïðè i > k > j > 1,
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êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (1.11).

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàáîò Îéíàðîâà Ð., Øàëãûíáàåâîé Ñ.Õ. [37] è

Oinarov R., Okpoti C.A., Persson L-E.[38].

Òåîðåìà 1.2. [37] Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.11). Òîãäà íåðàâåíñòâî (1.10) äëÿ îïåðàòîðà

(1.8) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M = max{M1,M2} < ∞,

ãäå

M1 = sup
k>1

1

ck

(
k∑
j=1

cp
′

j v
−p′
j

) 1
p′
( ∞∑

i=k

aqi,ku
q
i

) 1
q

,

M2 = sup
k>1

1

bk

(
k∑
j=1

ap
′

k,jv
−p′
j

) 1
p′
( ∞∑

i=k

bqiu
q
i

) 1
q

.

Ïðè ýòîì, äëÿ íàèìåíüøåé ïîñòîÿííîé C â (1.10) ñïðàâåäëèâà îöåíêà M ≈
C.

Òåîðåìà 1.3. [37] Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.11). Òîãäà íåðàâåíñòâî (1.10) äëÿ îïåðàòîðà

(1.9) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ∗ = max{M ∗
1 ,M

∗
2} < ∞,

ãäå

M ∗
1 = sup

k>1

1

ck

(
k∑
j=1

cqju
q
j

) 1
q
( ∞∑

i=k

ap
′

i,kv
−p′
i

) 1
p′

,

M ∗
2 = sup

k>1

1

bk

(
k∑
j=1

aqk,ju
q
j

) 1
q
( ∞∑

i=k

b−p
′

i v−p
′

i

) 1
p′

.

Ïðè ýòîì, äëÿ íàèìåíüøåé ïîñòîÿííîé C â (1.10) ñïðàâåäëèâà îöåíêàM ∗ ≈
C.

Òåîðåìà 1.4. [38] Ïóñòü 1 < q < p < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.11). Òîãäà íåðàâåíñòâî (1.10) äëÿ îïåðàòîðà

(1.8) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B := max{B1, B2} < ∞,

ãäå

B1 :=

 ∞∑
k=1

v−p
′

k

( ∞∑
i=k

aqi,ku
q
i

) p
p−q
(

1

cp
′

k

k∑
i=1

cp
′

i v
−p′
i

)p(q−1)
p−q


p−q
pq

,
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è

B2 :=

 ∞∑
k=1

uqk

(
k∑
i=1

ap
′

i,kv
−p′
i

) q(p−1)
p−q

(
1

bqk

∞∑
i=k

bqiu
q
i

) q
p−q


p−q
pq

.

Ïðè ýòîì, äëÿ íàèìåíüøåé ïîñòîÿííîé C â (1.10) ñïðàâåäëèâà îöåíêà B ≈
C.

Òåîðåìà 1.5. [38] Ïóñòü 1 < q < p < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.11). Òîãäà íåðàâåíñòâî (1.10) äëÿ îïåðàòîðà

(1.9) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B∗ := max{B∗1 , B∗2} < ∞,

ãäå

B∗1 :=

 ∞∑
k=1

uqk

( ∞∑
i=k

ap
′

i,kv
−p′
i

) q(p−1)
p−q

(
1

cqk

k∑
i=1

cqiu
q
i

) q
p−q


p−q
pq

,

è

B∗2 :=

 ∞∑
k=1

v−p
′

k

(
k∑
i=1

aqi,ku
q
i

) p
p−q
(

1

bp
′

k

∞∑
i=k

bp
′

i v
−p′
i

)p(q−1)
p−q


p−q
pq

.

Ïðè ýòîì, äëÿ íàèìåíüøåé ïîñòîÿííîé C â (1.10) ñïðàâåäëèâà îöåíêà B∗ ≈
C.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {αi}∞i=1

íàçûâàåòñÿ ïî÷òè íå óáûâàþùåé (ïî÷òè íå âîçðàñòàþùåé), åñëè

ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0 è âûïîëíÿåòñÿ cαi > αk (αk 6 cαj) äëÿ

âñåõ i > k > j > 1.

Oinarov R., Persson L-E., Temirkhanova A.M. [39] è A.M. Tåìèðõàíîâà

[40] èññëåäîâàëè îöåíêó (1.10) äëÿ 1 < p, q < ∞ ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî

ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ d > 1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

{ωk}∞k=1, íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà (bi,j), ãäå bi,j ïî÷òè íå óáûâàþò ïî i è

ïî÷òè íå âîçðàñòàåò ïî j, òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1

d
(bi,kωj + ak,j) 6 ai,j 6 d(bi,kωj + ak,j) (1.12)

äëÿ âñåõ i > k > j > 1.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîò [39] è [40].
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Òåîðåìà 1.7. [39] Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû

(ai,j) îïåðàòîðà (1.8) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.12). Òîãäà íåðàâåíñòâî

(1.10) äëÿ îïåðàòîðà (1.8) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G =

max{G1, G2} <∞, ãäå

G1 = sup
n>1

( ∞∑
i=n

bqi,nu
q
i

) 1
q
(

n∑
j=1

ωp
′

j v
−p′
j

) 1
p′

, G2 = sup
n>1

( ∞∑
i=n

uqi

) 1
q
(

n∑
j=1

ap
′

n,jv
−p′
j

) 1
p′

.

Ïðè ýòîì, G ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â (1.10).

Òåîðåìà 1.8. [39] Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû

(ai,j) îïåðàòîðà (1.9) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.12). Òîãäà íåðàâåíñòâî

(1.10) äëÿ îïåðàòîðà (1.9) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G∗ =

max{G∗1,G∗2} <∞, ãäå

G∗1 = sup
k>1

( ∞∑
i=k

bp
′

i,kv
−p′
i

) 1
p′
(

k∑
j=1

ωqju
q
j

) 1
q

, G∗2 = sup
k>1

( ∞∑
i=k

v−p
′

i

) 1
p′
(

k∑
j=1

aqk,ju
q
j

) 1
q

.

Ïðè ýòîì, G∗ ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â (1.10).

Òåîðåìà 1.9. [40] Ïóñòü 1 < q < p < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû

(ai,j) îïåðàòîðà (1.8) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.12). Òîãäà íåðàâåíñòâî

(1.10) äëÿ îïåðàòîðà (1.8) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G =

max{G1, G2} <∞, ãäå

G1 =

 ∞∑
k=1

 ∞∑
j=k

bqj,ku
q
j


p

p−q ( k∑
i=1

ωp
′

i v
−p′
i

)p(q−1)
p−q

ωp
′

k v
−p′
k


p−q
pq

,

G2 =

 ∞∑
k=1

 ∞∑
j=k

uqj


q

p−q ( k∑
i=1

ap
′

k,iv
−p′
i

) q(p−1)
p−q

uqk


p−q
pq

.

Ïðè ýòîì, G ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â (1.10).

Òåîðåìà 1.10. [40] Ïóñòü 1 < q < p < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû

(ai,j) îïåðàòîðà (1.9) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.12). Òîãäà íåðàâåíñòâî
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(1.10) äëÿ îïåðàòîðà (1.9) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G∗ =

max{G∗1 , G∗2} <∞, ãäå

G∗1 =

 ∞∑
k=1

 ∞∑
j=k

bp
′

j,kv
−p′
j


q(p−1)
p−q ( k∑

i=1

ωqiu
q
i

) q
p−q

ωqku
q
k


p−q
pq

,

G∗2 =

 ∞∑
k=1

 ∞∑
j=k

v−p
′

j


p(q−1)
p−q ( k∑

i=1

aqk,iu
q
i

) p
p−q

v−p
′

k


p−q
pq

.

Ïðè ýòîì, G∗ ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â (1.10).

1.2 Âåñîâûå íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè íà êîíóñå ìîíîòîííûõ

ôóíêöèé è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ñâîéñòâà êîíóñîâ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñåë, ìîíîòîííûõ

ôóíêöèé è ðàçëè÷íûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è íà íèõ èìåþò áîëüøîå

çíà÷åíèå â òåîðèé ôóíêöèè, â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå, â çàäà÷àõ

ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè, â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé

ñòàòèñòèêå. Àïïðîêñèìàòèâíûå ÷èñëà îïåðàòîðîâ, ïîïåðå÷íèêè ïðîñòðàíñòâ,

êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè,

ìîìåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèè è äðóãèå ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷èñåë, íåñóùèìè â ñåáå îïðåäåëåííûå èíôîðìàöèè

ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ, à ìíîãèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ýòèõ

îáúåêòîâ âûðàæàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè ìîíîòîííûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Èçâåñòíî, ÷òî ñâîéñòâà êëàññà ôóíêöèè èëè êëàññà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñåë ìîæíî ïîëó÷àòü èç ôóíêöèîíàëüíûõ

ñîîòíîøåíèé èõ íåâîçðàñòàþùèõ ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ,

ñîîòâåòñòâåííî, ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

Íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè íà êîíóñå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìåþò ïðèëîæåíèÿ â èññëåäîâàíèé îãðàíè÷åííîñòè

îïåðàòîðîà â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîðåíöà è â òåîðèè âëîæåíèé ïðîñòðàíñòâ

Ëîðåíöà. Â 1951 ãîäó G. Lorentz [74] âïåðâûå ââåë ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà
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Λp(u), 0 < p <∞.

Λp(u) :=

f : ‖f ∗‖p,u =

 ∞∫
0

(f ∗(t))p u(t)dt

 1
p

<∞

 .

Çäåñü f ∗ � íåâîçðàñòàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèè |f |, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

f ∗(t) := inf{y > 0 : λf(y) 6 t},

ãäå λf � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ:

λf(y) := meas{x ∈ X : |f(x)| > y}.

Âåñîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîðåíöà

ñâîäèòñÿ ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ îïåðàòîðîâ íà êîíóñå óáûâàþùèõ

ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ Õàðäè-Ëèòòëâóäà Mf , êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(Mf)(x) := sup
x∈Q

1

|Q|

∫
Q

|f(z)|dz, x ∈ Rn,

ãäå Q � êóá â Rn, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíà îñüÿì êîîðäèíàò è |Q| � åãî
Ëåáåãîâî ìåðà. Èçâåñòíî, ÷òî

(Mf)∗(t) ≈ 1

t

t∫
0

f ∗(s)ds, t > 0

(äëÿ äîêàçàòåëüñòâà è èñòîðè÷åñêèõ çàìåòîê ïî ýòîé îöåíêå, ñì. íàïðèìåð

[75], [76]). Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòèêà âåñîâûõ ôóíêöèé u è v, äëÿ

êîòîðîé îòîáðàæåíèå

M : Λp(v)→ Λq(u), 1 < p, q <∞

îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå Ëîðåíöà, ýêâèâàëåíòíî õàðàêòåðèñòèêå âåñîâûõ

ôóíêöèé u è v, äëÿ êîòîðîé ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî Õàðäè ∞∫
0

1

t

t∫
0

f(s)ds

q

u(t)dt


1
q

6 C

 ∞∫
0

f p(t)v(t)dt

 1
p

(1.13)
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âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ óáûâàþùèõ ôóíêöèé f > 0.

Íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè íà êîíóñå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíòåíñèâíî èññëåäóåòñÿ â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ

äâàäöàòè ëåò. Â 1990 ãîäó M. Ari�no è B. Muckenhoupt [77] ïîëó÷èëè

íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (1.13) íà êîíóñå

íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé f ïðè 1 6 p = q < ∞ è

u(t) = v(t):

Ïóñòü 1 6 p <∞. Òîãäà íåðàâåíñòâî ∞∫
0

1

t

t∫
0

f(s)ds

p

v(t)dt


1
p

6 C

 ∞∫
0

f p(t)v(t)dt

 1
p

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé f

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ D > 0 òàêàÿ, ÷òî

∞∫
t

s−pv(s)ds 6 Dt−p
t∫

0

v(s)ds äëÿ âñåõ t > 0.

Ðàíåå òàêèå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå D.W. Boyd [78] 1967 ãîäà

è è â êíèãå Ñ.Ã. Êðåéíà, Þ.È. Ïåòóíèíà, E.M. Ñåìåíîâà [79].

E. Sawyer [44] ðàñøèðèë ðåçóëüòàò M. Ari�no è B. Muckenhoupt äëÿ

ñëó÷àÿ ðàçëè÷íûõ âåñîâ v è u è ïðè 1 < p, q <∞. Ýòîò ðåçóëüòàò E. Sawyer

èçâåñòåí êàê ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè Ñîéåðà.

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè Ñîéåðà. Ïóñòü 1 < p < ∞, g, v

íåîòðèöàòåëüíûå èçìåðèìûå ôóíêöèé íà (0, ∞). Òîãäà

sup
06f↓

∞∫
0

f(x)g(x)dx(∞∫
0

f p(x)v(x)dx

) 1
p

≈

 ∞∫
0

 x∫
0

g(t)dt

p′ x∫
0

v(t)dt

−p′ v(x)dx


1
p′

+

∞∫
0

g(x)dx(∞∫
0

v(x)dx

) 1
p
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Åñëè
∞∫
0

v(x)dx =∞, òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíà íóëþ.

Áîëåå òîãî, E. Sawyer [44] èñïîëüçîâàë ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ

ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

(1.13) äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé f ïðè 1 <

p, q < ∞. Ýòîò ðåçóëüòàò E. Sawyer áûë ðàñøèðåí Â.Ä. Ñòåïàíîâûì [80]

äëÿ ñëó÷àÿ 0 < q < 1 < p < ∞ è 0 < p 6 q < ∞, 0 < p < 1.

Ì.Ë. Ãîëüäìàí [35], G. Bennett è K.-G. Grosse-Erdmann [47] äàëè ïîëíóþ

õàðàêòåðèñòèêó íà âåñà u è v, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî (1.13) âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ èè íåâîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé f ïðè 0 < q < p < 1.

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ ñëó÷àÿ 0 < p 6 1 áûë ïîëó÷åí â [80], [81] è

[82]. Áîëåå ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè Ñîéåðà

áûë ïîëó÷åí Â.Ä. Ñòåïàíîâûì [80], M.J. Carro è J. Soria [81]. Íåêîòîðûå

îáîáùåíèÿ ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè Ñîéåðà áûëè äîêàçàíû D.E. Edmunds,

R. Kerman, L. Pick [83] è A. Kami�nska, M. Mastylo [84].

Ðàçëè÷íûå àñïåêòû âåñîâûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé è

èõ ïðèëîæåíèÿ ê îöåíêå ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé, â òåîðèè èíòåðïîëÿöèè

îïåðàòîðîâ, â òåîðèè âëîæåíèÿ è èõ ñâÿçè ñ ñòîõàñòè÷åñêèìè íåðàâåíñòâàìè

èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [21], [80], [85]-[93]. Òàêèå èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ

ðàçëè÷íûõ âåñîâûõ íåðàâåíñòâ íà êîíóñå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé â ïîñëåäíèå

ãîäû ñòàëè âîçìîæíûìè áëàãîäàðÿ äîñòèæåíèÿì èññëåäîâàíèé âåñîâûõ

íåðàâåíñòâ â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ([7]-[10], [16], [17], [20], [50] è äðóãèå).

Â òî æå âðåìÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàëîñü èññëåäîâàíèå è îáîáùåíèå

äèñêðåòíîãî íåðàâåíñòâà Õàðäè( ∞∑
i=1

ui

(
1

i

i∑
j=1

fj

)q) 1
q

6 C

( ∞∑
i=1

vifi
p

) 1
p

(1.14)

íà êîíóñå ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f > 0. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

ïî âåñîâûì íåðàâåíñòâàì Õàðäè íà êîíóñå ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

áûëè ïîëó÷åíû K.F. Andersen, H.P. Heinig [24], H.P. Heinig [25], L. Leindler

[94], M.Sh. Braverman, Â.Ä. Ñòåïàíîâûì [29], J. Nemeth [95], F.P. Cass, W.

Kratz [96], P.D. Johnson, R.N. Mohapatra, David Ross [97], Ð. Îéíàðîâûì, Ñ.Õ.

Øàëãûíáàåâîé [45], G. Bennett, K.-G. Grosse-Erdmann [47], Ì.Ë. Ãîëüäìàí
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[35], [98], [99], Ñ.Õ. Øàëãûíáàåâîé [48] è äðóãèìè.

Â 1998 ãîäó Ð. Îéíàðîâ, Ñ.Õ. Øàëãûíáàåâà [45] ïîëó÷èëè àíàëîã

ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè Ñîéåðà äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ ïðè 1 < p, q <

∞. Ýòîò ðåçóëüòàò Ð. Îéíàðîâà è Ñ.Õ. Øàëãûíáàåâîé ïîçâîëÿåò ñâåñòè

íåðàâåíñòâî Õàðäè íà êîíóñå ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ê íåêîòîðîìó

íåðàâåíñòâó äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç lp,v.

Òåîðåìà 1.11. [45] Ïóñòü 1 < p, q <∞. Ïóñòü (ai,j) òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà

òàêàÿ, ÷òî ai,j > 0 ïðè i > j > 1 è ai,j = 0 ïðè i < j. Ïóñòü Vk =
k∑
i=1

vi ïðè

k > 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî( ∞∑
i=1

ui

(
i∑

j=1

ai,jfj

)q) 1
q

6 C

( ∞∑
i=1

vifi
p

) 1
p

(1.15)

íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f =

{fi}∞i=1 èç lp,v ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó ∞∑
k=1

(
k∑
j=1

∞∑
i=j

ai,jgi

)p′ (
V
−p′

p

k − V
−p′

p

k+1

)
1
p′

6 C̃

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
1−q′
i

) 1
q′

(1.16)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1, åñëè V∞ =

lim
k→∞

Vk =∞, è íåðàâåíñòâó

 ∞∑
k=1

(
k∑
j=1

∞∑
i=j

ai,jgi

)p′ (
V
−p′

p

k − V
−p′

p

k+1

)
1
p′

+

( ∞∑
j=1

∞∑
i=j

ai,jgi

)( ∞∑
k=1

vk

)− 1
p

6 C

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
1−q′
i

) 1
q′

(1.17)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1, if V∞ <∞.
Ïðè ýòîì, C̃ ≈ C ïðè V∞ =∞, è C ≈ C ïðè V∞ <∞, ãäå C, C̃ è C

� íàèìåíüøèå ïîñòîÿííûå â (1.15), (1.16), (1.17), ñîîòâåòñòâåííî.

Áîëåå òîãî, Ñ.Õ. Øàëãûíáàåâà â ñâîåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå [46]

ïîëó÷èëà êðèòåðèé âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (1.14) è äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ p è q.
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Â 2006 ãîäó G. Bennett è K.-G. Grosse-Erdmann [47] äàëè ïîëíóþ

õàðàêòåðèñòèêó íà âåñà ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî Õàðäè (1.14) âûïîëíÿåòñÿ

íà êîíóñå ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â äðóãèõ òåðìèíàõ ÷åì óñëîâèÿ,

ïîëó÷åííûå Ñ.Õ. Øàëãûíáàåâîé.

Ì.Ë. Ãîëüäìàí èññëåäîâàë íåðàâåíñòâî òèïà (1.14) o íà êîíóñå

ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ïðèìåíèë ñîîòâåòñâóþùèå ðåçóëüòàòû

äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåðàâåíñòâ Õàðäè íà êîíóñå êâàçè-ìîíîòîííûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñì. íàïðèìåð [35], [98], [99].

Â ðàáîòå [48] Ñ.Õ. Øàëãûíáàåâà ïîëó÷èëà íåîáõîäèìîå è

äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (1.15) íà êîíóñå ìîíîòîííûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëÿ 1 < p 6 q < ∞ ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ d > 1 òàêàÿ, ÷òî

1

d
(ai,k + ak,j) 6 ai,j 6 d(ai,k + ak,j), i > k > j > 1. (1.18)

À èìåííî, ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.12. [48] Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû

(ai,j) â (1.15) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.18). Ïóñòü Vk =
k∑
i=1

vi äëÿ k > 1

è Aik =
k∑
j=1

ai,j äëÿ âñåõ i > k > 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî (1.15) âûïîëíÿåòñÿ

íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f > 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H0 ≡ max{H1, H2, H3} <∞, ãäå

H1 = sup
s>1

V
− 1

p
s

(
s∑
i=1

Aq
iiui

) 1
q

,

H2 = sup
s>1

(
s∑

k=1

kp
′
(
V
−p′

p

k − V
−p′

p

k+1

)) 1
p′
( ∞∑

i=s

aqikui

) 1
q

,

H3 = sup
s>1

(
s∑
i=1

Ap′

si

(
V
−p′

p

i − V
p′
p

i+1

)) 1
p′
( ∞∑
k=s

uk

) 1
q

.

Ïðè ýòîì, H0 ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â (1.15).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåðàâåíñòâà íà êîíóñå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ àâòîðîâ, ÷òî
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äîêàçûâàåòñÿ îãðîìíûì êîëè÷åñòâîìì íåäàâíèõ ïóáëèêàöèè [2], [36], [66],

[87], [91], [100]-[113], [99] è [114]. Èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ íåðàâåíñòâ òèïà Õàðäè

íà êîíóñå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ

ïðèâåäåíà â êíèãå A. Kufner, L. Maligranda è L.-E. Persson [3, Chapter 10], è

â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå Î. Ïîïîâîé [43].
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2 ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÜ È ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÜ

ÌÀÒÐÈ×ÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÂÅÑÎÂÛÕ ËÅÁÅÃÎÂÛÕ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè

ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ(
A+f

)
i

:=
i∑

j=1

ai,jfj, i > 1, (2.1)

(
A−f

)
j

:=
∞∑
i=j

ai,jfi, j > 1. (2.2)

èç âåñîâîãî ïðîñòðàíòñâà lp,v â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî lq,u. Îãðàíè÷åííîñòü ýòèõ

îïåðàòîðîâ ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè ñëåäóþùåãî

âèäà

‖A±f‖q,u 6 C‖f‖p,v ∀f ∈ lp,v, (2.3)

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò f è (ai,j) � òðåóãîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ

ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî ai,j > 0 ïðè i > j > 1 è ai,j = 0 ïðè i < j.

Çäåñü è äàëåå 1 < p, q < ∞, 1
p + 1

p′ = 1 è u = {ui}∞i=1, v =

{vi}∞i=1 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. lp,v �

ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f = {fi}∞i=1 äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë òàêîå,

÷òî

‖f‖p,v :=

( ∞∑
i=1

|vifi|p
) 1

p

<∞, 1 < p <∞.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì íåðàâåíñòâî (2.3) ïðè 1 < q < p <∞
ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:

Ïðåäïîëîæåíèå A. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ d > 1,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {ωk}∞k=1, è íåîòðèöàòåëüíàÿ

ìàòðèöà (bi,j), ãäå bi,j ïî÷òè íå óáûâåò ïî ïåðâîìó èíäåêñó i è íå âîçðàñòàåò

ïî âòîðîìó èíäåêñó j, òàêèå, ÷òî

1

d
(ai,k + bk,jωi) 6 ai,j 6 d(ai,k + bk,jωi) (2.4)
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ïðè âñåõ i > k > j > 1.

Ïóñòü α > 0. Ïóñòü ai,j = (bi − dj)α ïðè i > j > 1 è ai,j =

0 ïðè i < j, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bi}∞i=1 è {di}∞i=1 òàêèå, ÷òî bi >

dj, i > j > 1. Åñëè {bi}∞i=1 � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è

{di}∞i=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.12). Äåéñòâèòåëüíî, èìååì ai,j ≈ (bi − bk)α + ak,j,

i > k > j > 1. Â îáùåì ñëó÷àå, ýëåìåíòû ai,j íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.4).

Åñëè {di}∞i=1 � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è {bi}∞i=1 � ïðîèçâîëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ýëåìåíòû ai,j óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.4), íî â

îáùåì ñëó÷àå, íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.12).

Òàêèì îáðàîçîì, (1.12), (2.4) îõâàòûâàþò óñëîâèå (1.11) è äîïîëíÿþò

äðóã äðóãà.

Áîëåå òîãî, â ýòîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ ðàñøèðÿþùèå êëàññû ìàòðèö è äëÿ

íèõ óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè è

êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðîâ (2.1) è (2.2). Ýòè êëàññû ìàòðèö íàìíîãî øèðå, ÷åì

ðàíåå èññëåäîâàííûå êëàññû ìàòðèö â òåîðèè äèñêðåòíûõ íåðàâåíñòâ òèïà

Õàðäè.

Ðàçäåë 2 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ïîäðàçäåëîâ. Â ïîäðàçäåëå 2.2,

äàåòñÿ îïðåäåëåíèå êëàññîâ ìàòðèö O+
n è O−n äëÿ n > 0, êîòîðûå

âêëþ÷àþò â ñåáÿ øèðîêî èçâåñòíûå ìàòðèöû àíàëèçà, â ÷àñòíîñòè,

ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1.11), (1.12), (2.4). Áîëåå òîãî, â

ýòîì ïîäðàçäåëå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ýòèõ êëàññîâ. Ïîäðàçäåë 2.3 ñîäåðæèò

ïðèìåðû ìàòðèö èç ýòèõ êëàññîâ, è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè êëàññû îõâàòûâàþò

èçâåñòíûå êëàññè÷åñêèå îïåðàòîðû, òàêèå êàê îïåðàòîð ìíîãîêðàòíîãî

ñóììèðîâàíèÿ, îïåðàòîðû ×åçàðî, Ãåëüäåðà. Â ïîäðàçäåëå 2.4 óñòàíîâëåíû

êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðîâ (2.1) è (2.2) â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ïðèíàäëåæàò êëàññàì

O+
n è O−n , n > 0 ïðè 1 < p 6 q <∞. Â ïîäðàçäåëå 2.5 ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå

è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîìïàêòíîñòè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ (2.1) è (2.2),

êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ïðèíàäëåæàò êëàññàì O+
n è O−n , n > 0.

Ïîäðàçäåë 2.6 ñîäåðæèò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðè 1 < p 6 q < ∞ è èõ

äîêàçàòåëüñòâà. Â ïîäðàçäåëå 2.7 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îãðàíè÷åííîñòè
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îïåðàòîðîâ (2.1) è (2.2) â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîãäà

ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö óäîâëåòâîðÿþò Ïðåäïîëîæåíèþ A ïðè

1 < q < p <∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå

èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ïî äèñêðåòíûì âåñîâûì íåðàâåíñòâàì Õàðäè (ñì. [3])

è êðèòåðèé ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ â lp (ñì. [115, p. 32]).

Òåîðåìà A. Ïóñòü {µj}∞j=1 íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

(i) Åñëè 1 < p 6 q <∞, òî íåðàâåíñòâî( ∞∑
i=1

∣∣∣∣∣
i∑

j=1

µjfj

∣∣∣∣∣
q

uqi

) 1
q

6 C

( ∞∑
i=1

|vifi|p
) 1

p

(2.5)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ f ∈ lp,v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

H0 = sup
n>1

( ∞∑
j=n

uqj

) 1
q
(

n∑
i=1

µp
′

i v
−p′
i

) 1
p′

<∞.

Áîëåå òîãî, H0 ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ, äëÿ êîòîðîé

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.5).

(ii) Åñëè 1 < q < p < ∞, òî íåðàâåíñòâî (2.5) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ

f ∈ lp,v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

H1 =

 ∞∑
k=1

( ∞∑
i=k

uqi

) p
p−q
(

k∑
j=1

µp
′

j v
−p′
j

)p(q−1)
p−q

µp
′

k v
−p′
k


p−q
pq

<∞.

Áîëåå òîãî, H1 ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Òåîðåìà B. Ïóñòü {µj}∞j=1 íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

(i) Åñëè 1 < p 6 q <∞, òî íåðàâåíñòâî( ∞∑
i=1

∣∣∣∣∣
∞∑
j=i

µjfj

∣∣∣∣∣
q

uqi

) 1
q

6 C

( ∞∑
i=1

|vifi|p
) 1

p

(2.6)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ f ∈ lp,v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

H2 = sup
n>1

(
n∑
j=1

uqj

) 1
q
( ∞∑

i=n

µp
′

i v
−p′
i

) 1
p′

<∞.
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Áîëåå òîãî, H2 ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ, äëÿ êîòîðîé

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.6).

(ii) Åñëè 1 < q < p < ∞, òî íåðàâåíñòâî (2.6) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ

f ∈ lp,v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

H3 =

 ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

uqi

) p
p−q
 ∞∑

j=k

µp
′

j v
−p′
j


p(q−1)
p−q

µp
′

k v
−p′
k


p−q
pq

<∞.

Áîëåå òîãî, H3 ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ, äëÿ êîòîðîé

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.6).

Òåîðåìà C. Ïóñòü T ìíîæåñòâî èç lp, 1 6 p < ∞. Ìíîæåñòâî T

êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T îãðàíè÷åíî è äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò N = N(ε) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x = {xi}∞i=1 ∈ T âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî
∞∑
i=N

|xi|p < ε.

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò (ñì. [38]).

Ëåììà D. Ïóñòü γ > 0. Òî ñóùåñòâóåò c > 0 òàêàÿ, ÷òî

1

c

(
j∑

k=1

βk

)γ

6
j∑

k=1

βk

(
k∑
i=1

βi

)γ−1

6 c

(
j∑

k=1

βk

)γ

∀j ∈ N (2.7)

äëÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {βk}∞k=1 ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë.

Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò c1 > 1 òàêàÿ, ÷òî

1

c1

 N∑
k=j

βk

γ

6
N∑
k=j

βk

(
N∑
i=k

βi

)γ−1

6 c1

 N∑
k=j

βk

γ

(2.8)

äëÿ âñåõ j, k ∈ {1, 2, ..., N}, N ∈ N ∪ {∞} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {βk}∞k=1

ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî
∞∑
k=1

βk <∞.

2.2 Îïðåäåëåíèå êëàññîâ ìàòðèö è èõ ñâîéñòâà

Äëÿ n > 1, îïðåäåëèì êëàññû O+
n è O−n ìàòðèö (ai,j) . (ai,j) îáîçíà÷èì

÷åðåç
(
a
(n)
i,j

)
, åñëè (ai,j) ïðèíàäëåæèò O+

n èëè O−n .

34



Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì ìíîæåñòâîM+ êàê ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ

ìàòðèö (ai,j), ãäå ai,j íå óáûâàåò ïî ïåðâîìó èíäåêñó äëÿ âñåõ i > j > 1.

Îïðåäåëèì êëàññû O+
n , n > 0 ïî ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè n =

0 îïðåäåëèì êëàññ O+
0 êàê ìíîæåñòâî ìàòðèö èç M+ ñëåäóþùåãî âèäà

a
(0)
i,j = αj, ∀i > j > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàññû O+

γ îïðåäåëåíû äëÿ

γ = 0, 1, . . . , n − 1, n > 1. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìàòðèöà (ai,j) ≡ (a
(n)
i,j ) èç M+

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

(a
(γ)
i,j ) ∈ O+

γ , γ = 0, 1, . . . , n− 1 è ïîñòîÿííàÿ rn > 0 òàêèå, ÷òî

a
(n)
i,j 6 rn

n∑
γ=0

bn,γi,k a
(γ)
k,j (2.9)

äëÿ âñåõ i > k > j > 1, ãäå bn,ni,k ≡ 1 è

bn,γi,k = inf
16j6k

a
(n)
i,j

a
(γ)
k,j

, γ = 0, 1, . . . , n− 1. (2.10)

Èç (2.10) ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû (bn,γi,k ) íå óáûâàþò ïî ïåðâîìó

èíäåêñó è íå âîçðàñòàþò ïî âòîðîìó èíäåêñó. Áîëåå òîãî, èç (2.10) âûòåêàåò

âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

a
(n)
i,j > bn,γi,k a

(γ)
k,j (2.11)

äëÿ âñåõ i > k > j > 1, γ = 0, 1, . . . , n, n = 0, 1, . . . Òî äëÿ (a
(n)
i,j ) ∈ O+

n èìååì

a
(n)
i,j ≈

n∑
γ=0

bn,γi,k a
(γ)
k,j , n > 0 (2.12)

äëÿ âñåõ i > k > j > 1.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè äëÿ ìàòðèöû (a
(n)
i,j ), n >

0 ñóùåñòâóþò ìàòðèöû (a
(γ)
i,j ) ∈ O+

γ , γ = 0, 1, . . . , n − 1, è ìàòðèöû

(̃bn,γi,k ), γ = 0, 1, . . . , n òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (2.12) äëÿ âñåõ

i > k > j > 1, òî (a
(n)
i,j ) ∈ O+

n è b̃n,γi,k ≈ bn,γi,k . Ñëåäîâàòåëüíî,

ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöû (bn,γi,k ) ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå

ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå (2.12).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ

ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà. Ïóñòü n > l > γ. Òî èìååì

bn,γi,k > bn,li,s · b
l,γ
s,k ∀i > s > k > 1. (2.13)

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ (2.11) äëÿ âñåõ i > s > k > 1, n > l > γ,

èìååì

bn,γi,k = inf
16j6k

a
(n)
i,j

a
(γ)
k,j

> bn,li,s · inf
16j6k

a
(l)
s,j

a
(γ)
k,j

= bn,li,s · b
l,γ
s,k.

Êàê âûøå, îïðåäåëèì êëàññû O−m, m > 0. Äëÿ íà÷àëà, îïðåäåëèì

ìíîæåñòâî M− êàê ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö (ai,j), ãäå ai,j íå

âîçðàñòàåò ïî âòîðîìó èíäåêñó äëÿ âñåõ i > j > 1. Ïî îïðåäåëåíèþ,

ìàòðèöà (ai,j) = (a
(0)
i,j ) èç M− ïðèíàäëåæèò êëàññó O−0 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà a(0)i,j = βi äëÿ âñåõ i > j > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàññû O−γ ,
γ = 0, 1, . . . ,m − 1, m > 1 îïðåäåëåíû. Ìàòðèöà (ai,j) = (a

(m)
i,j ) èç M−

ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

(a
(γ)
i,j ) ∈ O−γ , γ = 0, 1, . . . ,m− 1 è ïîñòîÿííàÿ hm > 0 òàêèå, ÷òî

a
(m)
i,j 6 hm

m∑
γ=0

a
(γ)
i,k d

γ,m
k,j (2.14)

äëÿ âñåõ i > k > j > 1, ãäå dm,mk,j ≡ 1 è

dγ,mk,j = inf
k6i6∞

a
(m)
i,j

a
(γ)
i,k

, γ = 0, 1, . . . ,m− 1. (2.15)

Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû (dγ,mk,j ), γ = 0, 1, . . . ,m− 1, m = 0, 1, . . . , î÷åâèäíî,

÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû (dγ,mk,j ) íå óáûâàþò ïî ïåðâîìó èíäåêñó è íå âîçðàñòàþò

ïî âòîðîìó èíäåêñó è äëÿ âñåõ m > l > γ, k > s > j óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

dγ,mk,j > dγ,lk,s · d
l,m
s,j . (2.16)

Èç (2.15) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ i > k > j > 1

a
(m)
i,j > a

(γ)
i,k d

γ,m
k,j , γ = 0, 1, . . . ,m− 1. (2.17)
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Êàê è â (2.12) êàæäûé êëàññ O−m, m > 0 ìàòðèö (a
(m)
i,j ) õàðàêòåðèçóåòñÿ

ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì

a
(m)
i,j ≈

m∑
γ=0

a
(γ)
i,k d

γ,m
k,j (2.18)

äëÿ âñåõ i > k > j, ãäå dγ,mk,j , γ = 0, 1, . . . ,m îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.15).

Çàìå÷àíèå 2.2. Êàê âûøå, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî (dγ,mk,j ), γ =

0, 1, . . . ,m, m > 0 ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå (2.18).

Çàìå÷àíèå 2.3. Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññîâ O±n , n > 0 èìååì O±0 ⊂ O±1 ⊂
· · · ⊂ O±n ⊂ · · ·

Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöû êëàññîâ O+
1 è O−1 õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè

ñîîòíîøåíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî,

a
(1)
i,j ≈ b1,0i,ka

(0)
k,j + a

(1)
k,j ∀i > k > j > 1,

a
(1)
i,j ≈ a

(1)
i,k + a

(0)
i,kd

0,1
k,j ∀i > k > j > 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññû ìàòðèö O+
1 âêëþ÷àþò â ñåáÿ ìàòðèöû, ýëåìåíòû

êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.11) è (1.12). Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1.11) è (2.4) ïðèíàäëåæàò êëàññàì

O−1 . Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî êëàññû O+
n , n > 1 è O−m, m > 1 íàìíîãî øèðå ÷åì

êëàññû ìàòðèö, êîòîðûå áûëè èññëåäîâàíû â ýòîì íàïðàâëåíèé.

Ìàòðèöû êëàññîâ O+
2 è O−2 îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè,

ñîîòâåòñòâåííî,

a
(2)
i,j ≈ b2,0i,ka

(0)
k,j + b2,1i,ka

(1)
k,j + a

(2)
k,j ∀i > k > j > 1,

a
(2)
i,j ≈ a

(2)
i,k + a

(1)
i,kd

1,2
k,j + a

(0)
i,kd

0,2
k,j ∀i > k > j > 1.

Íåïðåðûâíûé àíàëîã êëàññîâO+
n èO−n , n > 0 áûë ââåäåí Ð. Îéíàðîâûì

â [23].

Îïðåäåëåíèå 2.4. Åñëè ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α = {αi}∞i=1 è ìàòðèöà ãi,j ∈ O±n , n > 0 òàêèå,

÷òî ai,j ≈ αiãi,j, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (ai,j) ∈ αO±n , n > 0.
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Åñëè ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü β = {βj}∞j=1 è ìàòðèöà ãi,j ∈ O±n , n > 0 òàêèå,

÷òî ai,j ≈ ãi,jβj, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (ai,j) ∈ O±n β, n > 0.

Ýòè êëàññû îïåðàòîðîâ âêëþ÷àþò â ñåáÿ õîðîøî èçâåñòíûå îïåðàòîðû,

êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â àíàëèçå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìàòðèö èç

êëàññîâ αO±n è O±n β, n > 0 ìîæíî âçÿòü ìàòðèöû ×åçàðî, Ãåëüäåðà è äðóãèå.

Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîé èíôîðìàöèè ñìîòðèòå ïîäðàçäåë 2.3.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà êëàññîâ O+
n è O−n , n > 0.

Ïîëîæèì

wi,k =
i∑

j=k

ai,jσj,k.

Òîãäà èìååì

Ëåììà 2.6. Ïóñòü (ai,j) ∈ O+
n , (σj,k) ∈ O+

m. Òîãäà (wi,k) ∈ O+
m+n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.6. Ïî óñëîâèþ ëåììû (ai,j) ∈ O+
n . Òî

ñóùåñòâóþò ìàòðèöû (a
(γ)
i,j ) ∈ O+

γ , γ = 0, 1, . . . , n− 1, è ìàòðèöû (δn,γi,l ) òàêèå,

÷òî

ai,j ≡ a
(n)
i,j ≈

n∑
γ=0

δn,γi,l a
(γ)
l,j , n = 0, 1, . . . , δn,ni,l ≡ 1

äëÿ âñåõ i > l > j > 1.

Òàê êàê (σj,k) ∈ O+
m, ñóùåñòâóþò ìàòðèöû (σ

(µ)
j,k ) ∈ O+

µ , µ = 0, 1, . . . ,m−
1, è ìàòðèöû (em,µj,l ) òàêèå, ÷òî

σj,k ≡ σ
(m)
j,k ≈

m∑
µ=0

em,µj,l σ
(µ)
l,k , m = 0, 1, . . . , em,mj,l ≡ 1

äëÿ âñåõ j > l > k > 1.

Ïîëîæèì

wi,k ≡ wn,m
i,k =

i∑
j=k

a
(n)
i,j σ

(m)
j,k .
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà m > 0, n = 0. Â ýòîì ñëó÷àå a(0)i,j =

αj, ∀i > j > 1. Äëÿ ∀i > l > k èìååì

wo,m
i,k =

i∑
j=k

αjσ
(m)
j,k ≈

l∑
j=k

αjσ
(m)
j,k +

i∑
j=l

αjσ
(m)
j,k

≈ wo,m
l,k +

m∑
µ=0

σ
(µ)
l,k

i∑
j=l

αje
m,µ
j,l

= wo,m
l,k +

m∑
µ=0

ẽm+1,µ
i,l σ

(µ)
l,k ,

ãäå ẽm+1,µ
i,l =

i∑
j=l

αje
m,µ
j,l , µ = 0, 1, . . . ,m. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ẽm+1,m+1

i,l ≡ 1.

Òàê êàê
(
σ
(µ)
l,k

)
∈ O+

µ äëÿ µ = 0, 1, . . . ,m, ïî îïðåäåëåíèþ, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

wo,m
i,k ∈ O

+
m+1. Ïî èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n = 0, 1, . . . , r− 1, r > 1(

wn,m
i,k

)
ïðèíàäëåæàò êëàññàì O+

n+m+1. Äëÿ i > l > k èìååì

wr,m
i,k =

i∑
j=k

a
(r)
i,j σ

(m)
j,k ≈

l∑
j=k

a
(r)
i,j σ

(m)
j,k +

i∑
j=l

a
(r)
i,j σ

(m)
j,k

≈
l∑

j=k

(
r∑

γ=0

δr,γi,l a
(γ)
l,j

)
σ
(m)
j,k +

i∑
j=l

a
(r)
i,j

(
m∑
µ=0

em,µj,l σ
(µ)
l,k

)

=
r∑

γ=0

δr,γi,l

l∑
j=k

a
(γ)
l,j σ

(m)
j,k +

m∑
µ=0

σ
(µ)
l,k

i∑
j=l

a
(r)
i,j e

m,µ
j,l

=
l∑

j=k

a
(r)
l,j σ

(m)
j,k +

r−1∑
γ=0

δr,γi,l

l∑
j=k

a
(γ)
l,j σ

(m)
j,k +

m∑
µ=0

σ
(µ)
l,k

i∑
j=l

a
(r)
i,j e

m,µ
j,l

= wr,m
l,k +

r−1∑
γ=0

δr,γi,l σ̃
(γ+m+1)
l,k +

m∑
µ=0

ẽm+1,µ
i,l σ

(µ)
l,k ,

ãäå σ̃(γ+m+1)
l,k ≡

l∑
j=k

a
(γ)
l,j σ

(m)
j,k , γ = 0, . . . , r − 1 è ẽm+1,µ

i,l ≡
i∑
j=l

a
(r)
i,j e

m,µ
j,l µ =

0, . . . ,m. Îáîçíà÷èì γ +m+ 1 ÷åðåç µ. Òîãäà èìååì
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wr,m
i,k ≈ wr,m

l,k +
r+m∑

µ=m+1

δr,µ−m−1i,l σ̃
(µ)
l,k +

m∑
µ=0

ẽm+1,µ
i,l σ

(µ)
l,k

= wr,m
l,k +

r+m∑
µ=0

δ̃r+m,µi,l σ̃
(µ)
l,k ,

ãäå

δ̃r+m,µi,l =

{
ẽm+1,µ
i,l , 0 6 µ 6 m,

δr,µ−m−1i,l , m+ 1 6 µ 6 r +m,

è

σ̃
(µ)
l,k =

{
σ
(µ)
l,k , 0 6 µ 6 m,

σ̃
(µ)
l,k , m+ 1 6 µ 6 r +m.

Òàê êàê σ̃(µ)l,k ∈ O+
µ , µ = 0, 1, . . . , r + m ïîëó÷àåì, ÷òî wr,m

i,k ∈ O
+
r+m+1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

ζk,j =
k∑
i=j

σk,iai,j.

Òîãäà èìååì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2.7. Let (ai,j) ∈ O−n , (σk,i) ∈ O−m. Then (ζk,j) ∈ O−m+n+1.

Ëåììà 2.7 ìîæíî äîêàçàòü èñïîëüçóÿ ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 2.6.

Îïðåäåëèì

$i,k =
k∑
j=1

ai,jσk,j, i > k,

ϕk,i =
i∑

j=1

σk,jai,j, k > i.

Ëåììà 2.8. i) Åñëè (ai,j) ∈ O+
n , n > 0 è (σk,j) � ïðîèçâîëüíàÿ

íåîòðèöàòåëüíàÿ íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî ($i,k) ïðèíàäëåæèò

êëàññó O+
n .

ii) Åñëè (σk,j) ∈ O+
m, m > 0 è (ai,j) � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ

íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî (ϕk,i) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m.
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iii) Åñëè (ai,j) ∈ O−n , n > 0 è (σk,j) � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ

íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî ($i,k) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−n β, ãäå

β = {βk}∞k=1 è βk =
k∑
j=1

σk,j.

iv) Åñëè (σk,j) ∈ O−m, m > 0 è (ai,j) � ïðîèçâîëüíàÿ

íåîòðèöàòåëüíàÿ íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî (ϕk,i) ïðèíàäëåæèò

êëàññó O−mα, ãäå α = {αi}∞i=1 è αi =
i∑

j=1

ai,j.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.8

i) Òàê êàê (ai,j) ∈ O+
n , ñóùåñòâóþò ìàòðèöû (a

(γ)
i,j ) ∈ O+

γ , γ = 0, 1, ..., n−
1, è ìàòðèöû (dn,γi,k ) òàêèå, ÷òî

ai,j ≡ a
(n)
i,j ≈

n∑
γ=0

dn,γi,s a
(γ)
s,j , dn,ni,s ≡ 1

äëÿ âñåõ i > s > j > 1.

Ïîëîæèì

$i,k ≡ $
(n)
i,k =

k∑
j=1

a
(n)
i,j σk,j.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà n = 0. Â ýòîì ñëó÷àå $
(0)
i,k =

k∑
j=1

αjσk,j ≡ α̃k, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ($
(0)
i,k ) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+

0 . Ïî

èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n = 0, 1, ..., r−1, r > 1 ($
(n)
i,k ) ïðèíàäëåæàò

êëàññàì O+
n . Äëÿ i > s > k èìååì

$
(r)
i,k ≈

k∑
j=1

r∑
γ=0

dr,γi,s a
(γ)
s,j σk,j =

r∑
γ=0

dr,γi,s

k∑
j=1

a
(γ)
s,j σk,j =

r∑
γ=0

dr,γi,s$
(γ)
s,k ,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ($
(r)
i,k ) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+

r , r > 0.

ii) Òàê êàê (σk,j) ∈ O+
m, ñóùåñòâóþò ìàòðèöû (σ

(γ)
i,j ) ∈ O+

γ , γ =

0, 1, ...,m− 1, è ìàòðèöû (em,γk,i ) òàêèå, ÷òî

σk,j ≡ σ
(m)
k,j ≈

m∑
γ=0

em,γk,s σ
(γ)
s,j , em,mk,s ≡ 1

äëÿ âñåõ k > s > j > 1.
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Îïðåäåëèì

ϕk,i ≡ ϕ
(m)
k,i =

i∑
j=1

σ
(m)
k,j ai,j.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà m = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ϕ
(0)
k,i =

i∑
j=1

βjai,j ≡ β̃i, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî (ϕ
(0)
k,i) ïðèíàäëåæèò êëàññó O

+
0 . Ïî èíäóêöèè,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ m = 0, 1, ..., r − 1, r > 1 (ϕ
(m)
k,i ) ïðèíàäëåæàò êëàññàì

O+
m. Äëÿ k > s > i èìååì

ϕ
(r)
k,i ≈

i∑
j=1

r∑
γ=0

er,γk,sσ
(γ)
s,j ai,j =

r∑
γ=0

er,γk,s

i∑
j=1

σ
(γ)
s,j ai,j =

r∑
γ=0

er,γk,sϕ
(γ)
s,i .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, èìååì, ÷òî (ϕ
(r)
k,i) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+

r , r > 0.

iii) Òàê êàê (ai,j) ∈ O−n , ñóùåñòâóþò ìàòðèöû (a
(γ)
i,s ) ∈ O−γ , γ =

0, 1, ..., n− 1, è ìàòðèöû (dγ,ns,j ) òàêèå, ÷òî

ai,j ≡ a
(n)
i,j ≈

n∑
γ=0

a
(γ)
i,s d

γ,n
s,j , dn,ns,j ≡ 1

äëÿ âñåõ i > s > j > 1.

Ïóñòü i > s > k. Òîãäà èìååì

$i,k ≡ $
(n)
i,k =

k∑
j=1

a
(n)
i,j σk,j ≈

k∑
j=1

n∑
γ=0

a
(γ)
i,s d

γ,n
s,j σk,j

=
n∑
γ=0

a
(γ)
i,s

k∑
j=1

dγ,ns,j σk,j

= a
(n)
i,s

k∑
j=1

σk,j +
n−1∑
γ=0

a
(γ)
i,s

k∑
j=1

dγ,ns,j σk,j

= βk

(
a
(n)
i,s +

n−1∑
γ=0

a
(γ)
i,sD

γ,n
s,k

)
= βkãi,k,

ãäå βk =
k∑
j=1

σk,j, ãi,k = a
(n)
i,s +

n−1∑
γ=0

a
(γ)
i,sD

γ,n
s,k è Dγ,n

s,k = 1
βk

(
k∑
j=1

dγ,ns,j σk,j

)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ (ãi,k) èìååì, ÷òî (ãi,k) ∈ O−n , n > 0. Ñëåäîâàòåëüíî

($i,k) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−n β, n > 0.
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iv) Òàê êàê (σk,j) ∈ O−m, ñóùåñòâóþò ìàòðèöû (σ
(γ)
k,s) ∈ O−γ , γ =

0, 1, ...,m− 1, è ìàòðèöû (eγ,ms,j ) òàêèå, ÷òî

σk,j ≡ σ
(m)
k,j ≈

m∑
γ=0

σ
(γ)
k,se

γ,m
s,j , em,ms,j ≡ 1

äëÿ âñåõ k > s > j > 1.

Ïóñòü k > s > i. Òî

ϕk,i ≡ ϕ
(m)
k,i =

i∑
j=1

σ
(m)
k,j ai,j ≈

i∑
j=1

m∑
γ=0

σ
(γ)
k,se

γ,m
s,j ai,j

= σ
(m)
k,s

i∑
j=1

ai,j +
m−1∑
γ=0

σ
(γ)
k,s

i∑
j=1

eγ,ms,j ai,j

= αi

(
σ
(m)
k,s +

m−1∑
γ=0

σ
(γ)
k,sE

γ,m
s,i

)
= αiσ̃k,i,

ãäå αi =
i∑

j=1

ai,j, σ̃k,i = σ
(m)
k,s +

m−1∑
γ=0

σ
(γ)
k,sE

γ,m
s,i è Eγ,m

s,i = 1
αi

(
i∑

j=1

eγ,ms,j ai,j

)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ (σ̃k,i), èìååì, ÷òî (σ̃k,i) ∈ O−m, m > 0. Òàê êàê

ϕk,i ≈ αiσ̃k,i, ïîëó÷àåì, ÷òî (ϕk,i) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−mα, m > 0. Òàêèì

îáðàçîì, Ëåììà 2.8 äîêàçàíà.

Îïðåäåëèì

ψk,j =
∞∑
i=k

σi,kai,j, k > j,

ρj,k =
∞∑
i=j

ai,jσi,k, j > k.

Ëåììà 2.9. i) Åñëè (ai,j) ∈ O−n , n > 0 è (σk,j) � ïðîèçâîëüíàÿ

íåîòðèöàòåëüíàÿ íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî (ψk,j) ïðèíàäëåæèò

êëàññó O−n .
ii) Åñëè (σi,k) ∈ O−m, m > 0 è (ai,j) � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ

íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî (ρj,k) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m.
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iii) Åñëè (ai,j) ∈ O+
n , n > 0 è (σk,j) � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ

íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî (ψk,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó BO+
n , ãäå

B = {Bk}∞k=1 è Bk =
∞∑
i=k

σi,k.

iv) Åñëè (σk,j) ∈ O+
m, m > 0 è (ai,j) � ïðîèçâîëüíàÿ

íåîòðèöàòåëüíàÿ íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî (ρj,k) ïðèíàäëåæèò

êëàññó AO+
m, ãäå A = {Aj}∞j=1 è Aj =

∞∑
i=j

ai,j.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.9

i) Òàê êàê (ai,j) ∈ O−n , ñóùåñòâóþò ìàòðèöû (a
(γ)
i,j ) ∈ O−γ , γ = 0, 1, ..., n− 1, è

ìàòðèöû (dγ,ns,j ) òàêèå, ÷òî

ai,j ≡ a
(n)
i,j ≈

n∑
γ=0

a
(γ)
i,s d

γ,n
s,j , dn,ns,j ≡ 1

äëÿ âñåõ i > s > j > 1.

Ïîëîæèì

ψk,j ≡ ψ
(n)
k,j =

∞∑
i=k

σi,ka
(n)
i,j .

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà n = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ψ
(0)
k,j =

∞∑
i=k

σi,kαi ≡ α̃k, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî (ψ
(0)
k,j) ïðèíàäëåæèò êëàññóO

−
0 .Ïî èíäóêöèè,

ïðäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n = 0, 1, ..., r − 1, r > 1 (ψ
(n)
k,j ) ïðèíàäëåæàò êëàññàì

O−n . Äëÿ k > s > j èìååì

ψ
(r)
k,j ≈

∞∑
i=k

σi,k

r∑
γ=0

a
(γ)
i,s d

γ,r
s,j =

r∑
γ=0

dγ,rs,j

∞∑
j=k

σi,ka
(γ)
i,s =

r∑
γ=0

ψ
(γ)
k,sd

γ,r
s,j ,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî (ψ
(r)
k,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−r , r > 0.

ii) Òàê êàê (σi,k) ∈ O−m, ñóùåñòâóþò ìàòðèöû (σ
(γ)
i,j ) ∈ O−γ , γ =

0, 1, ...,m− 1, è ìàòðèöû (eγ,ms,k ) òàêèå, ÷òî

σi,k ≡ σ
(m)
i,k ≈

m∑
γ=0

σ
(γ)
i,s e

γ,m
s,k , em,ms,k ≡ 1

äëÿ âñåõ i > s > k > 1.
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Ïîëîæèì

ρj,k ≡ ρ
(m)
j,k =

∞∑
i=j

ai,jσ
(m)
i,k .

Ñíà÷àëà ðàñììîòðèì ñëó÷àé êîãäà m = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ρ
(0)
j,k =

∞∑
i=j

ai,jβi ≡ β̃j, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (ρ
(0)
j,k) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−0 . Ïî

èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ m = 0, 1, ..., r−1, r > 1 (ρ
(0)
j,k) ïðèíàäëåæàò

êëàññàì O−m. Äëÿ i > j > k èìååì

ρ
(r)
j,k ≈

∞∑
i=j

ai,j

r∑
γ=0

σ
(γ)
i,s e

γ,r
s,k =

r∑
γ=0

eγ,rs,k

∞∑
i=j

ai,jσ
(γ)
i,s =

r∑
γ=0

ρ
(γ)
j,s e

γ,r
s,k,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (ρ
(r)
j,k) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−r , r > 0.

iii) Òàê êàê (ai,j) ∈ O+
n , ñóùåñòâóþò ìàòðèöû (a

(γ)
s,j ) ∈ O+

γ , γ =

0, 1, ..., n− 1, è ìàòðèöû (dn,γi,s ) òàêèå, ÷òî

ai,j ≡ a
(n)
i,j ≈

n∑
γ=0

dn,γi,s a
(γ)
s,j , dn,ni,s ≡ 1

äëÿ âñåõ i > s > j > 1.

Ïóñòü k > s > j. Òî èìååì

ψk,j ≡ ψ
(n)
k,j =

∞∑
i=k

σi,ka
(n)
i,j ≈

∞∑
i=k

σi,k

n∑
γ=0

dn,γi,s a
(γ)
s,j

= a
(n)
s,j

∞∑
i=k

σi,k +
n−1∑
γ=0

a
(γ)
s,j

∞∑
i=k

σi,kd
n,γ
i,s

= Bk

(
a
(n)
s,j +

n−1∑
γ=0

Dn,γk,s a
(γ)
s,j

)
= Bkâk,j,

ãäå Bk =
∞∑
i=k

σi,k, âk,j = a
(n)
s,j +

n−1∑
γ=0
Dn,γk,s a

(γ)
s,j è D

n,γ
k,s = 1

Bk

( ∞∑
i=k

σi,kd
n,γ
i,s

)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ (âk,j), èìååì (âk,j) ∈ O+
n , n > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, (ψk,j)

ïðèíàäëåæèò êëàññó BO+
n , n > 0.

iv) Òàê êàê (σi,k) ∈ O+
m, ñóùåñòâóþò ìàòðèöû (σ

(γ)
s,k ) ∈ O+

γ , γ =

0, 1, ...,m− 1, è ìàòðèöû (em,γi,s ) òàêèå, ÷òî

σi,k ≡ σ
(m)
i,k ≈

m∑
γ=0

em,γi,s σ
(γ)
s,k , em,mi,s ≡ 1
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äëÿ âñåõ i > s > k > 1.

Ïóñòü i > j > k. Òî èìååì

ρj,k ≡ ρ
(m)
j,k =

∞∑
i=j

ai,jσ
(m)
i,k ≈

∞∑
i=j

ai,j

m∑
γ=0

em,γi,s σ
(γ)
s,k

= σ
(m)
s,k

∞∑
i=j

ai,j +
m−1∑
γ=0

σ
(γ)
s,k

∞∑
i=j

ai,je
m,γ
i,s

= Aj

(
σ
(m)
s,k +

m−1∑
γ=0

Em,γj,s σ
(γ)
s,k

)
= Ajσ̂j,k,

ãäå Aj =
∞∑
i=j

ai,j, σ̂j,k = σ
(m)
s,k +

m−1∑
γ=0
Em,γj,s σ

(γ)
s,k è E

m,γ
j,s = 1

Ai

(
∞∑
i=j

ai,je
m,γ
i,s

)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ (σ̂j,k), èìååì (σ̂j,k) ∈ O+
m, m > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

(ρj,k) ïðèíàäëåæèò êëàññóAO+
m, m > 0. Òàêèì îáðàçîì, Ëåììà 2.9 äîêàçàíà.

2.3 Ïðèìåðû ìàòðèö èç êëàññîâ αO±n è O±n β
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ìàòðèö èç êëàññîâ αO±n , O±n β,

n > 0.

1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ìíîãîêðàòíîðãî ñóììèðîâàíèÿ

(Snf)i =
i∑

k1=1

ω1,k1

k1∑
k2=1

ω2,k2

k2∑
k3=1

ω3,k3...

kn−2∑
kn−1=1

ωn−1,kn−1

kn−1∑
j=1

fj. (2.19)

Ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â (2.19), ïîëó÷èì

(Snf)i =
i∑

j=1

fjWn−1,1(i, j), (2.20)

ãäå Wn−1,1(i, j) ≡ 1 äëÿ n = 1 è

Wn−1,1(i, j) =
i∑

kn−1=j

ωn−1,kn−1

i∑
kn−2=kn−1

ωn−2,kn−2...
i∑

k1=k2

ω1,k1

äëÿ n > 2.

Îãðàíè÷åííîñòü è êîìïàêòíîñòü òàêèõ îïåðàòîðîâ áûë óñòàíîâëåí â

ðàáîòå [116].
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Wl,m(i, j) ≡ 1 äëÿ m > l è

Wl,m(i, j) =
i∑

kl=j

ωl,kl

i∑
kl−1=kl

ωl−1,kl−1...
i∑

km=km+1

ωm,km

äëÿ n− 1 > l > m > 1.

Ïî Ëåììå 1 ðàáîòû [116] ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

Wl,m(i, j) ≈
l+1∑
r=m

Wr−1,m(i, τ)Wl,r(τ, j) (2.21)

äëÿ n− 1 > l > m > 1 è äëÿ âñåõ i, τ , j òàêèå, ÷òî 1 6 j 6 τ 6 i <∞.
Äëÿ m = 1 and n− 1 > l > 1 èç (2.21) ñëåäóåò, ÷òî

Wl,1(i, j) ≈
l∑

r=0

Wr,1(i, τ)Wl,r+1(τ, j) (2.22)

äëÿ âñåõ i > τ > j > 1.

Îïðåäåëèì a(r)(i, j) ≡ Wr,1(i, j) for r = 0, 1, ..., l. Òî èìååì

a(l)(i, j) ≈
l∑

r=0

a(r)(i, τ)Wl,r+1(τ, j) (2.23)

äëÿ i > τ > j > 1. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî (a(l)(i, j)) ∈ O−l äëÿ l = 0, 1, ..., n−1,

òî ïîëó÷èì, ÷òî (a(n−1)(i, j)) ≡ (Wn−1,1(i, j)) ∈ O−n−1.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè l = 0, òî a(0)(i, j) = W0,1(i, j) ≡ 1, ÷òî îçíà÷àåò

(a(0)(i, j)) ∈ O−0 .
Äëÿ l = 1, ïî (2.23) è (2.18) èìååì, ÷òî

a(1)(i, j) ≈ a(1)(i, τ) + a(1)(τ, j)

äëÿ i > τ > j > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, (a(1)(i, j)) ∈ O−1 .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (a(r)(i, j)) ∈ O−r äëÿ r = 0, 1, ..., l − 1, n− 1 > l > 1.

Òîãäà ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÷òî Wl,l+1(τ, j) ≡ 1, èç (2.23) è (2.18) ïîëó÷èì,

÷òî (a(l)(i, j)) ∈ O−l . Ñëåäîâàòåëüíî, (Wn−1,1(i, j)) ∈ O−n−1 äëÿ n > 1.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî (Wn−1,1(i, j)) ∈ O+
n−1 äëÿ n > 1.

Äëÿ m = 1 è l = n− 1 ñîîòíîøåíèå (2.21) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî

Wn−1,1(i, j) ≈
n−1∑
k=0

Wn−k−1,1(i, τ)Wn−1,n−k(τ, j)
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äëÿ âñåõ i > τ > j > 1.

Îïðåäåëèì a(k)(i, j) ≡ Wn−1,n−k(i, j) äëÿ k = 0, 1, ..., n− 1. Òîãäà èìååì

Wn−1,1(i, j) ≡ a(n−1)(i, j) è

a(n−1)(i, j) ≈
n−1∑
k=0

Wn−k−1,1(i, τ)a(k)(τ, j), i > τ > j.

Òàê êàê W0,1(i, τ) ≡ 1, if (a(k)(i, j)) ∈ O+
k for k = 0, 1, ...n− 2, ïîëó÷àåì,

÷òî (a(n−1)(i, j)) ∈ O+
n−1.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî l = n − 1 and m = n − k, 0 6 k 6 n − 1 in (2.21),

èìååì

a(k)(i, j) ≈
n∑

r=n−k

Wr−1,n−k(i, τ)Wn−1,r(τ, j) (2.24)

=
k∑
r=0

Wn−r−1,n−k(i, τ)a(r)(τ, j)

äëÿ âñåõ i > τ > j > 1.

Åñëè k = 0, òî a(0)(i, j) ≡ Wn−1,n(i, j) ≡ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, (a(0)(i, j)) ∈
O+

0 .

Åñëè k = 1 èç (2.12) è (2.24) ïîëó÷àåì, ÷òî

a(1)(i, j) ≈ Wn−1,n−1(i, τ)a(0)(τ, j) +Wn−2,n−1(i, τ)a(1)(τ, j)

= a(1)(i, τ) + a(1)(τ, j),

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî (a(1)(i, j)) ∈ O+
1 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (a(r)(i, j)) ∈ O+
r for r = 0, 1, ..., k − 1, k > 1. Òàê êàê

Wn−k−1,n−k(i, τ) ≡ 1 äëÿ k = 0, 1, ..., n− 1, èç (2.24) ñëåäóåò, ÷òî (a(k)(i, j)) ∈
O+
k for k = 0, 1, ..., n− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, (Wn−1,1(i, j)) ∈ O+

n−1 äëÿ n > 1.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà (Wn−1,1(i, j)) ïðèíàäëåæèò

êëàññó O+
n−1 ∩ O−n−1.

2. Ïî îïðåäåëåíèþ, ðÿä
∞∑
j=1

fj íàçûâàåòñÿ ñóììèðóåìûì ìåòîäîì

Ãåëüäåðà (H, n) ñ ñóììîé s, åñëè

lim
i→∞

Hn
i = s,
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ãäå

H0
i = si =

i∑
j=1

fj,

Hn
i =

Hn−1
1 + ...+Hn−1

i

i
, i = 1, 2, ...

Ýòîò ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ áûë ââåäåí Î. Ãåëüäåðîì (O. H�older) [117] (ñì.

òàêæå [118]) êàê îáîáùåíèå ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ñðåäíèõ.

Âûðàæåíèå Hn
i ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

Hn
i ≡ (Hnf)i =

1

i

i∑
k1=1

1

k1

k1∑
k2=1

1

k2
...

kn−2∑
kn−1=1

1

kn−1

kn−1∑
kn=1

kn∑
j=1

fj.

Åñëè ðàññìîòðèì îïåðàòîð ìíîãîêðàòíîãî ñóììèðîâàíèÿ ïîðÿäêà (n+

1), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ωl,kl = 1
kl
äëÿ 1 6 l 6 n− 1 è ωn,kn = 1, òî èìååì

(Sn+1f)i =
i∑

k1=1

1

k1

k1∑
k2=1

1

k2
...

kn−2∑
kn−1=1

1

kn−1

kn−1∑
kn=1

kn∑
j=1

fj = i(Hnf)i.

Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, ìàòðèöà îïåðàòîðà ìíîãîêðàòíîãî

ñóììèðîâàíèÿ ïîðÿäêà (n + 1) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n ∩ O−n , n > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ìàòðèöà Ãåëüäåðà ïîðÿäêà n ïðèíàäëåæèò êëàññó

ϕO+
n ∩ ϕO−n , n > 0, ãäå ϕ = {1i}

∞
i=1.

3. Ðàññìîòðèì ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ×åçàðî. Ýòî ìàòðè÷íûé ìåòîä

ñóììèðîâàíèÿ ñ ìàòðèöåé (aki,j), ãäå

aki,j =

{
T k−1
i−j
T k
i
, j 6 i,

0, j > i

è T ki = (k+1)(k+2)...(k+i)
i! .

Åñëè k = 1, òî a1i,j = 1
i+1 . Òî ìû ïîëó÷àåì îïåðàòîð Õàðäè, êîòîðûé

õîðîøî èññëåäîâàí â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íà êîíóñå

ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñì. [3]).

Åñëè k > 2 äëÿ j 6 i, èìååì

aki,j =
T k−1i−j

T ki
=

k

(i+ 1)(i+ 2)...(i+ k)
(i− j + 1)(i− j + 2)...(i− j + k − 1).
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Ïîëîæèì

aki,j = ψki ã
(k−1)
i,j ,

ãäå ã(k−1)i,j = (i− j + 1)(i− j + 2)...(i− j + k − 1) è ψki = k
(i+1)(i+2)...(i+k) .

Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà ×åçàðî (aki,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó

ψ(k)O+
k−1∩ψ(k)O−k−1, k > 1, ãäå ψ(k) = {ψki }∞i=1. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî äîêàçàòü,

÷òî (ã
(k−1)
i,j ) ∈ O+

k−1 ∩ O
−
k−1, k > 2.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ∀l > 1 âåðíî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

ã
(l)
i,j = (i− j + 1)(i− j + 2)...(i− j + l) =

l∑
γ=0

ã
(γ)
i,s d

γ,l
s,j ∀i > s > j, (2.25)

ãäå dl,ls,j ≡ 1 è d−1,ls,j ≡ 0 äëÿ l > 0, è dγ,ls,j = dγ−1,l−1s,j + dγ,l−1s,j (l − γ − 1 + s − j)
äëÿ γ = 0, ..., l − 1, l > 1.

Åñëè l = 1, òî ã(1)i,j = (i− j + 1) = (i− s + 1) + (s− j) = ã
(1)
i,s + d0,1s,j , ãäå

d0,1s,j = s− j and ã(0)i,s = 1.

Ïî èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (2.25) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ l = 2, ..., r −
1, r > 2 è äîêàæåì, ÷òî (2.25) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ l = r. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

dγ,r−1s,j = 0, åñëè γ < 0. Äëÿ ∀i > s > j èìååì

ã
(r)
i,j = (i− j + 1)(i− j + 2)...(i− j + r) = ã

(r−1)
i,j (i− j + r)

=
r−1∑
γ=0

ã
(γ)
i,s d

γ,r−1
s,j ((i− s+ γ + 1) + (r − γ − 1) + (s− j))

=
r−1∑
γ=0

ã
(γ)
i,s d

γ,r−1
s,j (i− s+ γ + 1)

+
r−1∑
γ=0

(
ã
(γ)
i,s d

γ,r−1
s,j (r − γ − 1) + ã

(γ)
i,s d

γ,r−1
s,j (s− j)

)
=

r−1∑
γ=0

ã
(γ+1)
i,s dγ,r−1s,j +

r−1∑
γ=0

ã
(γ)
i,s d

γ,r−1
s,j (r − γ − 1 + s− j)

=
r∑

γ=1

ã
(γ)
i,s d

γ−1,r−1
s,j +

r−1∑
γ=1

ã
(γ)
i,s d

γ,r−1
s,j (r − γ − 1 + s− j)

+d0,r−1s,j (r − 1 + s− j)
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= ã
(r)
i,s +

r−1∑
γ=1

(
ã
(γ)
i,s d

γ−1,r−1
s,j + ã

(γ)
i,s d

γ,r−1
s,j (r − γ − 1 + s− j)

)
+d0,r−1s,j (r − 1 + s− j)

= ã
(r)
i,s +

r−1∑
γ=0

ã
(γ)
i,s (dγ−1,r−1s,j + dγ,r−1s,j (r − γ − 1 + s− j))

= ã
(r)
i,s +

r−1∑
γ=0

ã
(γ)
i,s d

γ,r
s,j ,

ãäå dγ,rs,j = dγ−1,r−1s,j + dγ,r−1s,j (r − γ − 1 + s− j).
Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññîâ O−l , l > 1, î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà (ã

(1)
i,j )

ïðèíàäëåæèò êëàññó O−1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû (ã
(l)
i,j) ïðèíàäëåæàò

êëàññàì O−l äëÿ l = 2, ...r− 1. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ìàòðèöû (ã
(r)
i,j ) âåðíî

ðàçëîæåíèå (2.25). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, (ã
(l)
i,j) ïðèíàäëåæàò êëàññàì O−l äëÿ

l = 1, 2, ...r − 1. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2.25) âûòåêàåò, ÷òî (ã
(r)
i,j ) ïðèíàäëåæèò

êëàññó O−r .
Èñïîëüçóÿ ýòîò æå ìåòîä, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ (ã

(l)
i,j), l > 1 âåðíî

ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

ã
(l)
i,j =

l∑
γ=0

el,γi,s ã
(γ)
s,j ∀i > s > j, (2.26)

ãäå el,li,s ≡ 1 è e−1,li,s ≡ 1 äëÿ l > 0, è el,γi,s = el−1,γ−1i,s + el−1,γi,s (i− s+ l− γ − 1) äëÿ

γ = 0, ..., l−1, l > 1. Áîëåå òîãî, êàê âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî (ã
(l)
i,j) ïðèíàäëåæèò

êëàññó O+
l , l > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî (ã
(k−1)
i,j ) ∈ O+

k−1 ∩ O
−
k−1, k > 1. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ×åçàðî (aki,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó ψ
(k)O+

k−1∩ψ(k)O−k−1,
k > 1.

2.4 Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè

ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñëó÷àé 1 < p 6 q <∞
Â ýòîì ïîäðàçäåëå óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðîâ A+ è A− èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà lp,v
â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî lq,u, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ïðèíàäëåæàò
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îäíîìó èç êëàññîâ O+
n è O−n , n > 0.

Îïðåäåëèì

(
B+
p,q

)
k

=

 k∑
j=1

v−p
′

j

( ∞∑
i=k

aqi,ju
q
i

)p′
q


1
p′

,

(
B−p,q
)
k

=

 ∞∑
i=k

uqi

(
k∑
j=1

ap
′

i,jv
−p′
j

) q
p′


1
q

,

(
A+
p,q

)
k

=

 k∑
j=1

uqj

( ∞∑
i=k

ap
′

i,jv
−p′
i

) q
p′
 1

q

,

(
A−p,q

)
k

=

 ∞∑
i=k

v−p
′

i

(
k∑
j=1

aqi,ju
q
j

)p′
q


1
p′

.

Ïîëîæèì B+ = sup
k>1

(
B+
p,q

)
k
, B− = sup

k>1

(
B−p,q
)
k
, A+ = sup

k>1

(
A+
p,q

)
k
è A− =

sup
k>1

(
A−p,q

)
k
.

Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) â (2.1)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n , n > 0. Òî îöåíêà (2.3) äëÿ îïåðàòîðà (2.1)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç

óñëîâèé B+ < ∞ è B− < ∞. Ïðè ýòîì äëÿ íàèìåíüøîé ïîñòîÿííîé C â

(2.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà B+ ≈ B− ≈ C.

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) â (2.2)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m, m > 0. Òî îöåíêà (2.3) äëÿ îïåðàòîðà (2.2)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç

óñëîâèé A+ < ∞ è A− < ∞. Ïðè ýòîì äëÿ íàèìåíüøîé ïîñòîÿííîé C â

(2.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà A+ ≈ A− ≈ C.

Çäåñü ìû ïîêàæåì äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.11, òàê êàê Òåîðåìà 2.10

äîêàçûâàåòñÿ òàêèì æå ìåòîäîì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.11 íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 2.12. Ïóñòü ìàòðèöà â (2.2) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m, m > 0. Òî

äëÿ k > 1 èìååì ñëåäóþùóþ îöåíêó(
A+
p,q

)
k
≈ (Am)k ≡ max

06γ6m
(Aγ,m)k ≈

(
A−p,q

)
k
, (2.27)

ãäå

(Aγ,m)k =

(
k∑
j=1

(
dγ,mk,j

)q
uqj

) 1
q
( ∞∑

i=k

(
a
(γ)
i,k

)p′
v−p

′

i

) 1
p′

.

Èç (2.27) ñëåäóåò, ÷òî

A+ ≈ Am = sup
k>1

(Am)k ≈ A
−, ∀m > 0. (2.28)

Äåéñòâèòåëüíî, ýòà îöåíêà ñëåäóåò èç (2.18).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.11. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ìàòðèöà îïåðàòîðà (2.2) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m, m > 0 è âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî (2.3).

Äëÿ k > 1 îïðåäåëèì g̃ = {g̃i}∞i=1: g̃i =

{
ui, 1 6 i 6 k

0, i > k.

Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå äóàëüíîå íåðàâåíñòâî

‖A∗g‖p′,v−1 6 C‖g‖q′,u−1, g ∈ lq′,u−1 (2.29)

äëÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A∗, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì (2.1). Ïðè

ýòîì íàèìåíüøèå ïîñòîÿííûå â (2.3) è (2.29) ñîâïàäàþò (ñì. [2]).

Ñëåäîâàòåëüíî, âûáèðàÿ g = g̃ â (2.29) è èñïîëüçóÿ (2.17), èìååì

Ck
1
q′ > ‖A∗g̃‖p′,v−1 >

 ∞∑
i=k

(
k∑
j=1

a
(m)
i,j uj

)p′

v−p
′

i


1
p′

�

( ∞∑
i=k

(
a
(γ)
i,k

)p′
v−p

′

i

) 1
p′
(

k∑
j=1

dγ,mk,j uj

)
, γ = 0, 1, . . . ,m.

Ñëåäîâàòåëüíî, {a(γ)i,k }∞i=1 ∈ lp′,v−1.
Äëÿ 1 6 r < M <∞, îïðåäåëèì f̃ = {f̃s}∞s=1, ãäå
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f̃s =

{
(a

(γ)
s,r )p

′−1v−p
′

s , r 6 s 6M

0, s < r or s > M.

Âûáèðàÿ f = f̃ â íåðàâåíñòâå (2.3) è èñïîëüçóÿ (2.17), ïîëó÷èì, ÷òî

C

(
M∑
s=r

(
a(γ)s,r

)p′
v−p

′

s

) 1
p

> ‖A−f̃‖q,u =

( ∞∑
j=1

( ∞∑
s=j

a
(m)
s,j f̃s

)q

uqj

) 1
q

�

(
r∑
j=1

(
dγ,mr,j

)q
uqj

) 1
q
(

M∑
s=r

(
a(γ)s,r

)p′
v−p

′

s

)
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

C �

(
r∑
j=1

(
dγ,mr,j

)q
uqj

) 1
q
(

M∑
s=r

(
a(γ)s,r

)p′
v−p

′

s

) 1
p′

. (2.30)

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (2.30) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ γ = 0, 1, . . . ,m è r > 1

ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè M →∞ èìååì

sup
k>1

(Am)k � C. (2.31)

Òîãäà ïî Ëåììå 2.12, èìååì

A+ ≈ A− � C. (2.32)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè çàâåðøåíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) îïåðàòîðà (2.2) ïðèíàäëåæèò

êëàññó O−m, m > 0. Ïóñòü 0 6 f ∈ lp,v è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé

A+ < ∞ è A− < ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññîâ

O−0 , ìàòðèöà îïåðàòîðà (2.2) èìååò âèä a
(0)
i,j = βi ∀i > j > 1. Òî îöåíêà (2.3)

ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé (2.6) è îïåðàòîð (2.2) ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì îïåðàòîðîì

A−0 . Ñëåäîâàòåëüíî, èç Òåîðåìû B ñëåäóåò, ÷òî

‖A−0 f‖q,u � A0‖f‖p,v ∀f ∈ lp,v.

Íà îñíîâå Ëåììû 2.12 ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ m = 0

è äëÿ íàèìåíüøåé ïîñòîÿííîé â (2.3) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà

C � A+ ≈ A−. (2.33)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ m = 0, 1, . . . , n−
1, n > 1 è äëÿ íàèìåíüøîé ïîñòîÿííîé â (2.3) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (2.33).

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî

‖A−mf‖q,u � Am‖f‖p,v ∀f ∈ lp,v, (2.34)

ãäå A−m îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.2) ñ ìàòðèöåé (a
(m)
i,j ) ∈ O−m.

Íàøà öåëü ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.34) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ m = n ñ

îöåíêîé (2.33).

Ïóñòü h ≡ hn, ãäå hn � ïîñòîÿííàÿ â (2.14) ïðè m = n. Äëÿ j > 1

îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

Tj = {k ∈ Z : (h+ 1)−k 6
(
A−n f

)
j
},

ãäå Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî kj = inf Tj, åñëè Tj 6= ∅ è
kj =∞, åñëè Tj = ∅. Âî èçáåæàíèå òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(A−n f)1 6= 0. Òàê êàê a(n)i,j íå âîçðàñòàåò ïî j, òî èìååì kj 6 kj+1. Åñëè kj <∞,

òî

(h+ 1)−kj 6
(
A−n f

)
j
< (h+ 1)−(kj−1), j > 1. (2.35)

Ïóñòü m1 = 0, k1 = km1+1 è M1 = {j ∈ N : kj = k1 = km1+1}, ãäå N �

ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m2 òàêàÿ, ÷òî supM1 =

m2. Î÷åâèäíî, ÷òîm2 > m1 è åñëè ìíîæåñòâîM1 îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òîm2 <

∞ è m2 = maxM1. Òåïåðü îïðåäåëèì ÷èñëà 0 = m1 < m2 < · · · < ms < ∞,

s > 1 ïî èíäóêöèè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ms+1 ïðåäïîëîæèì, ÷òî ms+1 = supMs,

ãäå Ms = {j ∈ N : kj = kms+1}.
Ïóñòü N0 = {s ∈ N : ms < ∞}. Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî kms+1

=

ns+1, s ∈ N0. Èç îïðåäåëåíèÿ ms è (2.35) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ s ∈ N0

(h+ 1)−ns+1 6
(
A−n f

)
j
< (h+ 1)−ns+1+1, ms + 1 6 j 6 ms+1 (2.36)

è

N =
⋃
s∈N0

[ms + 1,ms+1], where [ms + 1,ms+1] ∩ [ml + 1,ml+1] = ∅, s 6= l.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ 0 6 f ∈ lp,v ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (2.3) èìååò

ñëåäóþùèé âèä

‖A−n f‖qq,u =
∑
s∈N0

ms+1∑
j=ms+1

(
A−n f

)q
j
uqj . (2.37)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ms+1∑

j=ms+1

= 0, åñëè ms =∞.

Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: N0 = N è N0 6= N.
1. Åñëè N0 = N, òîãäà îöåíèì (2.37) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç íåðàâåíñòâ ns+1 < ns+2 < ns+3 âûòåêàåò, ÷òî −ns+3 +

1 6 −ns+1 − 1 äëÿ s ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2.36), (2.18) ñëåäóåò, ÷òî

(h+ 1)−ns+1−1 = (h+ 1)−ns+1 − h(h+ 1)−ns+1−1 (2.38)

6 (h+ 1)−ns+1 − h(h+ 1)−ns+3+1

<
(
A−n f

)
ms+1
− h

(
A−n f

)
ms+3

=
∞∑

i=ms+1

a
(n)
i,ms+1

fi − h
∞∑

i=ms+3

a
(n)
i,ms+3

fi

6
ms+3∑
i=ms+1

a
(n)
i,ms+1

fi +
∞∑

i=ms+3

[a
(n)
i,ms+1

− ha(n)i,ms+3
]fi

6
ms+3∑
i=ms+1

a
(n)
i,ms+1

fi +
∞∑

i=ms+3

[h
n∑
γ=0

a
(γ)
i,ms+3

dγ,nms+3,ms+1
− ha(n)i,ms+3

]fi

=

ms+3∑
i=ms+1

a
(n)
i,ms+1

fi + h

∞∑
i=ms+3

n−1∑
γ=0

a
(γ)
i,ms+3

dγ,nms+3,ms+1
fi.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (2.36) è (2.38), ìîæíî îöåíèòü (2.37) ñëåäóþùèì

îáðàçîì.∑
s∈N

ms+1∑
j=ms+1

(
A−n f

)q
j
uqj <

∑
s∈N

ms+1∑
j=ms+1

(h+ 1)(−ns+1+1)quqj (2.39)

= (h+ 1)2q
∑
s∈N

(h+ 1)(−ns+1−1)q
ms+1∑

j=ms+1

uqj

�
∑
s∈N

 ms+3∑
i=ms+1

a
(n)
i,ms+1

fi + h
n−1∑
γ=0

∞∑
i=ms+3

a
(γ)
i,ms+3

dγ,nms+3,ms+1
fi

q
ms+1∑

j=ms+1

uqj
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�
∑
s∈N

 ms+3∑
i=ms+1

a
(n)
i,ms+1

fi

q
ms+1∑

j=ms+1

uqj

+
n−1∑
γ=0

∑
s∈N

(
dγ,nms+3,ms+1

)q ∞∑
i=ms+3

a
(γ)
i,ms+3

fi

q
ms+1∑

j=ms+1

uqj := In +
n−1∑
γ=0

Iγ,

ãäå

In =
∑
s∈N

 ms+3∑
i=ms+1

a
(n)
i,ms+1

fi

q
ms+1∑

j=ms+1

uqj

è

Iγ =
∑
s∈N

(
dγ,nms+3,ms+1

)q ∞∑
i=ms+3

a
(γ)
i,ms+3

fi

q
ms+1∑

j=ms+1

uqj , 0 6 γ 6 n− 1.

Äëÿ îöåíêè In èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Éåíñåíà:

In 6
∑
s∈N

 ms+3∑
i=ms+1

(a
(n)
i,ms+1

)p
′
v−p

′

i


q
p′ ms+1∑
j=ms+1

uqj

 ms+3∑
i=ms+1

|fivi|p


q
p

(2.40)

6

sup
k>1

(
k∑
j=1

uqj

) 1
q
( ∞∑

i=k

(a
(n)
i,k )p

′
v−p

′

i

) 1
p′
q∑

s∈N

 ms+3∑
j=ms+1

|fivi|p


q
p

6

sup
k>1

(
k∑
j=1

(
dn,nk,j

)q
uqj

) 1
q
( ∞∑

i=k

(a
(n)
i,k )p

′
v−p

′

i

) 1
p′
q∑

s∈N

ms+3∑
i=ms+1

|fivi|p


q
p

� Aqn‖f‖qp,v.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {∆j}∞j=1: ∆j =
(
dγ,nms+3,ms+1

)q ms+1∑
j=ms+1

uqj ,

j = ms+3 è ∆j = 0, j 6= ms+3, s ∈ N . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïåðåïèñàòü

Iγ, γ = 0, . . . , n− 1 â ñëåäóþùåì âèäå

Iγ =
∑
s∈N

 ∞∑
i=ms+3

a
(γ)
i,ms+3

fi

q (
dγ,nms+3,ms+1

)q ms+1∑
i=ms+1

uqi (2.41)

=
∞∑
j=1

( ∞∑
i=j

a
(γ)
i,j fi

)q

∆j.
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ a
(γ)
i,j , γ = 0, . . . , n − 1, i > j > 1, âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî (2.34). Ñëåäîâàòåëüíî,

Iγ � Ãqγ‖f‖qp, γ = 0, . . . , n− 1, (2.42)

ãäå

Ãγ = max
06l6γ

sup
k>1

(
k∑
j=1

(
dl,γk,j

)q
∆j

) 1
q
( ∞∑

i=k

(
a
(l)
i,k

)p′
v−p

′

i

) 1
p′

. (2.43)

Èñïîëüçóÿ (2.16) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî dl,ni,j íå óáûâàåò ïî i è íå

âîçðàñòàåò ïî j, ïîëó÷àåì

k∑
j=1

(
dl,γk,j

)q
∆j =

∑
ms+36k

(
dl,γk,ms+3

)q (
dγ,nms+3,ms+1

)q ms+1∑
j=ms+1

uqj (2.44)

�
∑

ms+36k

ms+1∑
i=ms+1

(
dl,nk,i

)q
uqi 6

k∑
i=1

(
dl,nk,i

)q
uqi .

Èñïîëüçóÿ (2.42), (2.43) è (2.44), èìååì

Iγ � Aqn‖f‖qp,v. (2.45)

Òàêèì îáðàçîì, èç (2.39), (2.40) è (2.45) ñëåäóåò, ÷òî

‖A−n f‖q,u � An‖f‖p,v, f > 0, (2.46)

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.3). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

Ëåììå 2.12, ïîëó÷àåì, ÷òî

C � An ≈ A+ ≈ A−. (2.47)

2. Åñëè N0 6= N , òî maxN0 < ∞ è N0 = {1, 2, . . . , s0}, s0 > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ms0 < ∞ è ms0+1 = ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
n∑
s=k

= 0, åñëè

k > n è
n∑
s=k

=
n∑
s=1

, åñëè k 6 0. Èìååì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: ns0+1 < ∞ è

ns0+1 =∞. Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àÿ ïî îòäåëüíîñòè.
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1) Åñëè ns0+1 <∞, òî èç (2.37) ñëåäóåò, ÷òî

‖A−n f‖qq,u =
∑
s∈N0

ms+1∑
j=ms+1

(
A−n f

)q
j
uqj (2.48)

=

s0∑
s=1

ms+1∑
j=ms+1

(
A−n f

)q
j
uqj

=

s0−3∑
s=1

ms+1∑
j=ms+1

(
A−n f

)q
j
uqj +

s0−1∑
s=s0−2

ms+1∑
j=ms+1

(
A−n f

)q
j
uqj

+
∞∑

j=ms0
+1

(
A−n f

)q
j
uqj

= J1 + J2 + J3.

Åñëè J1 6= 0, òî äëÿ s0 > 3 îöåíèì J1 èñïîëüçóÿ (2.38) è âûøåèñïîëüçîâàííûé

ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ñëó÷àÿ N0 = N êàê â îöåíêå Iγ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîëó÷èì

J1 � Aqn‖f‖qp,v. (2.49)

Åñëè J2 6= 0, òî èñïîëüçóÿ (2.36) è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Éåíñåíà,

èìååì

J2 =

s0−1∑
s=s0−2

ms+1∑
j=ms+1

(
A−n f

)q
j
uqj (2.50)

<

s0−1∑
s=s0−2

ms+1∑
j=ms+1

(h+ 1)(−ns+1+1)quqj

= (h+ 1)q
s0−1∑
s=s0−2

(h+ 1)−ns+1q

ms+1∑
j=ms+1

uqj

�
s0−1∑
s=s0−2

(
A−n f

)q
ms+1

ms+1∑
j=ms+1

uqj

=

s0−1∑
s=s0−2

 ∞∑
i=ms+1

a
(n)
i,ms+1

fi

q
ms+1∑

j=ms+1

uqj
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6
s0−1∑
s=s0−2


 ∞∑
i=ms+1

(a
(n)
i,ms+1

)p
′
v−p

′

i

 1
p′ ( ms+1∑

j=ms+1

uqj

) 1
q


q ∞∑

j=ms+1

|vifi|p


q
p

6

sup
k>1

( ∞∑
i=k

(a
(n)
i,k )p

′
v−p

′

i

) 1
p′
(

k∑
j=1

uqj

) 1
q

q s0−1∑
s=s0−2

∞∑
j=ms+1

|vifi|p


q
p

6 2Aqn‖f‖qp,v � Aqn‖f‖qp,v.

èñïîëüçóÿ (2.36) è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëäåðà îöåíèì J3 ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

J3 =
∞∑

j=ms0
+1

(
A−n f

)q
j
uqj (2.51)

6 sup
t>ms0+1

t∑
j=ms0

+1

(
A−n f

)q
j
uqj

6 (h+ 1)q sup
t>ms0+1

(h+ 1)−ns0+1q
t∑

j=ms0
+1

uqj

� sup
t>ms0+1

(
A−n f

)q
t

t∑
j=ms0

+1

uqj

= sup
t>ms0+1

( ∞∑
i=t

a
(n)
i,t fi

)q t∑
j=ms0

+1

uqj

6 sup
t>ms0+1

( ∞∑
i=t

(a
(n)
i,t )p

′
v−p

′

i

) 1
p′
 t∑
j=ms0

+1

uqj

 1
q


q

‖f‖qp,v

6 Aqn‖f‖qp,v.

Èç (2.48), (2.49), (2.50) è (2.51) ïîëó÷àåì (2.46), è ñëåäîâàòåëüíî, (2.47).

2) Åñëè ns0+1 =∞, òî åñòü kms0+1
=∞, òî ïî îïðåäåëåíèþ ms0+1 èìååì,

÷òî kj =∞ è Tj = ∅ ïðè j > ms0 +1, ÷òî îçíà÷àåò (A−n f)j = 0 ïðè j > ms0 +1.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî (A−n f)1 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî s0 > 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

m2 <∞ è s0 > 2. Òàêèì îáðàçîì, èç (2.37) èìååì

60



‖A−n f‖qq,u =
∑
s∈N0

ms+1∑
j=ms+1

(
A−n f

)q
j
uqj (2.52)

=

s0−3∑
s=1

ms+1∑
j=ms+1

(
A−n f

)q
j
uqj +

s0−1∑
s=s0−2

ms+1∑
j=ms+1

(
A−n f

)q
j
uqj

= J ′1 + J ′2.

Îöåíèâàÿ J ′1 è J ′2 êàê J1 è J2, ñîîòâåòñòâåííî, èç (2.52) ïîëó÷èì (2.46),

è ñëåäîâàòåëüíî, (2.47). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.34)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ m = n è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (2.33). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

íåðàâåíñòâî (2.34) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ m > 0 ñ îöåíêîé (2.33), ÷òî âìåñòå ñ

îöåíêîé (2.32) äàåò C ≈ An. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

2.5 Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ

Ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ýòîò ïîäðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ âîïðîñà êîìïàêòíîñòè ìàòðè÷íûõ

îïåðàòîðîâ A+ è A− èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà lp,v â âåñîâîå ïðîñòðàíòñâî lq,u,

êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ïðèíàäëåæàò îäíîìó èç êëàññîâ O+
n è O−n

n > 0.

Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü 1 < p 6 q <∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) îïåðàòîðà (2.1)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n , n > 0. Òîãäà îïåðàòîð (2.1) êîìïàêòåí èç lp,v â

lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ

óñëîâèé

lim
k→∞

(
B+
p,q

)
k

= 0, (2.53)

lim
k→∞

(
B−p,q
)
k

= 0. (2.54)

Òåîðåìà 2.14. Ïóñòü 1 < p 6 q <∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) îïåðàòîðà (2.2)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m, m > 0. Tîãäà îïåðàòîð (2.2) êîìïàêòåí èç lp,v â

lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ

óñëîâèé

lim
k→∞

(
A+
p,q

)
k

= 0, (2.55)
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lim
k→∞

(
A−p,q

)
k

= 0. (2.56)

Ïîêàæåì äîêàçàòåëüñòâî êîìïàêòíîñòè äëÿ êëàññà O+
n , n > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.13. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.13,

íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü(
B+
p,q

)
k
≈ (Bn)k ≡ max

06γ6n
(Bγ,n)k ≈

(
B−p,q
)
k
, (2.57)

ãäå

(Bγ,n)k =

( ∞∑
i=k

(
bn,γi,k

)q
uqi

) 1
q
(

k∑
j=1

(
a
(γ)
k,j

)p′
v−p

′

j

) 1
p′

.

Ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü âûòåêàåò èç (2.12).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà (2.1) ïðèíàäëåæèò

êëàññó O+
n , n > 0. Ïóñòü îïåðàòîð (2.1) êîìïàêòåí èç lp,v â lq,u.

Äëÿ r > 1 îïðåäåëèì ñëåäóþùèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

ϕr = {ϕr,j}∞j=1 : ϕr,j =
fr,j
‖fr‖p,v

,

ãäå fr = {fr,j}∞j=1: fr,j =


(
a
(γ)
r,j

)p′−1
v−p

′

j , 1 6 j 6 r,

0, j > r.

Î÷åâèäíî, ÷òî ‖ϕr‖p,v = 1. Òàê êàê îïåðàòîð (2.1) êîìïàêòåí èç lp,v
â lq,u, ìíîæåñòâî {uA+ϕ, ‖ϕ‖p,v = 1} ïðåäêîìïàêòíî â lq. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
êðèòåðèþ ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ â lp (ñìîòðèòå Òåîðåìó C), ïîëó÷àåì,

÷òî

lim
r→∞

sup
‖ϕ‖p,v=1

( ∞∑
i=r

uqi
(
A+ϕ

)q
i

) 1
q

= 0. (2.58)

Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ (2.11), èìååì

sup
‖ϕ‖p,v=1

( ∞∑
i=r

uqi
(
A+ϕ

)q
i

) 1
q

>

( ∞∑
i=r

uqi
(
A+ϕr

)q
i

) 1
q

(2.59)

=

( ∞∑
i=r

uqi

(
i∑

j=1

a
(n)
i,j

fr,j
‖fr‖p,v

)q) 1
q
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>

( ∞∑
i=r

uqi

(
r∑
j=1

a
(n)
i,j

fr,j
‖fr‖p,v

)q) 1
q

=

( ∞∑
i=r

uqi

(
r∑
j=1

a
(n)
i,j

(
a
(γ)
r,j

)p′−1
v−p

′

j

)q) 1
q
(

r∑
j=1

(
a
(γ)
r,j

)p′
v−p

′

j

)− 1
p

>

( ∞∑
i=r

uqi
(
bn,γi,r
)q) 1

q
(

r∑
j=1

(
a
(γ)
r,j

)p′
v−p

′

j

) 1
p′

= (Bγ,n)r .

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (2.59) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ γ = 0, 1, . . . , n è èç

âûïîëíåíèÿ (2.58), èìååì

lim
r→∞

(Bn)r = 0

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà (2.1) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n ,

n > 0.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (2.53) è (2.54).

Òî ïî Òåîðåìå 2.10, îïåðàòîð (2.1) îãðàíè÷åí èç lp,v â lq,u. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìíîæåñòâî {uA+f, ‖f‖p,v 6 1} îãðàíè÷åíî â lq. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî
ïðåäêîìïàêòíî â lq. Ïî êðèòåðèþ ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ â lq (ñìîòðèòå

Òåîðåìó C), îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî {uA+f, ‖f‖p,v 6 1} ïðåäêîìïàêòíî â

lq, åñëè

lim
r→∞

sup
‖f‖p,v61

( ∞∑
i=r

uqi |
(
A+f

)
i
|q
) 1

q

= 0. (2.60)

Äëÿ r > 1 ïîëîæèì ũ = {ũi}∞i=1: ũi =

{
0, 1 6 i 6 r − 1

ui, r 6 i.
Òî ïî Òåîðåìå 2.10, èìååì

sup
‖f‖p,v61

( ∞∑
i=r

uqi |
(
A+f

)
i
|q
) 1

q

= sup
‖f‖p,v61

( ∞∑
i=1

ũqi |(A
+f)i|q

) 1
q

� B̃n(r), (2.61)

ãäå

B̃n(r) = sup
k>1

max
06γ6n

( ∞∑
i=k

(
bn,γi,k

)q
ũqi

) 1
q
(

k∑
j=1

(
a
(γ)
k,j

)p′
v−p

′

j

) 1
p′

.
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Òàê êàê ũi = 0 ïðè 1 6 i 6 r − 1, ïîëó÷èì

B̃n(r) = sup
k>r

max
06γ6n

( ∞∑
i=k

(
bn,γi,k

)q
uqi

) 1
q
(

k∑
j=1

(
a
(γ)
k,j

)p′
v−p

′

j

) 1
p′

(2.62)

= sup
k>r

(Bn)k ,

Èç (2.53), (2.54), (2.57), è (2.62, èìååì

lim
r→∞

B̃n(r) = lim
r→∞

sup
k>r

(Bn)k = lim
r→∞

(Bn)r = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ (2.61), ïîëó÷àåì (2.60). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.14 ìîæåò áûòü ïðîäåìîíñòðèðîâàíî

âûøåèñïîëüçîâàííûì ìåòîäîì.

2.6 Îãðàíè÷åííîñòü è êîìïàêòíîñòü êëàññà ìàòðè÷íûõ

îïåðàòîðîâ, ñëó÷àé 1 < p 6 q < ∞. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ

ðåçóëüòàòîâ

Â ýòîì ïîäðàçäåëå óñòàíàâëèâàþòñÿ êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè è

êîìïàêòíîñòè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ A+ è A− èç âåñîâîãî ïðîñòðàíòñâà lp,v
â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî lq,u, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ïðèíàäëåæàò

êëàññàì O+
m ∪ O−m, m > 0.

Òåîðåìà 2.15. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) â (2.1)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m ∪ O−m, m > 0. Ïóñòü A+ îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé

â (2.1). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) A+ îãðàíè÷åí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé B+ < ∞ è B− < ∞. Ïðè ýòîì äëÿ

íàèìåíüøîé ïîñòîÿííîé C â (2.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà B+ ≈ B− ≈ C.

(ii) A+ êîìïàêòåí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé lim
k→∞

(
B+
p,q

)
k

= 0 è lim
k→∞

(
B−p,q
)
k

= 0.

Òåîðåìà 2.16. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) in (2.2)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m ∪ O−m, m > 0. Ïóñòü A− îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé

â (2.2). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(j) A− îãðàíè÷åí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé A+ < ∞ è A− < ∞. Ïðè ýòîì

äëÿ íàèìåíüøîé ïîñòîÿííîé C â (2.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà A+ ≈ A− ≈ C.
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(jj) A− êîìïàêòåí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé lim
k→∞

(
A+
p,q

)
k

= 0 è lim
k→∞

(
A−p,q

)
k

= 0.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïîäðàçäåëîâ 2.4 è 2.5, äîêàæåì Òåîðåìó 2.15.

Òåîðåìà 2.16 ìîæåò áûòü äîêàçàíà èñïîëüçóÿ ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû

2.15. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîêàæåì òîëüêî äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.15.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.15.

(i) Åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà (2.1) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m, m > 0, òî

óòâåðæäåíèå (i) Òåîðåìû 2.15 âûòåêàåò èç Òåîðåìû 2.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ìàòðèöà (ai,j) = (a
(m)
i,j ) îïåðàòîðà (2.1) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m, m > 0.

Èçâåñòíî, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà (2.1) èç lp,v â lq,u ýêâèâàëåíòíî

îãðàíè÷åííîñòè ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà èç lq′,u−1 â lp′,v−1, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò

ñ îïåðàòîðîì (2.2). Èç òîãî, ÷òî 1 < p 6 q <∞ ñëåäóåò, ÷òî 1 < q′ 6 p′ <∞.
Òî ïî Òåîðåìå 2.11 è èç ðàâåíñòâ

(
A+
q′,p′

)
k

=
(
B+
p,q

)
k
è
(
A−q′,p′

)
k

=
(
B−p,q
)
k
,

îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà (2.2) èç lq′,u−1 â lp′,v−1 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì

óòâåðæäåíèÿ (i) Òåîðåìû 2.15. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå (i) Òåîðåìû 2.15

òàêæå âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå êîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà (2.1) ïðèíàäëåæèò

êëàññó O−m, m > 0. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå (i) Òåîðåìû 2.15 äîêàçàíî.

(ii) Ïóñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà (2.1) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m, m > 0.

Òîãäà óòâåðæäåíèå (ii) Òåîðåìû 2.15 âûòåêàåò èç Òåîðåìû 2.13. Åñëè

ìàòðèöà (ai,j) = (a
(m)
i,j ) îïåðàòîðà (2.1) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m, m > 0, òî

èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 2.14 êàê âûøå, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå (ii) Òåîðåìû 2.15.

Òàêèì îáðàçîì, Òåîðåìà 2.15 äîêàçàíà.

2.7 Êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè êëàññà ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ,

ñëó÷àé q < p

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

îãðàíè÷åííîñòè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ A+ è A− èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà

lp,v â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî lq,u ïðè 1 < q < p <∞.

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåðàâåíòñâî (2.3), êîãäà ýëåìåíòû

ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò Ïðåäïîëîæåíèþ A (ñìîòðèòå óñëîâèå (2.4)).
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Çàìòåòèì, ÷òî èç (2.4) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

dai,j > ai,k, (2.63)

dai,j > bk,jωi, (2.64)

äëÿ i > k > j > 1.

Òåîðåìà 2.17. Ïóñòü 1 < q < p < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò Ïðåäïîëîæåíèþ A. Òîãäà îöåíêà (2.3) äëÿ îïåðàòîðà (2.2)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = max{F1, F2} <∞, ãäå

F1 =

 ∞∑
i=1

(
i∑

j=1

bqi,ju
q
j

) p
p−q
( ∞∑

k=i

ωp
′

k v
−p′
k

)p(q−1)
p−q

ωp
′

i v
−p′
i


p−q
pq

è

F2 =

 ∞∑
i=1

(
i∑

j=1

uqj

) q
p−q
( ∞∑

k=i

ap
′

k,iv
−p′
k

) q(p−1)
p−q

uqi


p−q
pq

.

Ïðè ýòîì, äëÿ íàèìåíüøåé ïîñòîÿííîé C â (2.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà F ≈
C.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.17. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

íåðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíÿåòñÿ ñ êîíå÷íîé ïîñòîÿííîé C. Ïóñòüm > 1. Áåðåì

ïðîáíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f̃m = {f̃m,k}∞k=1 òàêóþ, ÷òî

f̃m,k =


(

k∑
j=1

bqk,ju
q
j

) 1
p−q ( m∑

i=k

ωp
′

i v
−p′
i

) q−1
p−q

ωp
′−1
k v−p

′

k , if 1 6 k 6 m,

0, if k > m.

Òîãäà

‖f̃m‖p,v =

( ∞∑
k=1

f̃ pm,kv
p
k

) 1
p

(2.65)

=

 m∑
k=1

(
k∑
j=1

bqk,ju
q
j

) p
p−q
(

m∑
i=k

ωp
′

i v
−p′
i

)p(q−1)
p−q

ωp
′

k v
−p′
k


1
p

.
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Ïîäñòàâëÿÿ f̃m â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (2.3) è èñïîëüçóÿ (2.8) è (2.64),

ïîëó÷àåì

‖A−f̃m‖qq,u �
m∑
k=1

m∑
j=k

aj,kf̃m,j

(
m∑
i=j

ai,kf̃m,i

)q−1

uqk

=
m∑
j=1

f̃m,j

j∑
k=1

uqkaj,k

(
m∑
i=j

ai,kf̃m,i

)q−1

�
m∑
j=1

f̃m,jωj

j∑
k=1

uqkb
q
j,k

(
m∑
i=j

ωif̃m,i

)q−1

=
m∑
j=1

f̃m,jωj

j∑
k=1

uqkb
q
j,k

 m∑
i=j

ωi

(
i∑

s=1

bqi,su
q
s

) 1
p−q

×

(
m∑
k=i

ωp
′

k v
−p′
k

) q−1
p−q

ωp
′−1
i v−p

′

i

q−1

�
m∑
j=1

f̃m,jωj

j∑
k=1

uqkb
q
j,k

(
j∑
s=1

bqj,su
q
s

) q−1
p−q

×

 m∑
i=j

ωp
′

i v
−p′
i

(
m∑
k=i

ωp
′

k v
−p′
k

) q−1
p−q
q−1

�
m∑
j=1

f̃m,jωj

(
j∑
s=1

bqj,su
q
s

)p−1
p−q
(

m∑
i=j

ωp
′

i v
−p′
i

) (p−1)(q−1)
p−q

=
m∑
j=1

(
j∑
s=1

bqj,su
q
s

) p
p−q
(

m∑
i=j

ωp
′

i v
−p′
i

)p(q−1)
p−q

ωp
′

j v
−p′
j ,

îòêóäà âûòåêàåò

‖A−f̃m‖q,u �

 m∑
j=1

(
j∑
s=1

bqj,su
q
s

) p
p−q
(

m∑
i=j

ωp
′

i v
−p′
i

)p(q−1)
p−q

ωp
′

j v
−p′
j


1
q

. (2.66)

Èç (2.3), (2.65) è (2.66) ñëåäóåò, ÷òî
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 m∑
j=1

(
j∑
s=1

bqj,su
q
s

) p
p−q
(

m∑
i=j

ωp
′

i v
−p′
i

)p(q−1)
p−q

ωp
′

j v
−p′
j


p−q
pq

� C

äëÿ m > 1. Òàê êàê m > 1 ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, èìååì

F1 � C. (2.67)

Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíòñâî (2.3) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå äóàëüíîå íåðàâåíñòâî

‖A∗g‖p′,v−1 6 C‖g‖q′,u−1, g ∈ lq′,u−1 (2.68)

äëÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A∗, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç (2.1). Ïðè ýòîì,

íàèìåíüøèå ïîñòîÿííûå â (2.3) è (2.68) ñîâïàäàþò.

Ïóñòü m > 1. Âûáåðàÿ ïðîáíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g̃m = {g̃m,k}∞k=1

òàêóþ, ÷òî

g̃m,k =


(

k∑
j=1

uqj

) q−1
p−q ( m∑

i=k

ap
′

i,kv
−p′
i

) (q−1)(p−1)
p−q

uqk for 1 6 k 6 m,

0 for k > m.

ïîëó÷àåì

‖g̃m‖q′,u−1 =

 m∑
k=1

(
k∑
j=1

uqj

) q
p−q
(

m∑
i=k

ap
′

i,kv
−p′
i

) q(p−1)
p−q

uqk


1
q′

. (2.69)

Èñïîëüçóÿ (2.7) è (2.63), èìååì

‖A∗g̃m‖p
′

p′,v−1 >
m∑
i=1

(
i∑

j=1

ai,j g̃m,j

)p′

v−p
′

i

�
m∑
i=1

i∑
j=1

ai,j g̃m,j

(
j∑

k=1

ai,kg̃m,k

)p′−1

v−p
′

i

>
m∑
j=1

g̃m,j

m∑
i=j

ai,j

(
j∑

k=1

ai,kg̃m,k

)p′−1

v−p
′

i
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�
m∑
j=1

g̃m,j

m∑
i=j

ap
′

i,jv
−p′
i

(
j∑

k=1

g̃m,k

)p′−1

=
m∑
j=1

g̃m,j

m∑
i=j

ap
′

i,jv
−p′
i

 j∑
k=1

(
k∑
s=1

uqs

) q−1
p−q
(

m∑
i=k

ap
′

i,kv
−p′
i

) (q−1)(p−1)
p−q

uqk

p′−1

�
m∑
j=1

g̃m,j

m∑
i=j

ap
′

i,jv
−p′
i

(
m∑
i=j

ap
′

i,jv
−p′
i

) q−1
p−q
 j∑

k=1

uqk

(
k∑
s=1

uqs

) q−1
p−q
p′−1

�
m∑
j=1

g̃m,j

(
m∑
i=j

ap
′

i,jv
−p′
i

)p−1
p−q
(

j∑
k=1

uqk

) 1
p−q

=
m∑
j=1

(
j∑

k=1

uqk

) q
p−q
(

m∑
i=j

ap
′

i,jv
−p′
i

) q(p−1)
p−q

uqj ,

îòêóäà âûòåêàåò

‖A∗g̃m‖p′,v−1 �

 m∑
j=1

(
j∑

k=1

uqk

) q
p−q
(

m∑
i=j

ap
′

i,jv
−p′
i

) q(p−1)
p−q

uqj


1
p′

. (2.70)

Òàê êàê m > 1 ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî èç (2.68), (2.69), (2.70) ñëåäóåò, ÷òî

F2 � C. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2.67) âûòåêàåò, ÷òî

F � C. (2.71)

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü F <∞ è 0 6 f ∈ lp,v.
Äëÿ j > 1 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî:

Tj = {k ∈ Z : (d+ 1)−k 6
(
A−f

)
j
},

ãäå d � ïîñòîÿííàÿ èç (2.4) è Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî inf Tj = ∞, åñëè Tj = ∅ è kj = inf Tj ïðè Tj 6= ∅. Î÷åâèäíî, ÷òî
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî (A−f)1 6= 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ai,j íå âîçðàñòàåò ïî j, èíà÷å, ìîæíî âçÿòü ai,j ≈ ãi,j =

sup
j6k6i

ai,k. Ñëåäîâàòåëüíî, kj < kj+1. Åñëè kj <∞, òî

(d+ 1)−kj 6
(
A−f

)
j
< (d+ 1)−(kj−1), j > 1. (2.72)
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Ïóñòü m1 = 0, k1 = km1+1 è M1 = {j ∈ N : kj = k1 = km1+1}, ãäå N �

ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m2 òàêàÿ, ÷òî supM1 =

m2. Î÷åâèäíî, ÷òîm2 > m1 è åñëè ìíîæåñòâîM1 îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òîm2 <

∞ èm2 = maxM1. Ìåòîäîì èíäóêöèè îïðåäåëèì ÷èñëà 0 = m1 < m2 < . . . <

ms <∞, s > 1. Ïîëîæèì ms+1 = supMs, ãäå Ms = {j ∈ N : kj = kms+1}.
Ïóñòü N0 = {s ∈ N : ms < ∞}. Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî kms+1

=

ns+1, s ∈ N0. Èç îïðåäåëåíèÿ ms è èç (2.72) ñëåäóåò, ÷òî

(d+ 1)−ns+1 6
(
A−f

)
j
< (d+ 1)−ns+1+1, ms + 1 6 j 6 ms+1 (2.73)

äëÿ âñåõ s ∈ N0. Òîãäà

N =
⋃
s∈N0

[ms + 1,ms+1], where [ms + 1,ms+1] ∩ [ml + 1,ml+1] = ∅, s 6= l.

Ñëåäîâàòåëüíî

‖A−f‖qq,u =
∑
s∈N0

ms+1∑
j=ms+1

(
A−f

)q
j
uqj . (2.74)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ms+1∑

j=ms+1

= 0, åñëè ms =∞.

Âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ: N0 = N è N0 6= N.
1. Åñëè N0 = N, òî îöåíèì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (2.3) ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç íåðàâåíñòâ ns+1 < ns+2 < ns+3 ñëåäóåò, ÷òî −ns+3 +

1 6 −ns+1 − 1 äëÿ âñåõ s ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2.73), (2.4) ïîëó÷àåì

(d+ 1)−ns+1−1 = (d+ 1)−ns+1 − d(d+ 1)−ns+1−1 (2.75)

6 (d+ 1)−ns+1 − d(d+ 1)−ns+3+1

<
(
A−f

)
ms+1
− d

(
A−f

)
ms+3

=
∞∑

i=ms+1

ai,ms+1
fi − d

∞∑
i=ms+3

ai,ms+3
fi

6
ms+3∑
i=ms+1

ai,ms+1
fi +

∞∑
i=ms+3

[ai,ms+1
− dai,ms+3

]fi

70



6
ms+3∑
i=ms+1

ai,ms+1
fi +

∞∑
i=ms+3

[d(ai,ms+3
+ bms+3,ms+1

ωi)− dai,ms+3
]fi

=

ms+3∑
i=ms+1

ai,ms+1
fi + dbms+3,ms+1

∞∑
i=ms+3

ωifi.

Òåïåðü èñïîëüçóÿ (2.73) è (2.75), ìîæíî îöåíèòü ñóììó â ëåâîé ÷àñòè

íåðàâåíñòâà (2.3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∑
s∈N

ms+1∑
j=ms+1

(
A−f

)q
j
uqj <

∑
s∈N

ms+1∑
j=ms+1

(d+ 1)(−ns+1+1)quqj (2.76)

= (d+ 1)2q
∑
s∈N

(d+ 1)(−ns+1−1)q
ms+1∑

j=ms+1

uqj

�
∑
s∈N

 ms+3∑
i=ms+1

ai,ms+1
fi + dbms+3,ms+1

∞∑
i=ms+3

ωifi

q
ms+1∑

j=ms+1

uqj

�
∑
s∈N

 ms+3∑
i=ms+1

ai,ms+1
fi

q
ms+1∑

j=ms+1

uqj

+
∑
s∈N

bqms+3,ms+1

 ∞∑
i=ms+3

ωifi

q
ms+1∑

j=ms+1

uqj := S1 + S2,

ãäå

S1 =
∑
s∈N

 ms+3∑
i=ms+1

ai,ms+1
fi

q
ms+1∑

j=ms+1

uqj ,

è

S2 =
∑
s∈N

bqms+3,ms+1

 ∞∑
i=ms+3

ωifi

q
ms+1∑

j=ms+1

uqj .

Äëÿ îöåíêè S1, ïðèìåíÿåì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ê âíóòðåííåé ñóììå ñ

ïîêàçàòåëÿìè p, p′ è ê âíåøíåé ñóììå ñ ïîêàçàòåëÿìè p
p−q ,

p
q :

S1 6
∑
s∈N

 ms+3∑
i=ms+1

ap
′

i,ms+1
v−p

′

i


q
p′
 ms+3∑
i=ms+1

|vifi|p


q
p ms+1∑
j=ms+1

uqj (2.77)
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6

∑
s∈N

 ms+3∑
i=ms+1

ap
′

i,ms+1
v−p

′

i


q(p−1)
p−q ( ms+1∑

j=ms+1

uqj

) p
p−q


p−q
p ∑

s∈N

ms+3∑
i=ms+1

|vifi|p


q
p

� (F̃2)
p−q
p ‖f‖qp,v.

Èñïîëüçóÿ (2.8) è (2.63) ìîæíî îöåíèòü F̃2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F̃2 =
∑
s∈N

 ms+3∑
i=ms+1

ap
′

i,ms+1
v−p

′

i


q(p−1)
p−q ( ms+1∑

j=ms+1

uqj

) p
p−q

(2.78)

�
∑
s∈N

 ms+3∑
i=ms+1

ap
′

i,ms+1
v−p

′

i


q(p−1)
p−q ms+1∑

j=ms+1

ms+1∑
k=j

uqk


q

p−q

uqj

�
∑
s∈N

ms+1∑
j=ms+1

(
ms+1∑
k=1

uqk

) q
p−q
 ∞∑
i=ms+1

ap
′

i,jv
−p′
i


q(p−1)
p−q

uqj

6
∞∑
j=1

(
j∑

k=1

uqk

) q
p−q
( ∞∑

i=j

ap
′

i,jv
−p′
i

) q(p−1)
p−q

uqj = F
pq
p−q
2 .

Èç (2.77) è (2.78) çàêëþ÷àåì, ÷òî

S1 � F q
2 ‖f‖qp,v. (2.79)

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {∆j}∞j=1 òàêóþ, ÷òî ∆j =

bqms+3,ms+1

ms+1∑
i=ms+1

uqi , j = ms+3 è ∆j = 0, j 6= ms+3, s ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìîæíî ïåðåïèñàòü S2 â ñëåäóþùåì âèäå:

S2 =
∑
s∈N

 ∞∑
i=ms+3

ωifi

q

bqms+3,ms+1

ms+1∑
i=ms+1

uqi =
∞∑
j=1

( ∞∑
i=j

ωifi

)q

∆j. (2.80)

Òàêèì îáðàçîì, ïî Òåîðåìå B, ïîëó÷èì

S2 � H̃q‖f‖qp,v, (2.81)

ãäå

H̃ =

 ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

∆i

) p
p−q
 ∞∑

j=k

ωp
′

j v
−p′
j


p(q−1)
p−q

ωp
′

k v
−p′
k


p−q
pq

. (2.82)
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Ñîãëàñíî Ïðåäïîëîæåíèþ A, bi,j íå óáûâàåò ïî i è íå âîçðàñòàåò ïî j, è

ñëåäîâàòåëüíî,

k∑
i=1

∆i =
∑

ms+36k

bqms+3,ms+1

ms+1∑
j=ms+1

uqj (2.83)

�
∑

ms+36k

ms+1∑
j=ms+1

bqk,ju
q
j 6

k∑
j=1

bqk,ju
q
j .

Îáúåäèíÿÿ (2.81), (2.82) è (2.83), èìååì

S2 � F q
1 ‖f‖qp,v. (2.84)

Òàêèì îáðàçîì, èç (2.74), (2.76), (2.79) è (2.84) ñëåäóåò, ÷òî

‖A−f‖q,u � F‖f‖p,v f > 0. (2.85)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíÿåòñÿ è ñïðàâåäëèâà îöåíêà C �
F äëÿ íàèìåíüøåé ïîñòîÿííîé C â (2.3).

2. Ïóñòü N0 6= N, òî åñòü maxN0 < ∞ è N0 = {1, 2, ..., s0}, s0 > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî ms0 <∞ è ms0+1 =∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
n∑
s=k

= 0 ïðè k > n

è
n∑
s=k

=
n∑
s=1

ïðè k 6 0. Èìååì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: ns0+1 <∞ è ns0+1 =∞.

Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àÿ ïî îòäåëüíîñòè:

1) Ïóñòü ns0+1 <∞, òî èç (2.74) ñëåäóåò, ÷òî

‖A−f‖qq,u =
∑
s∈N0

ms+1∑
j=ms+1

(
A−f

)q
j
uqj =

s0∑
s=1

ms+1∑
j=ms+1

(
A−f

)q
j
uqj (2.86)

=

s0−3∑
s=1

ms+1∑
j=ms+1

(
A−f

)q
j
uqj +

s0∑
s=s0−2

ms+1∑
j=ms+1

(
A−f

)q
j
uqj = I1 + I2.

Åñëè I1 6= 0, òî îöåíèì I1 èñïîëüçóÿ (2.75) è ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà,

ïðèìåíåííîé â ñëó÷àå, êîãäà N0 = N . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì

I1 � F q‖f‖qp,v. (2.87)

Èñïîëüçóÿ (2.73) è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè p,

p′ è ñ ïîêàçàòåëÿìè p
p−q ,

p
q , ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
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I2 =

s0∑
s=s0−2

ms+1∑
j=ms+1

(
A−f

)q
j
uqj (2.88)

<

s0∑
s=s0−2

ms+1∑
j=ms+1

(d+ 1)(−ns+1+1)quqj

= (d+ 1)q
s0∑

s=s0−2
(d+ 1)−ns+1q

ms+1∑
j=ms+1

uqj

�
s0∑

s=s0−2

(
A−f

)q
ms+1

ms+1∑
j=ms+1

uqj

=

s0∑
s=s0−2

 ∞∑
i=ms+1

ai,ms+1
fi

q
ms+1∑

j=ms+1

uqj

6
s0∑

s=s0−2

 ∞∑
i=ms+1

ap
′

i,ms+1
v−p

′

i


q
p′
 ∞∑
i=ms+1

|vifi|p


q
p ms+1∑
j=ms+1

uqj

6

 s0∑
s=s0−2

 ∞∑
i=ms+1

ap
′

i,ms+1
v−p

′

i


q(p−1)
p−q ( ms+1∑

j=ms+1

uqj

) p
p−q


p−q
p

×

 s0∑
s=s0−2

∞∑
i=ms+1

|vifi|p


q
p

� (F̂2)
p−q
p ‖f‖qp,v.

Èñïîëüçóÿ (2.8) è (2.63) îöåíèì F̂2:

F̂2 =

s0∑
s=s0−2

 ∞∑
i=ms+1

ap
′

i,ms+1
v−p

′

i


q(p−1)
p−q ( ms+1∑

j=ms+1

uqj

) p
p−q

(2.89)

�
s0∑

s=s0−2

 ∞∑
i=ms+1

ap
′

i,ms+1
v−p

′

i


q(p−1)
p−q ms+1∑

j=ms+1

ms+1∑
k=j

uqk


q

p−q

uqj

�
s0∑

s=s0−2

ms+1∑
j=ms+1

(
ms+1∑
k=1

uqk

) q
p−q
 ∞∑
i=ms+1

ap
′

i,jv
−p′
i


q(p−1)
p−q

uqj
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6
∞∑
j=1

(
j∑

k=1

uqk

) q
p−q
( ∞∑

i=j

ap
′

i,jv
−p′
i

) q(p−1)
p−q

uqj = F
pq
p−q
2 .

Èç (2.88) è (2.89) ïîëó÷àåì

I2 � F q
2 ‖f‖qp,v. (2.90)

Èç (2.86), (2.87) è (2.90) çàêëþ÷àåì, ÷òî (2.85).

2) Ïóñòü ns0+1 = ∞, ÷òî îçíà÷àåò kms0
+1 = ∞. Òîãäà èìååì kj = ∞ è

Tj = ∅ ïðè j > ms0+1, òî åñòü, (A−f)j = 0, ïðè j > ms0+1 è (A−f)j =
ms0∑
i=j

ai,jfi,

1 6 j 6 ms0. Ñëåäîâàòåëüíî, m2 <∞ è s0 > 2. Òî èç (2.74) ïîëó÷èì

‖A−f‖qq,u =
∑
s∈N0

ms+1∑
j=ms+1

(
A−f

)q
j
uqj =

s0−1∑
s=1

ms+1∑
j=ms+1

(
A−f

)q
j
uqj (2.91)

Àíàëîãè÷íûì ïóòåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü (2.91) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.85).

Òîãäà èç (2.85) âìåñòå ñ (2.71) ñëåäóåò, ÷òî C ≈ F . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) äëÿ îïåðàòîðà (2.2) âûïîëíÿåòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ äóàëüíîå íåðàâåíñòâî (2.68) äëÿ

ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A∗, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì (2.1). Ïðè ýòîì,

íàèìåíüøèå ïîñòîÿííûå íåðàâåíñòâ (2.3) è (2.68) ñîâïàäàþò.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 2.17 ñ p′, q′, v−1 è u−1 âìåñòî q, p, u

è v, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.18. Ïóñòü 1 < q < p < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò Ïðåäïîëîæåíèþ A. Òî îöåíêà (2.3) äëÿ îïåðàòîðà (2.1)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ∗ = max{F ∗1 , F ∗2 } <∞, ãäå

F ∗1 =

 ∞∑
i=1

(
i∑

j=1

bp
′

i,jv
−p′
j

) q(p−1)
p−q

( ∞∑
k=i

ωqku
q
k

) q
p−q

ωqiu
q
i


p−q
pq

,

F ∗2 =

 ∞∑
i=1

(
i∑

j=1

v−p
′

j

)p(q−1)
p−q

( ∞∑
k=i

aqk,iu
q
k

) p
p−q

v−p
′

i


p−q
pq

.

Ïðè ýòîì, äëÿ íàèìåíüøîé ïîñòîÿííîé C â (2.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà F ∗ ≈
C.
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3 ÂÅÑÎÂÛÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÒÈÏÀ ÕÀÐÄÈ ÍÀ ÊÎÍÓÑÅ

ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ

3.1 Âåñîâûå îöåíêè äëÿ êëàññà ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ íà

êîíóñå ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè 1 < p 6 q <∞
Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòñâî ñëåäóþùåãî âèäà( ∞∑

i=1

uqi

(
i∑

j=1

ai,jfj

)q) 1
q

6 C

( ∞∑
i=1

vpi fi
p

) 1
p

(3.1)

íà êîíóñå íåâîçðàñòàþùèõ è íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f =

{fi}∞i=1 èç lp,v, ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñèùàÿ îò f è (ai,j)

òðåóãîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî ai,j > 0 ïðè i > j > 1 è ai,j = 0

ïðè i < j.

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (3.1) íà êîíóñå ìîíîòîííûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïðèíàäëåæèò êëàññó

O+
m ∪ O−m, m > 0 ïðè 1 < p 6 q <∞.

Â [45] Ð. Îéíàðîâ è Ñ.Õ. Øàëãûíáàåâà äîêàçàëè óòâåðæäåíèå,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñâåñòè íåðàâåíñòâî (3.1) íà êîíóñå ìîíîòîííûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ê íåêîòîðîìó íåðàâåíñòâó óæå íà êîíóñå

íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç lp,v. Ïðèâåäåì ýòî óòâåðæäåíèå â

áîëåå óäîáíîé äëÿ íàñ ôîðìå (ñì. Òåîðåìó 1.11).

Òåîðåìà E. [45] Ïóñòü 1 < p, q < ∞. Ïóñòü Vk =
k∑
i=1

vpi , ∀k > 1.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (3.1) íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó ∞∑
k=1

(
k∑
j=1

∞∑
i=j

ai,jgi

)p′ (
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)
1
p′

6 C̃

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

(3.2)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1, åñëè V∞ =

lim
k→∞

Vk =∞, è íåðàâåíòñâó
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 ∞∑
k=1

(
k∑
j=1

∞∑
i=j

ai,jgi

)p′ (
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)
1
p′

+

( ∞∑
j=1

∞∑
i=j

ai,jgi

)( ∞∑
k=1

vpk

)− 1
p

6 C

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

(3.3)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1, åñëè V∞ <∞.
Ïðè ýòîì, C̃ ≈ C åñëè V∞ = ∞, è C ≈ C if V∞ < ∞, ãäå C, C̃ è C �

íàèìåíüøèå ïîñòîÿííûå â (3.1), (3.2), (3.3), ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëîæèì

Vk =
k∑
i=1

vpi , Aik =
k∑
j=1

ai,j, E1 = sup
s>1

V
− 1

p
s

(
s∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) 1
q

,

E2 = sup
s>1

 s∑
k=1

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)( ∞∑
i=s

Aq
iku

q
i

)p′
q


1
p′

,

E3 = sup
s>1

 ∞∑
k=s

uqk

(
s∑
i=1

Ap′

ki

(
V
−p′

p

i − V −
p′
p

i+1

)) q
p′
 1

q

.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) in (3.1)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m ∪ O−m, m > 0. Òî íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ

íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé E12 =

max{E1, E2} < ∞ è E13 = max{E1, E3} < ∞. Ïðè ýòîì, äëÿ íàèìåíüøåé

ïîñòîÿííîé C â (3.1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà E12 ≈ E13 ≈ C .

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.1. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) â (3.1)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m ∪ O−m, m > 0. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè êîãäà V∞ = ∞ è

V∞ <∞ ïî îòäåëüíîñòè.

1. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà V∞ = ∞. Òîãäà ïî

Òåîðåìå E íåðàâåíñòâî (3.1) íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíòñòâî ∞∑
k=1

(
k∑
j=1

∞∑
i=j

a
(m)
i,j gi

)p′ (
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)
1
p′

6 C̃

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
1−q′
i

) 1
q′

(3.4)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1. Ïðè ýòîì, C̃ ≈
C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(3.1).

a) Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) = (a
(m)
i,j ) â (3.1) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+

m, m > 0.

Òàê êàê a(m)
i,j , gi íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìååì

k∑
j=1

∞∑
i=j

a
(m)
i,j gi =

k∑
j=1

k∑
i=j

a
(m)
i,j gi +

k∑
j=1

∞∑
i=k+1

a
(m)
i,j gi (3.5)

≈
k∑
i=1

A
(m)
ii gi +

∞∑
i=k

A
(m)
ik gi.

Ñëåäîâàòåëüíî,(
k∑
j=1

∞∑
i=j

a
(m)
i,j gi

)p′

≈

(
k∑
i=1

A
(m)
ii gi

)p′

+

( ∞∑
i=k

A
(m)
ik gi

)p′

.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.4), ïîëó÷èì

ñëåäóþùåå ∞∑
k=1

( k∑
i=1

A
(m)
ii gi

)p′

+

( ∞∑
i=k

A
(m)
ik gi

)p′
(V −p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)
1
p′

6 C0

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

(3.6)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1, êîòîðîå

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (3.4). Áîëåå òîãî, C̃ ≈ C0.

Íåðàâåíñòâî (3.6) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

A
(m)
ii gi

)p′ (
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)
1
p′

6 C1

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

, (3.7)
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 ∞∑
k=1

( ∞∑
i=k

A
(m)
ik gi

)p′ (
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

) 1
p′

6 C2

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

(3.8)

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1. Ïðè ýòîì,

C̃ ≈ max{C1, C2}. (3.9)

Íåðàâåíñòâî (3.7) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì Õàðäè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

Òåîðåìå A íåðàâåíñòâî (3.7) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

sup
s>1

( ∞∑
k=s

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)) 1
p′
(

s∑
i=1

(
A

(m)
ii

)q
uqi

) 1
q

= sup
s>1

V
− 1

p
s

(
s∑
i=1

(
A

(m)
ii

)q
uqi

) 1
q

= E1 <∞. (3.10)

Ïðè ýòîì

E1 ≈ C1. (3.11)

Â íåðàâåíñòâå (3.8) ïåðåõîäÿ ê äóàëüíîìó íåðàâåíñòâó, èìååì( ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

A
(m)
ki ϕi

)q

uqk

) 1
q

6 C2

( ∞∑
k=1

ϕpk

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)− p
p′
) 1

p

(3.12)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ϕ = {ϕi}∞i=1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A
(m)
ki = 0 äëÿ i > k. Òàê êàê (a

(m)
k,i ) ∈ O+

m, òî

ïîëó÷àåì (A
(m)
ki ) ∈ O+

m, m > 0. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ k > s > i

A
(m)
ki =

i∑
j=1

a
(m)
k,j ≈

i∑
j=1

m∑
γ=0

bm,γk,s a
(γ)
s,j =

m∑
γ=0

bm,γk,s

i∑
j=1

a
(γ)
s,j =

m∑
γ=0

bm,γk,s A
(γ)
si . (3.13)

Åñëè m = 0, òî î÷åâèäíî, ÷òî (A
(0)
ki ) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+

0 . Ïðåäïîëàãàÿ,

÷òî (A
(m)
ki ) ∈ O+

m äëÿ m = 1, ..., r − 1. Òî ïî èíäóêöèè ïðè m = r, èç (3.13)

ñëåäóåò, ÷òî (A
(r)
ki ) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+

r .
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Òî ïî Òåîðåìå 2.15 íåðàâåíñòâî (3.12) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé

sup
k>1

 k∑
j=1

(
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

)( ∞∑
i=k

(
A

(m)
ij

)q
uqi

)p′
q


1
p′

= E2 <∞, (3.14)

sup
k>1

 ∞∑
i=k

uqi

(
k∑
j=1

(
A

(m)
ij

)p′ (
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

)) q
p′


1
q

= E3 <∞. (3.15)

Ïðè ýòîì

C2 ≈ E2 ≈ E3. (3.16)

Èç (3.11) è (3.16) çàêëþ÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâà (3.7), (3.8) âûïîëíÿåòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé

E12 = max{E1, E2} < ∞ è E13 = max{E1, E3} < ∞. Ïðè ýòîì,

E12 ≈ E13 ≈ max{C1, C2}, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî E12 ≈ E13 ≈ C0. Òàê

êàê C0 ≈ C̃, C̃ ≈ C, ïîëó÷àåì E12 ≈ E13 ≈ C. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà äàåò

óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 3.1, êîãäà (ai,j) ∈ O+
m â ñëó÷àå, êîãäà V∞ =∞.

b) Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) = (a
(m)
i,j ) â (3.1) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m, m > 0.

Òàê êàê a(m)
i,j , gi íåîòðèöàòåëüíàÿ, èìååì

k∑
j=1

∞∑
i=j

a
(m)
i,j gi =

k∑
j=1

k∑
i=j

a
(m)
i,j gi +

k∑
j=1

∞∑
i=k+1

a
(m)
i,j gi (3.17)

≈
k∑
i=1

A
(m)
ii gi +

∞∑
i=k

gi

k∑
j=1

a
(m)
i,j

≈
k∑
i=1

A
(m)
ii gi +

∞∑
i=k

gi

k∑
j=1

m∑
γ=0

a
(γ)
i,k d

γ,m
k,j

=
k∑
i=1

A
(m)
ii gi +

m∑
γ=0

Dγ,m
kk

∞∑
i=k

a
(γ)
i,k gi,
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ãäå Dγ,m
kk =

k∑
j=1

dγ,mk,j . Ñëåäîâàòåëüíî,

(
k∑
j=1

∞∑
i=j

a
(m)
i,j gi

)p′

≈

(
k∑
i=1

A
(m)
ii gi

)p′

+
m∑
γ=0

(
Dγ,m
kk

∞∑
i=k

a
(γ)
i,k gi

)p′

.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.4), ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ∞∑
k=1

( k∑
i=1

A
(m)
ii gi

)p′

+
m∑
γ=0

(
Dγ,m
kk

∞∑
i=k

a
(γ)
i,k gi

)p′
(V −p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)
1
p′

6 C0

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

(3.18)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1, êîòîðîå

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (3.4). Ïðè ýòîì C̃ ≈ C0.

Íåðàâåíñòâî (3.18) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëåäóþùèå

íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

A
(m)
ii gi

)p′ (
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)
1
p′

6 C1

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

∀g > 0, (3.19)

 ∞∑
k=1

( ∞∑
i=k

a
(γ)
i,k gi

)p′

(Dγ,m
kk )

p′
(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

) 1
p′

6 C̃γ

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

∀g > 0 (3.20)

äëÿ γ = 0, 1, ...,m. Ïðè ýòîì

C̃ ≈ C0 ≈ max{C1, C̃0, C̃1, ..., C̃m}. (3.21)
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(3.19) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì òèïà Õàðäè. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ

Òåîðåìó A êàê â (3.10), ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.19) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäàâûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

E1 = sup
s>1

V
− 1

p
s

(
s∑
i=1

(
A

(m)
ii

)q
uqi

) 1
q

<∞. (3.22)

Ïðè ýòîì

E1 ≈ C1. (3.23)

Ïåðåõîäÿ ê äóàëüíîìó íåðàâåíñòâó â íåðàâåíñòâå (3.20), èìååì( ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

a
(γ)
k,iϕi

)q

uqk

) 1
q

6 C̃γ

( ∞∑
i=1

ϕpi (Dγ,m
ii )

−p
(
V
−p′

p

i − V −
p′
p

i+1

)− p
p′
) 1

p

(3.24)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ϕ = {ϕi}∞i=1 è äëÿ âñåõ γ =

0, 1, ...,m.

Òàê êàê (a
(γ)
k,i ) ∈ O−γ , γ = 0, 1, ...,m, ïî Òåîðåìå 2.15 íåðàâåíñòâî (3.24)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé

B̃+
γ = sup

k>1

(
B̃+
γ

)
k

= sup
k>1

 k∑
j=1

(
Dγ,m
jj

)p′ (
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

)( ∞∑
i=k

(
a
(γ)
i,j

)q
uqi

)p′
q


1
p′

<∞, (3.25)

B̃−γ = sup
k>1

(
B̃−γ

)
k

= sup
k>1

 ∞∑
i=k

uqi

(
k∑
j=1

(
a
(γ)
i,j

)p′ (
Dγ,m
jj

)p′ (
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

)) q
p′


1
q

<∞. (3.26)

è

C̃γ ≈ B̃+
γ ≈ B̃−γ . (3.27)
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Âûðàæåíèå
(
B̃+
γ

)
k
ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

(
B̃+
γ

)
k

=

 k∑
j=1

(
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

)( ∞∑
i=k

(
j∑
s=1

a
(γ)
i,j d

γ,m
j,s

)q

uqi

)p′
q


1
p′

.

Òî èìååì

m∑
γ=0

(
B̃+
γ

)
k

=
m∑
γ=0

 k∑
j=1

(
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

)( ∞∑
i=k

(
j∑
s=1

a
(γ)
i,j d

γ,m
j,s

)q

uqi

)p′
q


1
p′

≈

 k∑
j=1

(
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

)( ∞∑
i=k

(
j∑
s=1

m∑
γ=0

a
(γ)
i,j d

γ,m
j,s

)q

uqi

)p′
q


1
p′

≈

 k∑
j=1

(
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

)( ∞∑
i=k

(
j∑
s=1

a
(m)
i,s

)q

uqi

)p′
q


1
p′

=

 k∑
j=1

(
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

)( ∞∑
i=k

(
A

(m)
i,j

)q
uqi

)p′
q


1
p′

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì sup
k>1

m∑
γ=0

(
B̃+
γ

)
k
≈ E2. Òàê êàê sup

k>1

m∑
γ=0

(
B̃+
γ

)
k
≈

m∑
γ=0

B̃+
γ , èìååì max

06γ6m
B̃+
γ ≈

m∑
γ=0

B̃+
γ ≈ E2. Ýòèì æå ñïîñîáîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî

max
06γ6m

B̃−γ ≈
m∑
γ=0

B̃−γ ≈ E3.

Èç (3.22), (3.25) è (3.26) ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâà (3.19), (3.20)

âûïîëíÿþòñÿ òãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé

E12 = max{E1, E2} < ∞ and E13 = max{E1, E3} < ∞. Ïðè ýòîì, èìååì

E12 ≈ E13 ≈ max{C1, C̃0, C̃1, ..., C̃m}, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî E12 ≈ E13 ≈ C̃.

Òàê êàê C̃ ≈ C, èìååì E12 ≈ E13 ≈ C. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà äàåò óòâåðæäåíèå

Òåîðåìû 3.1, êîãäà (ai,j) ∈ O−m, m > 0 â ñëó÷àå, êîãäà V∞ =∞.
2. Òåïåðü ðàññìîòðè ñëó÷àé, êîãäà V∞ <∞. Ïî Òåîðåìå E íåðàâåíñòâî

(3.1) íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈
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lp,v âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåðàâåíñòâî (3.4) âûïîëíÿåòñÿ

íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâîì( ∞∑
k=1

∞∑
i=k

a
(m)
i,k gi

)( ∞∑
i=1

vpi

)− 1
p

6 Ĉ

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

(3.28)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1. Çäåñü Ĉ �

íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.28). Ïðè

ýòîì, C ≈ max{C̃, Ĉ}.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà V∞ <∞, íåðàâåíñòâî (3.4) âûïîëíÿåòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé max{E ′1, E2} <∞
è max{E ′1, E3} <∞, ãäå

E ′1 = sup
s>1

(
V
−p′

p
s − V −

p′
p

∞

) 1
p′
(

s∑
i=1

(
A

(m)
ii

)q
uqi

) 1
q

.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè V∞ < ∞, èç (3.10) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.7)

(ñëåäîâàòåëüíî, (3.19)) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E ′1 < ∞.

Ïðè ýòîì, E ′1 ≈ C1.

Òàê êàê a(m)
i,j , gi íåîòðèöàòåëüíûå, ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â ëåâîé

÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.28), ïîëó÷àåì( ∞∑
i=1

A
(m)
ii gi

)
6 ĈV

1
p
∞

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

∀g > 0.

Ïî îáðàòíîé çàäà÷å Ãåëüäåðà èìååì( ∞∑
i=1

(
A

(m)
ii

)q
uqi

) 1
q

= ĈV
1
p
∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (3.28) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ĉ = V
− 1

p
∞

( ∞∑
i=1

(
A

(m)
ii

)q
uqi

) 1
q

<∞.

Î÷åíâèäíî, ÷òî 1
2

(
E ′1 + Ĉ

)
< E1. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ s > 1 èìååì

V
− 1

p
s =

(
V
−p′

p
s

) 1
p′

=

(
V
−p′

p
s − V −

p′
p

∞ + V
−p′

p
∞

) 1
p′

6

(
V
−p′

p
s − V −

p′
p

∞

) 1
p′

+ V
− 1

p
∞ ,
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî E1 6
(
E ′1 + Ĉ

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì 1

2

(
E ′1 + Ĉ

)
<

E1 6
(
E ′1 + Ĉ

)
. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâà (3.7) (ñëåäîâàòåëüíî (3.19)) è

(3.28) âûïîëíÿþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E1 < ∞. Ïðè ýòîì, E1 ≈
max{C1, Ĉ}.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî max{E1, E2} ≈ max{E1, E3} ≈
max{C1, Ĉ, C̃} ≈ C íåçàâèñèìî îò òîãî, êîíå÷íà V∞ èëè íåò. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

3.2 Äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà äëÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ íà êîíóñå

ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè q < p

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.1) íà êîíóñå

ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè 1 < q < p <∞.
Ïîëîæèì

Vk =
k∑
i=1

vpi , Wk =
k∑
i=1

ωi, Aik =
k∑
j=1

ai,j, Bik =
k∑
j=1

bi,j,

F1 =

 ∞∑
k=1

V
q

q−p
k

(
k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q

Aq
kku

q
k


p−q
pq

,

F2 =

 ∞∑
k=1

 ∞∑
j=k

bqj,ku
q
j


p

p−q ( k∑
i=1

W p′

i

(
V
−p′

p

i − V −
p′
p

i+1

))p(q−1)
p−q

×

×W p′

k

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

))p−q
pq

,

F3 =

 ∞∑
k=1

 ∞∑
j=k

uqj


q

p−q ( k∑
i=1

Ap′

ki

(
V
−p′

p

i − V −
p′
p

i+1

)) q(p−1)
p−q

uqk


p−q
pq

,
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F2 =

 ∞∑
k=1

( ∞∑
i=k

wq
iu

q
i

) p
p−q
(

k∑
j=1

Bp′

jj

(
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

))p(q−1)
p−q

×

×Bp′

kk

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

))p−q
pq

,

F3 =

 ∞∑
k=1

(
k∑
j=1

jp
′
bp
′

k,j

(
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

)) q(p−1)
p−q

( ∞∑
i=k

wq
iu

q
i

) q
p−q

wq
ku

q
k


p−q
pq

,

F4 =

 ∞∑
k=1

( ∞∑
i=k

aqi,ku
q
i

) p
p−q
(

k∑
j=1

jp
′
(
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

))p(q−1)
p−q

×

×kp′
(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

))p−q
pq

.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü 1 < q < p < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.12). Òîãäà íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ íà

êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F0 = max{F1, F2, F3} < ∞. Ïðè ýòîì, äëÿ

íàèìåíüøåé ïîñòîÿííîé C â (3.1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà F0 ≈ C.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü 1 < q < p < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò Ïðåäïîëîæåíèþ A. Òîãäà íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ

íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈
lp,v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F0 = max{F1, F2, F3, F4} <∞. Ïðè ýòîì,

äëÿ íàèìåíüøåé ïîñòîÿííîé C â (3.1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà F0 ≈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.2. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.12). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè ïî

îòäåëüíîñòè: V∞ =∞ è V∞ <∞.
1. Ïóñòü V∞ = ∞. Òîãäà ïî Òåîðåìå E íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ

íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ∞∑
k=1

(
k∑
j=1

∞∑
i=j

ai,jgi

)p′ (
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)
1
p′

6 C̃

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

(3.29)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1.

Ïðè ýòîì, äëÿ íàèìåíüøåé ïîñòîÿííîé C â (3.1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà C̃ ≈ C.

Òàê êàê ai,j, gi íåîòðèöàòåëüíûå, òî èìååì

k∑
j=1

∞∑
i=j

ai,jgi =
k∑
j=1

k∑
i=j

ai,jgi +
k∑
j=1

∞∑
i=k+1

ai,jgi ≈
k∑
i=1

Aiigi +
∞∑
i=k

Aikgi. (3.30)

Ñëåäîâàòåëüíî,(
k∑
j=1

∞∑
i=j

ai,jgi

)p′

≈

(
k∑
i=1

Aiigi

)p′

+

( ∞∑
i=k

Aikgi

)p′

.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.29) èìååì

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ∞∑
k=1

( k∑
i=1

Aiigi

)p′

+

( ∞∑
i=k

Aikgi

)p′
(V −p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)
1
p′

6 C̃0

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

(3.31)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1, êîòîðîå

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (3.29). Ïðè ýòîì, C̃ ≈ C̃0.

Íåðàâåíñòâî (3.31) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

Aiigi

)p′ (
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)
1
p′

6 C̃1

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

, (3.32)

 ∞∑
k=1

( ∞∑
i=k

Aikgi

)p′ (
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

) 1
p′

6 C̃2

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

(3.33)
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äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1. Ïðè ýòîì,

C̃ ≈ max{C̃1, C̃2}. (3.34)

Íåðàâåíñòâî (3.32) � íåðàâåíñòâî òèïà Õàðäè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

Òåîðåìå A íåðàâåíñòâî (3.32) âûïîëíÿòåñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∞∑
k=1

V
q

q−p
k

(
k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q

Aq
kku

q
k


p−q
pq

= F1 <∞. (3.35)

Ïðè ýòîì,

F1 ≈ C̃1. (3.36)

Ïåðåõîäÿ ê äóàëüíîìó íåðàâåíñòâó â íåðàâåíñòâå (3.33), ïîëó÷èì( ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

Akiϕi

)q

uqk

) 1
q

6 C̃2

( ∞∑
k=1

ϕpk

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)− p
p′
) 1

p

(3.37)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ϕ = {ϕi}∞i=1.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû (Aki) äëÿ k > s > i óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó

óñëîâèþ

Aki =
i∑

j=1

ak,j ≈
i∑

j=1

(bk,sωj + as,j) = bk,sWi +
i∑

j=1

as,j = bk,sWi + Asi, (3.38)

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû (Aki) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(1.12). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Òåîðåìå 1.9 äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (3.37)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ∞∑
k=1

 ∞∑
j=k

bqj,ku
q
j


p

p−q ( k∑
i=1

W p′

i

(
V
−p′

p

i − V −
p′
p

i+1

))p(q−1)
p−q

×W p′

k

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

))p−q
pq

= F2 <∞, (3.39)
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 ∞∑
k=1

 ∞∑
j=k

uqj


q

p−q ( k∑
i=1

Ap′

ki

(
V
−p′

p

i − V −
p′
p

i+1

)) q(p−1)
p−q

uqk


p−q
pq

= F3 <∞, (3.40)

è

C̃2 ≈ max{F2, F3}. (3.41)

Èç (3.35) è (3.39), (3.40) ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâà (3.32) è (3.37)

âûïîëíÿþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F0 = max{F1, F2, F3} < ∞. Ïðè

ýòîì, F0 ≈ max{C̃1, C̃2}, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî F0 ≈ C̃. Òàê êàê C̃ ≈ C, èìååì,

÷òî F0 ≈ C. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà äàåò óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 3.2 â ñëó÷àå, êîãäà

V∞ =∞.
2. Ïóñòü V∞ < ∞. Ïî Òåîðåìå E íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ íà

êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâîì (3.29) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ( ∞∑
k=1

∞∑
i=k

ai,kgi

)( ∞∑
i=1

vpi

)− 1
p

6 Ĉ

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

(3.42)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1, ãäå Ĉ �

íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â íåðàâåíñòâå (3.42). Ïðè ýòîì, C ≈ max{C̃, Ĉ}.
Òàê êàê ai,j, gi íåîòðèöàòåëüíûå, ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â ëåâîé

÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.42), ïîëó÷àåì( ∞∑
i=1

giAii

)
6 ĈV

1
p
∞

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

∀g > 0.

Ïî îáðàòíîé çàäà÷å Ãåëüäåðà èìååì( ∞∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) 1
q

= ĈV
1
p
∞,

è ñëåäîâàòåëüíî,

V
− 1

p
∞

( ∞∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) 1
q

= Ĉ. (3.43)
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Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (3.42) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ĉ <∞.

Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, íåðàâåíñòâî (3.29) âûïîëíÿòåñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (3.32) è (3.33).

Òàêæå êàê è â ñëó÷àå, êîãäà V∞ = ∞ äîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.33)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F2 <∞, F3 <∞.

Ïî Òåîðåìå A íåðàâåíñòâî (3.32) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

F′1 =

 ∞∑
k=1

 ∞∑
j=k

(V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1 )


q(p−1)
p−q ( k∑

i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q

Aq
kku

q
k


p−q
pq

=

 ∞∑
k=1

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

∞

) q(p−1)
p−q

(
k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q

Aq
kku

q
k


p−q
pq

<∞.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà V∞ <∞, íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ

íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà max

{
F′1, F2, F3, Ĉ

}
< ∞. Åñëè ìû äîêàæåì,

÷òî F1 ≈ max
{
F′1, Ĉ

}
, òî ïîëó÷èì, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ

íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F0 <∞ è F0 ≈ C.

Î÷åâèäíî, ÷òî F′1 6 F1. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî Ĉ � F1.

Çàìåòèì, ÷òî( ∞∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) 1
q

=

( ∞∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) p
p−q


p−q
pq

=

 ∞∑
k=1

( k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) p
p−q

−

(
k−1∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) p
p−q


p−q
pq

�

 ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q
(

k∑
i=1

Aq
iiu

q
i −

k−1∑
i=1

Aq
iiu

q
i

)
p−q
pq
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�

 ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q

Aq
kku

q
k


p−q
pq

,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

Ĉ = V
− 1

p
∞

( ∞∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) 1
q

� V
− 1

p
∞

 ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q

Aq
kku

q
k


p−q
pq

6

 ∞∑
k=1

V
q

q−p
k

(
k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q

Aq
kku

q
k


p−q
pq

= F1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì, ÷òî max{F′1, Ĉ} � F1. Îáðàòíóþ îöåíêó

ïîëó÷àåì èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F1 =

 ∞∑
k=1

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

∞ + V
−p′

p
∞

) q(p−1)
p−q

(
k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q

Aq
kku

q
k


p−q
pq

6

 ∞∑
k=1

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

∞

) q(p−1)
p−q

(
k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q

Aq
kku

q
k


p−q
pq

+V
− 1

p
∞

 ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q

Aq
kku

q
k


p−q
pq

� F′1 + Ĉ 6 2 max{F′1, Ĉ}.

Hence, we obtain that F1 ≈ max
{
F′1, Ĉ

}
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ íà êîíóñå

íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà F0 < ∞ è C ≈ F0 = max{F1, F2, F3} íåçàâèñèìî îò
òîãî, êîíå÷íà V∞ èëè íåò. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü äîêàæåì Òåîðåìó 3.3.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.3. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò Ïðåäïîëîæåíèþ A. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè: V∞ =∞
è V∞ <∞.
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1. Ïóñòü V∞ = ∞. Òî ïî Òåîðåìå E íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ

íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈
lp,v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåðàâåíñòâî (3.29) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1. Ïðè ýòîì, C̃ ≈ C, ãäå C

è C̃ � íàèìåíüøèå ïîñòîÿííûå â íåðàâåíñòâàõ (3.1) è (3.29), ñîîòâåòñòâåííî.

Òàê êàê ai,j, gi íåîòðèöàòåëüíûå, ñîãëàñíî Ïðåäïîëîæåíèþ A èìååì

k∑
j=1

∞∑
i=j

ai,jgi =
k∑
j=1

k∑
i=j

ai,jgi +
k∑
j=1

∞∑
i=k+1

ai,jgi (3.44)

≈
k∑
i=1

Aiigi +
∞∑
i=k

gi

k∑
j=1

ai,j

≈
k∑
i=1

Aiigi + k
∞∑
i=k

ai,kgi +Bkk

∞∑
i=k

ωigi.

Ñëåäîâàòåëüíî,(
k∑
j=1

∞∑
i=j

ai,jgi

)p′

≈

(
k∑
i=1

Aiigi

)p′

+

(
k

∞∑
i=k

ai,kgi

)p′

+

(
Bkk

∞∑
i=k

ωigi

)p′

.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.29), ïîëó÷èì

ñëåäóþùåå ∞∑
k=1

( k∑
i=1

Aiigi

)p′

+

(
k

∞∑
i=k

ai,kgi

)p′

+

(
Bkk

∞∑
i=k

ωigi

)p′


×
(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)) 1
p′

6 C̃0

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

(3.45)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ g = {gi}∞i=1, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

(3.29). Ïðè ýòîì, C̃ ≈ C̃0.

Íåðàâåíñòâî (3.45) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

Aiigi

)p′ (
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)
1
p′

6 C̃1

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

, (3.46)
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 ∞∑
k=1

(
k
∞∑
i=k

ai,kgi

)p′ (
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

) 1
p′

6 C̃2

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

, (3.47)

 ∞∑
k=1

(
Bkk

∞∑
i=k

ωigi

)p′ (
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

) 1
p′

6 C̃3

( ∞∑
i=1

gq
′

i u
−q′
i

) 1
q′

(3.48)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1. Ïðè ýòîì,

C̃ ≈ max{C̃1, C̃2, C̃3}. (3.49)

Ïåðåõîäÿ ê äóàëüíîìó íåðàâåíñòâó â íåðàâåíñòâàõ(3.47) è (3.48),

ïîëó÷èì( ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

ak,iϕi

)q

uqk

) 1
q

6 C̃2

( ∞∑
i=1

ϕpi i
−p
(
V
−p′

p

i − V −
p′
p

i+1

)− p
p′
) 1

p

, (3.50)

( ∞∑
k=1

(
k∑
i=1

ϕi

)q

ωqku
q
k

) 1
q

6 C̃3

( ∞∑
k=1

ϕpkB
−p
kk

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

)− p
p′
) 1

p

(3.51)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ϕ = {ϕi}∞i=1.

Íåðàâåíñòâà (3.46) è (3.51) � íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî Òåîðåìå A íåðàâåíñòâà (3.46), (3.51) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ,

ñîîòâåòñòâåííî. ∞∑
k=1

V
q

q−p
k

(
k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q

Aq
kku

q
k


p−q
pq

= F1 <∞, (3.52)

 ∞∑
k=1

( ∞∑
i=k

wq
iu

q
i

) p
p−q
(

k∑
j=1

Bp′

jj

(
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

))p(q−1)
p−q

×Bp′

kk

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

))p−q
pq

= F2 <∞. (3.53)
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Ïðè ýòîì,

F1 ≈ C̃1, F2 ≈ C̃3. (3.54)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû (ak,i) óäîâëåòâîðÿþò Ïðåäïîëîæåíèþ A.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Òåîðåìå 2.18 íåðàâåíòñâî (3.50) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ∞∑
k=1

(
k∑
j=1

jp
′
bp
′

k,j

(
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

)) q(p−1)
p−q

( ∞∑
i=k

wq
iu

q
i

) q
p−q

wq
ku

q
k


p−q
pq

= F3 <∞, (3.55)

 ∞∑
k=1

( ∞∑
i=k

aqi,ku
q
i

) p
p−q
(

k∑
j=1

jp
′
(
V
−p′

p

j − V −
p′
p

j+1

))p(q−1)
p−q

×kp′
(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

k+1

))p−q
pq

= F4 <∞ (3.56)

è

C̃2 ≈ max{F3, F4}. (3.57)

Èç (3.52), (3.53) è (3.55), (3.56) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíòñâà (3.46), (3.50) è (3.51)

âûïîëíÿþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F0 = max{F1, F2, F3, F4} < ∞.

Ïðè ýòîì, F0 ≈ max{C̃1, C̃2, C̃3}, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî F0 ≈ C̃. Òàê êàê

C̃ ≈ C, èìååì F0 ≈ C. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà äàåò óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 3.3 â

ñëó÷àå, êîãäà V∞ =∞.
2. Ïóñòü V∞ < ∞. Ïî Òåîðåìå E íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ íà

êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v

êîãäà íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâîì (3.29) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.42) äëÿ

âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g = {gi}∞i=1. Ïðè ýòîì, C ≈
max{C̃, Ĉ}.

Êàê â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3.2 â ñëó÷àå, êîãäà V∞ < ∞, ïîëó÷èì,

÷òî íåðàâåíñòâî (3.42) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ĉ <∞.
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Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, íåðàâåíñòâî (3.29) âûïîëíÿòåñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (3.46), (3.47) è

(3.48).

Òàêæå êàê è â ñëó÷àå, êîãäà V∞ =∞, äîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.47)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F3 < ∞, F4 < ∞ è íåðàâåíñòâî

(3.48) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F2 <∞.

Íà îñíîâå Òåîðåìû A ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.46) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà

F′1 =

 ∞∑
k=1

(
V
−p′

p

k − V −
p′
p

∞

) q(p−1)
p−q

(
k∑
i=1

Aq
iiu

q
i

) q
p−q

Aq
kku

q
k


p−q
pq

<∞

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà V∞ <∞, íåðàâåíòñâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ

íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà max

{
F′1, F2, F3, F4, Ĉ

}
<∞.

Îäíàêî, â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3.2, óæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî

F1 ≈ max
{
F′1, Ĉ

}
. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ íà êîíóñå

íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà F0 = max{F1, F2, F3, F4} < ∞ è C ≈ max{C̃, Ĉ} ≈ F0

íåçàâèñèìî îò òîãî, êîíå÷íà V∞ èëè íåò. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.
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4 ÏÐÈËÎÆÅÍÈß ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

4.1 Îãðàíè÷åííîñòü è êîìïàêòíîñòü ñóïåðïîçèöèé ìàòðè÷íûõ

îïåðàòîðîâ

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðàññìîòðèì âîïðîñ îãðàíè÷åííîñòè è

êîìïàêòíîñòè ñóïåðïîçèöèé ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ïðèíàäëåæàò êëàññàì

O+
n ∪ O−n , n > 0 ïðè 1 < p 6 q <∞.

Îïðåäåëèì

(
Σ+f

)
i

:=
i∑

j=1

σi,jfj, i > 1, (4.1)

(
Σ−g

)
j

:=
∞∑
i=j

σi,jgi, j > 1. (4.2)

Çàìå÷àíèå 4.1. Åñëè ðàññìîòðåòü îïåðàòîðû (2.1) è (4.1), òî äëÿ

íåîòðèöàòåëüíûõ ai,j, σj,k è gk èìååì

(
A+ ◦ Σ+

)
(g)i ≡

(
A+
(
Σ+g

))
i

=
i∑

j=1

ai,j

j∑
k=1

σj,kgk

=
i∑

k=1

 i∑
j=k

ai,jσj,k

 gk =
i∑

k=1

wi,kgk.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè (ai,j) ∈ O+
n , (σj,k) ∈ O+

m, òî ïî Ëåììå 2.6 ìàòðèöà

(wi,k) îïåðàòîðà A
+ ◦ Σ+ ïðèíàäëåæèò êëàññó O+

m+n+1.

Òàêèì æå ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ Ëåììó 2.7 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè

(ai,j) ∈ O−n , (σj,k) ∈ O−m, òî ìàòðèöà îïåðàòîðà A+ ◦ Σ+ ïðèíàäëåæèò

êëàññó O−m+n+1.

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöû (aki,j) îïåðàòîðîâ
(
A+
k f
)
i

=
i∑

j=1

aki,jfj

ïðèíàäëåæàò êëàññàì O±mk
, k = 1, . . . , n, òî ìàòðèöà îïåðàòîðà A+

n ≡ A+
1 ◦

A+
2 ◦· · ·◦A+

n ïðèíàäëåæèò êëàññó O±m, ãäå m =
n∑
k=1

mk+n−1. Òàêèì îáðàçîì,
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èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 2.15, ìîæíî ïîëó÷èòü êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè è

êîìïàêòíîñòè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ A+
n èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà lp,v â

âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî lq,u ïðè 1 < p 6 q <∞.
Òàêèì æå îáðàçîì, åñëè ìàòðèöû (aki,j) îïåðàòîðîâ

(
A−k g

)
j

=
∞∑
i=j

aki,jgi

ïðèíàäëåæàò êëàññàì O±mk
, k = 1, . . . , n, èñïîëüçóÿ Ëåììû 2.6 è 2.7,

è Òåîðåìó 2.16, ìîæíî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà A−n = A−1 ◦ A−2 ◦ · · · ◦ A−n èç

lp,v â lq,u ïðè 1 < p 6 q <∞.

Îïðåäåëèì

(D1)s =

 s∑
k=1

v−p
′

k

( ∞∑
i=s

(
k∑
j=1

ai,jσk,j

)q

uqi

)p′
q


1
p′

,

(D2)s =

 ∞∑
i=s

uqi

 s∑
k=1

(
k∑
j=1

ai,jσk,j

)p′

v−p
′

k


q
p′


1
q

,

(D3)s =

 s∑
i=1

uqi

 ∞∑
k=s

(
i∑

j=1

ai,jσk,j

)p′

v−p
′

k


q
p′


1
q

,

(D4)s =

 ∞∑
k=s

v−p
′

k

(
s∑
i=1

(
i∑

j=1

ai,jσk,j

)q

uqi

)p′
q


1
p′

,

(G1)s =

 s∑
j=1

v−p
′

j

( ∞∑
k=s

( ∞∑
i=k

ai,jσi,k

)q

uqk

)p′
q


1
p′

,

(G2)s =

 ∞∑
k=s

uqk

 s∑
j=1

( ∞∑
i=k

ai,jσi,k

)p′

v−p
′

j


q
p′


1
q

,

(G3)s =

 s∑
k=1

uqk

 ∞∑
j=s

( ∞∑
i=j

ai,jσi,k

)p′

v−p
′

j


q
p′


1
q

,
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(G4)s =

 ∞∑
j=s

v−p
′

j

(
s∑

k=1

( ∞∑
i=j

ai,jσi,k

)q

uqk

)p′
q


1
p′

.

Ïîëîæèì

D1 = sup
s>1

(D1)s, D2 = sup
s>1

(D2)s, D3 = sup
s>1

(D3)s, D4 = sup
s>1

(D4)s,

G1 = sup
s>1

(G1)s, G2 = sup
s>1

(G2)s, G3 = sup
s>1

(G3)s, G4 = sup
s>1

(G4)s

è

D13 = max{D1, D3}, D14 = max{D1, D4},

D23 = max{D2, D3}, D24 = max{D2, D4},

G13 = max{G1, G3}, G14 = max{G1, G4},

G23 = max{G2, G3}, G24 = max{G2, G4}.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü 1 < p 6 q <∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) îïåðàòîðà (2.1)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n ∪ O−n , n > 0. Ïóñòü ìàòðèöà (σi,j) îïåðàòîðà

(4.2) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m ∪ O−m, m > 0. Òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

(i) Îïåðàòîð A+ ◦ Σ− îãðàíè÷åí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà êîíå÷íà îäíà èç âåëè÷èí D13, D14, D23 è D24. Ïðè ýòîì,

‖A+ ◦ Σ−‖lp,v→lq,u ≈ D13 ≈ D14 ≈ D23 ≈ D24.

(ii) Îïåðàòîð A+◦Σ− êîìïàêòåí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

1) lim
s→∞

(D1)s = 0, lim
s→∞

(D3)s = 0; 2) lim
s→∞

(D2)s = 0, lim
s→∞

(D4)s = 0;

3) lim
s→∞

(D1)s = 0, lim
s→∞

(D4)s = 0; 4) lim
s→∞

(D2)s = 0, lim
s→∞

(D3)s = 0.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü 1 < p 6 q <∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) îïåðàòîðà (2.1)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n ∪ O−n , n > 0. Ïóñòü ìàòðèöà (σi,j) îïåðàòîðà

(4.2) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m ∪ O−m, m > 0. Òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

(j) Îïåðàòîð Σ− ◦ A+ îãðàíè÷åí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà êîíå÷íà îäíà è âåëè÷èí G13, G14, G23 è G24. Ïðè ýòîì,

‖Σ− ◦ A+‖lp,v→lq,u ≈ G13 ≈ G14 ≈ G23 ≈ G24.
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(jj) Îïåðàòîð Σ−◦A+ êîìïàêòåí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

1) lim
s→∞

(G1)s = 0, lim
s→∞

(G3)s = 0; 2) lim
s→∞

(G2)s = 0, lim
s→∞

(G4)s = 0;

3) lim
s→∞

(G1)s = 0, lim
s→∞

(G4)s = 0; 4) lim
s→∞

(G2)s = 0, lim
s→∞

(G3)s = 0.

Îïðåäåëèì

(W+f)i =
i∑

k=1

fk

k∑
j=1

ai,jσk,j, i > 1, (4.3)

(Φ−f)i =
∞∑
k=i

fk

i∑
j=1

σk,jai,j, i > 1. (4.4)

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïîäðàçäåëîâ 2.2 è 2.6 ïîëó÷èì

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) îïåðàòîðà W
+

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n ∪O−n , n > 0. Ïóñòü ìàòðèöà (σi,j) îïåðàòîðà W

+

íåîòðèöàòåëüíàÿ. Òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) ÎïåðàòîðW+ îãðàíè÷åí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé D1 <∞ è D2 <∞. Ïðè ýòîì, ‖W+‖lp,v→lq,u ≈
D1 ≈ D2.

(ii) Îïåðàòîð W+ êîìïàêòåí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé lim
s→∞

(D1)s = 0 è lim
s→∞

(D2)s = 0.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ìàòðèöà (σi,j) îïåðàòîðà Φ−

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m ∪O−m, m > 0. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) îïåðàòîðà Φ−

íåîòðèöàòåëüíàÿ. Òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) Îïåðàòîð Φ− îãðàíè÷åí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé D3 <∞ è D4 <∞. Ïðè ýòîì, ‖Φ−‖lp,v→lq,u ≈
D3 ≈ D4.

(ii) Îïåðàòîð Φ− êîìïàêòåí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé lim
s→∞

(D3)s = 0 è lim
s→∞

(D4)s = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.4.

Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà W+ ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî
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íåðàâåíñòâà

‖W+f‖q,u 6 C‖f‖p,v (4.5)

äëÿ âñåõ f ∈ lp,v, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò f .

Ïîëîæèì $i,k =
k∑
j=1

ai,jσk,j, i > k. Òî èìååì

(W+f)i =
i∑

k=1

fk

k∑
j=1

ai,jσk,j =
i∑

k=1

$i,kfk, i > 1.

1. Ïóñòü (ai,j) ∈ O+
n , n > 0. Ïóñòü (σi,j) � ïðîèçâîëüíàÿ

íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà. Òî ïî Ëåììå 2.8 ñëåäóåò, ÷òî ($i,k) ∈ O+
n , n >

0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Òåîðåìå 2.15, íåðàâåíñòâî (4.5) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

sup
s>1

 s∑
k=1

v−p
′

k

( ∞∑
i=s

$q
i,ku

q
i

)p′
q


1
p′

= sup
s>1

(D1)s = D1 <∞, (4.6)

sup
s>1

 ∞∑
i=s

uqi

(
s∑

k=1

$p′

i,kv
−p′
k

) q
p′
 1

q

= sup
s>1

(D2)s = D2 <∞. (4.7)

Ïðè ýòîì,

D1 ≈ D2 ≈ C. (4.8)

Êðîìå òîãî, ïî Òåîðåìå 2.15 îïåðàòîðW+ êîìïàêòåí èç lp,v â lq,u òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé lim
s→∞

(D1)s = 0 è lim
s→∞

(D2)s =

0.

2. Ïóñòü (ai,j) ∈ O−n , n > 0. Ïóñòü (σi,j) � ïðîèçâîëüíàÿ

íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà. Òî èç Ëåììû 2.8 ñëåäóåò, ÷òî ($i,k) ∈ O−n β, n > 0,

ãäå β = {βk}∞k=1 è βk =
k∑
j=1

σk,j.

($i,k) ∈ O−n β, n > 0 îçíà÷àåò, ÷òî $i,k ≈ βk$̃i,k, ãäå ($̃i,k) ∈ O−n , n > 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ýêâèâàëåíòíîñòü â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíòñâà (4.5), ïîëó÷àåì
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íåðàâåíñòâî ( ∞∑
i=1

uqi

∣∣∣∣∣
i∑

k=1

βk$̃i,kfk

∣∣∣∣∣
q) 1

q

6 C̃

( ∞∑
i=1

vpi |fi|
p

) 1
p

(4.9)

äëÿ âñåõ f ∈ lp,v, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (4.5). Ïðè ýòîì, C̃ ≈ C.

Èñïîëüçóÿ çàìåíó gk = βkfk, çàêëþ÷àåì, ÷òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

(4.9) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà( ∞∑
i=1

uqi

∣∣∣∣∣
i∑

k=1

$̃i,kgk

∣∣∣∣∣
q) 1

q

6 C̃

( ∞∑
i=1

β−pi vpi |gi|
p

) 1
p

. (4.10)

Èç íåðàâåíñòâà (4.10) ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà W+ èç

lp,v â lq,u ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà W̃+ èç lp,vβ−1 â lq,u, ãäå

W̃+ =
i∑

k=1

$̃i,kgk.

Òàê êàê ($̃i,k) ∈ O−n , n > 0, èç Òåîðåìû 2.15 âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð

W̃+ îãðàíè÷åí èç lp,vβ−1 â lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî

èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

sup
s>1

 s∑
k=1

v−p
′

k βp
′

k

( ∞∑
i=s

$̃q
i,ku

q
i

)p′
q


1
p′

≈ sup
s>1

 s∑
k=1

v−p
′

k

( ∞∑
i=s

$q
i,ku

q
i

)p′
q


1
p′

= D1 <∞,

sup
s>1

 ∞∑
i=s

uqi

(
s∑

k=1

$̃p′

i,kβ
p′

k v
−p′
k

) q
p′
 1

q

≈ sup
s>1

 ∞∑
i=s

uqi

(
s∑

k=1

$p′

i,kv
−p′
k

) q
p′
 1

q

= D2 <∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð W+ îãðàíè÷åí èç lp,v â lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé D1 < ∞ è D2 < ∞. Ïðè
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ýòîì,

D1 ≈ D2 ≈ C̃ ≈ C. (4.11)

Êðîìå òîãî, ïî Òåîðåìå 2.15 îïåðàòîð W̃+ êîìïàêòåí èç lp,vβ−1 â

lq,u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

lim
s→∞

(D1)s = 0 è lim
s→∞

(D2)s = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíèå îäíîãî èç ýòèõ

óñëîâèé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà W+ èç lp,v â

lq,u. Òàêèì îáðàçîì, Òåîðåìà 4.4 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.5 âûòåêàåò èç Òåîðåìû 2.16 èñïîëüçóÿ

Ëåììó 2.8.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.2.

(i) Äîêàçàòåëüñòâî îãðàíè÷åííîñòè.Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (ai,j) ∈ O+
n ∪O−n ,

n > 0 è (σi,j) ∈ O+
m ∪O−m, m > 0. Ïóñòü îïåðàòîð A+ ◦Σ− îãðàíè÷åí èç lp,v â

lq,u. Òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

‖(A+ ◦ Σ−)f‖q,u 6 C‖f‖p,v ∀f ∈ lp,v, (4.12)

ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò f .

Òàê êàê ai,j è σk,j íåîòðèöàòåëüíûå, äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v èìååì

(A+ ◦ Σ−)(f)i = (A+(Σ−f))i =
i∑

j=1

ai,j

∞∑
k=j

σk,jfk (4.13)

≈
i∑

j=1

ai,j

i∑
k=j

σk,jfk +
i∑

j=1

ai,j

∞∑
k=i

σk,jfk

=
i∑

k=1

fk

k∑
j=1

ai,jσk,j +
∞∑
k=i

fk

i∑
j=1

σk,jai,j

=
(
W+f

)
i
+
(
Φ−f

)
i
,

ãäå W+ è Φ− � îïåðàòîðû, îïðåäåëåíûå â (4.3) è (4.4), ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ f > 0 èìååì
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( ∞∑
i=1

uqi
[(
A+ ◦ Σ−

)
f
]q
i

) 1
q

� max


( ∞∑

i=1

uqi
(
W+f

)q
i

) 1
q

,

( ∞∑
i=1

uqi
(
Φ−f

)q
i

) 1
q

 . (4.14)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñëó÷àÿ ïî îòäåëüíîñòè.

1. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n , n > 0 è ìàòðèöà (σi,j)

ïðèíàäëåæèò êëàññóO+
m∪O−m, m > 0. Òî ïî Ëåììå 2.8, ïîëó÷àåì, ÷òî ($i,k) ∈

O+
n , n > 0, ãäå $i,k =

k∑
j=1

ai,jσk,j, i > k. ($i,k) ∈ O+
n , n > 0 ñóùåñòâóþò

ìàòðèöû ($i,k) ∈ O+
γ , γ = 0, ..., n− 1 è ìàòðèöû (dn,γi,k ) òàêèå, ÷òî

$i,k ≡ $
(n)
i,k ≈

n∑
γ=0

dn,γi,j $
(γ)
j,k (4.15)

äëÿ âñåõ i > j > k > 1, ãäå dn,ni,j ≡ 1.

Äëÿ r > 1 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

fr = {fr,k}∞k=1 : fr,k =


(
$

(γ)
r,k

)p′−1
v−p

′

k , 1 6 k 6 r,

0, k > r.
(4.16)

Ïðèìåíÿÿ fr â ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4.12), ïîëó÷àåì

‖fr‖p,v =

( ∞∑
k=1

|fr,k|p vpk

) 1
p

=

(
r∑

k=1

(
$

(γ)
r,k

)p′
v−p

′

k

) 1
p

. (4.17)

Òàê êàê fr íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èç (4.14) ñëåäóåò

‖(A+ ◦ Σ−)fr‖q,u � ‖W+fr‖q,u =

( ∞∑
i=1

(
i∑

k=1

$
(n)
i,k fr,k

)q

uqi

) 1
q

�

( ∞∑
i=r

(
dn,γi,r
)q
uqi

) 1
q
(

r∑
k=1

(
$

(γ)
r,k

)p′
v−p

′

k

)
.

(4.18)

Èç (4.12), (4.17) è (4.18) çàêëþ÷àåì, ÷òî

C �

( ∞∑
i=r

(
dn,γi,r
)q
uqi

) 1
q
(

r∑
k=1

(
$

(γ)
r,k

)p′
v−p

′

k

) 1
p′

≡ (Dγ,n)r . (4.19)
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Òàê êàê íåðàâåíñòâî (4.19) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ γ = 0, 1, . . . , n, ïîëó÷àåì

C � max
06γ6n

(Dγ,n)r ≡ (Dn)r .

Ïðè ýòîì,

(Dn)r = max
06γ6n

(Dγ,n)r ≈
n∑
γ=0

(Dγ,n)r ≈ (D1)r ≈ (D2)r. (4.20)

Òàê êàê r > 1 ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, ïîëó÷àåì

C � sup
r>1

(Dn)r ≈ sup
r>1

(D1)r ≈ sup
r>1

(D2)r,

è ñëåäîâàòåëüíî, èìååì C � D1 ≈ D2.

2. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−n , n > 0 è ìàòðèöà (σi,j)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m ∪ O−m, m > 0. Òî ïî Ëåììå 2.8 èìååì ($i,k) ∈ O−n β,

n > 0. ($i,k) ∈ O+
n β, n > 0 îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {βk}∞k=1 è ìàòðèöû ($̃i,k) ∈ O−n òàêèå, ÷òî

$i,k ≡ $
(n)
i,k ≈ $̃

(n)
i,k βk and $̃

(n)
i,k ≈

n∑
γ=0

$̃
(γ)
i,j d̃

γ,n
j,k (4.21)

äëÿ âñåõ i > j > k > 1, ãäå d̃n,nj,k ≡ 1.

Äëÿ r > 1 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

f̃r = {f̃r,k}∞k=1 : f̃r,k =


(
d̃γ,nr,k βk

)p′−1
v−p

′

k , 1 6 k 6 r,

0, k > r.
(4.22)

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (4.14), ïîäñòàâëÿåì f̃r â íåðàâåíñòâî (4.12).

C‖f̃r‖p,v = C

(
r∑

k=1

(
d̃γ,nr,k βk

)p′
v−p

′

k

) 1
p

> ‖(A+ ◦ Σ−)f̃r‖q,u

� ‖W+f̃r‖q,u =

( ∞∑
i=1

(
i∑

k=1

$
(n)
i,k f̃r,k

)q

uqi

) 1
q

�

( ∞∑
i=r

uqi

(
$̃

(γ)
i,r

)q) 1
q
(

r∑
k=1

(
d̃γ,nr,k βk

)p′
v−p

′

k

)
,
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îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

C �

( ∞∑
i=r

uqi

(
$̃

(γ)
i,r

)q) 1
q
(

r∑
k=1

(
d̃γ,nr,k βk

)p′
v−p

′

k

) 1
p′

≡
(
D̃γ,n

)
r
. (4.23)

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (4.23) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ γ = 0, 1, . . . , n, èìååì

C � max
06γ6n

(
D̃γ,n

)
r
≡
(
D̃n
)
r
.

Òàê êàê

(D̃n)r = max
06γ6n

(
D̃γ,n

)
r
≈

n∑
γ=0

(
D̃γ,n

)
r
≈ (D1)r ≈ (D2)r, (4.24)

è r > 1 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, ïîëó÷àåì

C � sup
r>1

(
D̃n
)
r
≈ sup

r>1
(D1)r ≈ sup

r>1
(D2)r.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì C � D1 ≈ D2.

Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (4.12) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå äóàëüíîå íåðàâåíñòâî

‖(A+ ◦ Σ−)∗f‖p′,v−1 6 C‖f‖q′,u−1, f ∈ lq′,u−1, (4.25)

äëÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà (A+ ◦ Σ−)∗, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé

ôîðìóëîé [(
A+ ◦ Σ−

)∗
f
]
k

=
k∑
j=1

σk,j

∞∑
i=j

ai,jfi. (4.26)

Ïðè ýòîì, íàèìåíüøèå ïîñòîÿííûå â íåðàâåíñòâàõ (4.12) è (4.25) ñîâïàäàþò.

Òàê êàê ai,j, σk,j íåîòðèöàòåëüíûå, äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ f ∈ lq′,u−1
èìååì

(A+ ◦ Σ−)∗(f)k =
k∑
j=1

σk,j

∞∑
i=j

ai,jfi

≈
k∑
j=1

σk,j

k∑
i=j

ai,jfi +
k∑
j=1

σk,j

∞∑
i=k

ai,jfi

=
k∑
i=1

fi

i∑
j=1

ai,jσk,j +
∞∑
i=k

fi

k∑
j=1

ai,jσk,j

≡
(
Φ+f

)
k

+
(
W−f

)
k
,

(4.27)
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ãäå îïåðàòîðû Φ+ è W− � ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû ê îïåðàòîðîì Φ− è W+,

ñîîòâåòñòâåííî.

(
Φ+f

)
k

=
k∑
i=1

fi

i∑
j=1

ai,jσk,j, k > 1, (4.28)

(
W−f

)
k

=
∞∑
i=k

fi

k∑
j=1

ai,jσk,j, k > 1. (4.29)

Èç (4.27) äëÿ âñåõ f > 0 èìååì( ∞∑
k=1

v−p
′

k

[(
A+ ◦ Σ−

)∗
f
]p′
k

) 1
p′

� max


( ∞∑
k=1

v−p
′

k

(
Φ+f

)p′
k

) 1
p′

,

( ∞∑
k=1

v−p
′

k

(
W−f

)p′
k

) 1
p′
 . (4.30)

3. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n ∪O−n , n > 0 è ìàòðèöà

(σi,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m. Òî ïî Ëåììå 2.8, èìååì (ϕk,i) ∈ O+

m, m > 0,

ãäå ϕk,i =
i∑

j=1

σk,jai,j, k > i. (ϕk,i) ∈ O+
m, m > 0 îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò

ìàòðèöû (ϕk,i) ∈ O+
γ , γ = 0, ...,m− 1 è ìàòðèöû em,γk,j òàêèå, ÷òî

ϕk,i ≡ ϕ
(m)
k,i ≈

m∑
γ=0

em,γk,j ϕ
(γ)
j,i (4.31)

äëÿ âñåõ k > j > i > 1, ãäå em,mk,j ≡ 1.

Äëÿ r > 1 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

f̂r = {f̂r,i}∞i=1 : f̂r,i =


(
ϕ
(γ)
r,i

)q−1
uqi , 1 6 i 6 r,

0, i > r.
(4.32)

Ïîäñòàâëÿÿ f̂r â ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4.25), èìååì

‖f̂r‖q′,u−1 =

( ∞∑
i=1

|f̂r,i|q
′
u−q

′

i

) 1
q′

=

(
r∑
i=1

(
ϕ
(γ)
r,i

)q
uqi

) 1
q′

. (4.33)
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Òàê êàê f̂r íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èñïîëüçóÿ (4.30), èìååì

‖(A+ ◦ Σ−)∗f̂r‖p′,v−1 � ‖Φ+f̂r‖p′,v−1 (4.34)

=

 ∞∑
k=1

v−p
′

k

(
k∑
i=1

ϕ
(m)
k,i f̂r,i

)p′


1
p′

�

( ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
em,γk,r

)p′) 1
p′
(

r∑
i=1

(
ϕ
(γ)
r,i

)q
uqi

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (4.25), (4.33) è (4.34) âûòåêàåò, ÷òî

C �

( ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
em,γk,r

)p′) 1
p′
(

r∑
i=1

(
ϕ
(γ)
r,i

)q
uqi

) 1
q

≡ (Dγ,m)r . (4.35)

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (4.35) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ γ = 0, 1, . . . ,m, èìååì

C � max
06γ6m

(Dγ,m)r ≡ (Dm)r .

Ïðè ýòîì,

(Dm)r = max
06γ6n

(Dγ,m)r ≈
m∑
γ=0

(Dγ,m)r ≈ (D3)r ≈ (D4)r. (4.36)

Òàê êàê r > 1 ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, ïîëó÷àåì

C � sup
r>1

(Dm)r ≈ sup
r>1

(D3)r ≈ sup
r>1

(D4)r,

è ñëåäîâàòåëüíî, èìååì C � D3 ≈ D4.

4. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n ∪ O−n , n > 0 è

ìàòðèöà (σi,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m. Ïî Ëåììå 2.8, èìååì (ϕk,i) ∈ O−mα,
m > 0. (ϕk,i) ∈ O−mα, m > 0 îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αi}∞i=1 è ìàòðèöû (ϕ̃k,i) ∈ O−m òàêèå, ÷òî

ϕk,i ≡ ϕ
(m)
k,i ≈ ϕ̃

(m)
k,i αi and ϕ̃

(m)
k,i ≈

m∑
γ=0

ϕ̃
(γ)
k,j ẽ

γ,m
j,i (4.37)

äëÿ âñåõ k > j > i > 1, ãäå ẽm,mj,i ≡ 1.

Äëÿ r > 1 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f r = {f r,i}∞i=1 : f r,i =

{ (
ẽγ,mr,i αi

)q−1
uqi , 1 6 i 6 r,

0, i > r.
(4.38)

107



Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (4.30), ïîäñòàâèì f r â íåðàâåíñòâî (4.25):

C‖f r‖q′,u−1 = C

( ∞∑
i=1

|f r,i|q
′
u−q

′

i

) 1
q′

= C

(
r∑
i=1

(
ẽγ,mr,i αi

)q
uqi

) 1
q′

> ‖(A+ ◦ Σ−)∗f r‖p′,v−1 � ‖Φ+f r‖p′,v−1

=

 ∞∑
k=1

v−p
′

k

(
k∑
i=1

ϕ
(m)
k,i f r,i

)p′


1
p′

�

( ∞∑
k=r

(
ϕ
(γ)
k,r

)p′
v−p

′

k

) 1
p′
(

r∑
i=1

(
ẽγ,mr,i αi

)q
uqi

)
,

îòêóäà âûòåêàåò

C �

( ∞∑
k=r

(
ϕ
(γ)
k,r

)p′
v−p

′

k

) 1
p′
(

r∑
i=1

(
ẽγ,mr,i αi

)q
uqi

) 1
q

≡
(
D̃γ,m

)
r
. (4.39)

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (4.39) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ γ = 0, 1, . . . ,m èìååì

C � max
06γ6n

(
D̃γ,m

)
r
≡
(
D̃m

)
r
.

Òàê êàê (
D̃m

)
r

= max
06γ6m

(
D̃γ,m

)
r
≈

m∑
γ=0

(
D̃γ,m

)
r
≈ (D3)r ≈ (D4)r, (4.40)

è r > 1 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, çàêëþ÷àåì

C � sup
r>1

(
D̃m

)
r
≈ sup

r>1
(D3)r ≈ sup

r>1
(D4)r.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì C � D3 ≈ D4.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì C � D1 ≈ D2 è C � D3 ≈ D4, îòêóäà

âûòåêàåò

C � max{D1, D3}, C � max{D2, D3},

C � max{D1, D4}, C � max{D2, D4}.
(4.41)

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè çàâåðøåíî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) îïåðàòîðà (2.1) ïðèíàäëåæèò

êëàññó O+
n ∪ O−n , n > 0. Ïóñòü ìàòðèöà (σi,j) îïåðàòîðà (4.2) ïðèíàäëåæèò
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êëàññó O+
m ∪O−m, m > 0. Ïóñòü îäíà èç âåëè÷èí D13, D14, D23 è D24 êîíå÷íà.

Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A+ ◦ Σ− îãðàíè÷åí èç lp,v â lq,u. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

íóæíî äîêàçàòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (4.12) äëÿ âñåõ f ∈ lp,v.
Òàê êàê ai,j, σi,j íåîòðèöàòåëüíûå, èìååì

‖(A+ ◦ Σ−)f‖q,u =

 ∞∑
i=1

uqi

∣∣∣∣∣∣
i∑

j=1

ai,j

∞∑
k=j

σk,jfk

∣∣∣∣∣∣
q

1
q

(4.42)

6

 ∞∑
i=1

uqi

 i∑
j=1

ai,j

∞∑
k=j

σk,j|fk|

q
1
q

.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû äîêàæåì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (4.12) äëÿ âñåõ

íåîòðèöàòåëüíûõ f ∈ lp,v, èç (4.42) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (4.12)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ f ∈ lp,v. Íà ñàìîì äåëå, íàì íóæíî äîêàçàòü

âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà ∞∑
i=1

uqi

 i∑
j=1

ai,j

∞∑
k=j

σk,jfk

q
1
q

6 C̃

( ∞∑
i=1

vpi f
p
i

) 1
p

0 6 f ∈ lp,v. (4.43)

Ïðè ýòîì, èìååì

C 6 C̃, (4.44)

ãäå C è C̃ � íàèìåíüøèå ïîñòîÿííûå â (4.12) è (4.43), ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçóÿ (4.13) äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ f , èìååì

∞∑
i=1

uqi

(
i∑

j=1

ai,j

∞∑
k=j

σk,jfk

q

≈
∞∑
i=1

uqi

(
i∑

k=1

fk

k∑
j=1

ai,jσk,j +
∞∑
k=i

fk

i∑
j=1

σk,jai,j

)q

≈
∞∑
i=1

uqi

(
i∑

k=1

fk

k∑
j=1

ai,jσk,j

)q

+
∞∑
i=1

uqi

( ∞∑
k=i

fk

i∑
j=1

σk,jai,j

)q

=
∞∑
i=1

uqi
(
W+f

)q
i

+
∞∑
i=1

uqi
(
Φ−f

)q
i
.
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4.43),

ïîëó÷àåì( ∞∑
i=1

uqi
(
W+f

)q
i

+
∞∑
i=1

uqi
(
Φ−f

)q
i

) 1
q

6 C0

( ∞∑
i=1

vpi f
p
i

) 1
p

0 6 f ∈ lp,v, (4.45)

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (4.43). Ïðè ýòîì, C̃ ≈ C0.

Íåðàâåíñòâî (4.45) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà( ∞∑
i=1

uqi
(
W+f

)q
i

) 1
q

6 C1

( ∞∑
i=1

vpi f
p
i

) 1
p

, 0 6 f ∈ lp,v, (4.46)

( ∞∑
i=1

uqi
(
Φ−f

)q
i

) 1
q

6 C2

( ∞∑
i=1

vpi f
p
i

) 1
p

, 0 6 f ∈ lp,v. (4.47)

Ïðè ýòîì,

C0 ≈ max{C1, C2}. (4.48)

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ Òåîðåìû 4.2 (ai,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n ∪O−n , n >

0. Òî ïî Òåîðåìå 4.4 íåðàâåíñòâî (4.46) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé D1 <∞ è D2 <∞. Ïðè ýòîì,

D1 ≈ D2 ≈ C1. (4.49)

Êðîìå òîãî, òàê êàê (σi,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m ∪ O−m, m > 0, ïî

Òåîðåìå 4.5 ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (4.47) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé D3 <∞ è D4 <∞. Ïðè ýòîì,

D3 ≈ D4 ≈ C2. (4.50)

Èç (4.49), (4.50) è (4.48) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâà (4.46) è (4.47),

ñëåäîâàòåëüíî íåðàâåíñòâî (4.43) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ

f ∈ lp,v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

D13 = max{D1, D3} <∞, D14 = max{D1, D4} <∞, (4.51)
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D23 = max{D2, D3} <∞, D24 = max{D2, D4} <∞.

Ïðè ýòîì,

D13 ≈ D14 ≈ D23 ≈ D24 ≈ max{C1, C2} ≈ C0 ≈ C̃. (4.52)

Òàê êàê C 6 C̃, ïîëó÷àåì, ÷òî C � D13 ≈ D14 ≈ D23 ≈ D24, êîòîðîå âìåñòå

ñ (4.41) äàåò C ≈ D13 ≈ D14 ≈ D23 ≈ D24.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî îãðàíè÷åííîñòè çàâåðøåíà.

(ii) Äîêàçàòåëüñòâî êîìïàêòíîñòè. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü îïåðàòîð

A+ ◦ Σ− êîìïàêòåí èç lp,v â lq,u. Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

M =

{
g = {gk}∞k=1 : gk =

fk
‖f‖p,v

, 0 6 f = {fk}∞k=1 ∈ lp,v
}
.

Î÷åíâèäíî, ÷òî ‖g‖p,v = 1 äëÿ âñåõ g ∈ M . Òàê êàê îïåðàòîð A+ ◦ Σ−

êîìïàêòåí èç lp,v â lq,u, ìíîæåñòâî {u(A+ ◦ Σ−)g, g ∈ M} ïðåäêîìïàêòíî
â lq. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Òåîðåìå C ïîëó÷àåì

lim
r→∞

sup
g∈M

( ∞∑
i=r

uqi
[(
A+ ◦ Σ−

)
g
]q
i

) 1
q

= 0. (4.53)

Òàê êàê g = {gk}∞k=1 íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èç (4.13) âûòåêàåò,

÷òî( ∞∑
i=r

uqi
[(
A+ ◦ Σ−

)
g
]q
i

) 1
q

� max


( ∞∑

i=r

uqi
(
W+g

)
i

) 1
q

,

( ∞∑
i=r

uqi
(
Φ−g

)q
i

) 1
q


äëÿ âñåõ g ∈M . Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
r→∞

sup
g∈M

( ∞∑
i=r

uqi
(
W+g

)q
i

) 1
q

= 0 (4.54)

è

lim
r→∞

sup
g∈M

( ∞∑
i=r

uqi
(
Φ−g

)q
i

) 1
q

= 0. (4.55)

1. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n , n > 0 è ìàòðèöà (σi,j)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m ∪ O−m, m > 0. Òî ïî Ëåììå 2.8, èìååì ($i,k) ∈ O+

n ,
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n > 0, ãäå $i,k =
k∑
j=1

ai,jσk,j, i > k. Òàê êàê ($i,k) ∈ O+
n , n > 0, ñóùåñòâóþò

ìàòðèöû ($i,k) ∈ O+
γ , γ = 0, ..., n − 1 è ìàòðèöû (dn,γi,k ) òàêèå, ÷òî (4.15)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ i > j > k > 1, ãäå dn,ni,j ≡ 1.

Ïóñòü fr = {fr,k}∞k=1, r > 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â (4.16).

Ïóñòü M1 =

{
gr = {gr,k}∞k=1 : gr,k =

fr,k
‖fr‖p,v

, r > 1

}
. Òàê êàê M1 ⊂M ,

èìååì

lim
r→∞

sup
gr∈M1

( ∞∑
i=r

uqi
(
W+gr

)q
i

) 1
q

= 0. (4.56)

Áîëåå òîãî, êàê è â (2.59), ïîëó÷àåì

sup
gr∈M1

( ∞∑
i=r

uqi
(
W+gr

)q
i

) 1
q

>

( ∞∑
i=r

uqi
(
W+gr

)q
i

) 1
q

(4.57)

=

( ∞∑
i=r

uqi

(
i∑

k=1

$
(n)
i,k

fr,k
‖fr‖p,v

)q) 1
q

>

( ∞∑
i=r

uqi

(
r∑

k=1

$
(n)
i,k

fr,k
‖fr‖p,v

)q) 1
q

=

( ∞∑
i=r

uqi

(
r∑

k=1

$
(n)
i,k

(
$

(γ)
r,k

)p′−1
v−p

′

k

)q) 1
q
(

r∑
k=1

(
$

(γ)
r,k

)p′
v−p

′

k

)− 1
p

�

( ∞∑
i=r

uqi
(
dn,γi,r
)q) 1

q
(

r∑
k=1

(
$

(γ)
r,k

)p′
v−p

′

k

) 1
p′

≡ (Dγ,n)r .

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (4.57) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ γ = 0, 1, . . . , n, èç (4.56)

ñëåäóåò, ÷òî

lim
r→∞

(Dn)r ≡ lim
r→∞

max
06γ6n

(Dγ,n)r = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (4.20) âûòåêàåò, ÷òî

lim
r→∞

(D1)r = 0 and lim
r→∞

(D2)r = 0. (4.58)

2. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−n , n > 0 è ìàòðèöà (σi,j)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m ∪ O−m, m > 0. Òî ïî Ëåììå 2.8, èìååì ($i,k) ∈
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O−n β, n > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìàòðèöû ($i,k) ∈ O+
n β, n > 0 ñóùåñòâóþò

íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {βk}∞k=1 è ìàòðèöû ($̃i,k) ∈ O−n òàêèå,

÷òî (4.21) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ i > j > k > 1, ãäå d̃n,nj,k ≡ 1.

Ïóñòü f̃r = {f̃r,k}∞k=1, r > 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â (4.22).

Ïóñòü M2 =

{
g̃r = {g̃r,k}∞k=1 : g̃r,k =

f̃r,k

‖f̃r‖p,v
, r > 1

}
. Î÷åâèäíî, ÷òî

M2 ⊂M . Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

lim
r→∞

sup
g̃r∈M2

( ∞∑
i=r

uqi
(
W+g̃r

)q
i

) 1
q

= 0. (4.59)

Áîëåå òîãî, ó÷èòûâàÿ ($i,k) ∈ O−n β, n > 0, ïîëó÷àåì

sup
g̃r∈M2

( ∞∑
i=r

uqi
(
W+g̃r

)q
i

) 1
q

>

( ∞∑
i=r

uqi
(
W+g̃r

)q
i

) 1
q

(4.60)

>

( ∞∑
i=r

uqi

(
r∑

k=1

$
(n)
i,k

(
d̃γ,nr,k βk

)p′−1
v−p

′

k

)q) 1
q
(

r∑
k=1

(
d̃γ,nr,k βk

)p′
v−p

′

k

)− 1
p

�

( ∞∑
i=r

uqi

(
$̃

(γ)
i,r

)q) 1
q
(

r∑
k=1

(
d̃γ,nr,k βk

)p′
v−p

′

k

) 1
p′

≡
(
D̃γ,n

)
r
.

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (4.60) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ γ = 0, 1, . . . , n è èñïîëüçóÿ

(4.59), èìååì

lim
r→∞

(
D̃n
)
r
≡ lim

r→∞
max
06γ6n

(
D̃γ,n

)
r

= 0.

Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ (4.24), ïîëó÷àåì (4.58).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê îïåðàòîðó A+ ◦ Σ−,

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4.26). Òàê êàê îïåðàòîð A+ ◦Σ− êîìïàêòåí

èç lp,v â lq,u, ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð (A+ ◦ Σ−)∗ êîìïàêòåí èç lq′,u−1 â lp′,v−1.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

M =

{
g = {gk}∞k=1 : gk =

fk
‖f‖q′,u−1

, 0 6 f = {fk}∞k=1 ∈ lq′,u−1
}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ‖g‖q′,u−1 = 1 for all g ∈ M. Òàê êàê îïåðàòîð (A+ ◦ Σ−)∗

êîìïàêòåí èç lq′,u−1 â lp′,v−1, ìíîæåñòâî {v−1(A+ ◦ Σ−)∗g, g ∈ M}
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ïðåäêîìïàêòíî â lp′. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Òåîðåìå C ïîëó÷àåì

lim
r→∞

sup
g∈M

( ∞∑
k=r

v−p
′

k

[(
A+ ◦ Σ−

)∗
g
]p′
k

) 1
p′

= 0. (4.61)

Òàê êàê {gi}∞i=1 íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èñïîëüçóÿ (4.27), èìååì( ∞∑
k=r

v−p
′

k

[(
A+ ◦ Σ−

)∗
g
]p′
k

) 1
p′

� max


( ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
Φ+g

)p′
k

) 1
p′

,

( ∞∑
i=r

v−p
′

k

(
W−g

)p′
k

) 1
p′


äëÿ âñåõ g ∈ M, ãäå Φ+ è W− � îïåðàòîðû, îïðåäåëåííûå â (4.28) è (4.29),

ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (4.61) ñëåäóåò

lim
r→∞

sup
g∈M

( ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
Φ+g

)p′
k

) 1
p′

= 0 (4.62)

è

lim
r→∞

sup
g∈M

( ∞∑
i=r

v−p
′

k

(
W−g

)p′
k

) 1
p′

= 0. (4.63)

3. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n ∪O−n , n > 0 è ìàòðèöà

(σi,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
m. Òî èç Ëåììû 2.8 ñëåäóåò, ÷òî (ϕk,i) ∈ O+

m,

m > 0, ãäå ϕk,i =
i∑

j=1

σk,jai,j, k > i. Òàê êàê (ϕk,i) ∈ O+
m, m > 0, ñóùåñòâóþò

ìàòðèöû (ϕk,i) ∈ O+
γ , γ = 0, ...,m − 1 è ìàòðèöû em,γk,j òàêèå, ÷òî (4.31)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ k > j > i > 1, ãäå em,mk,j ≡ 1.

Ïóñòü f̂r = {f̂r,i}∞i=1, r > 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëåííûé â (4.32).

ÏóñòüM1 =

{
ĝr = {ĝr,i}∞i=1 : ĝr,i =

f̂r,i

‖f̂r‖q′,u−1
, r > 1

}
. Òàê êàêM1 ⊂

M, èìååì

lim
r→∞

sup
ĝr∈M1

( ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
Φ+ĝr

)p′
k

) 1
p′

= 0. (4.64)
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Áîëåå òîãî,

sup
gr∈M1

( ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
Φ+ĝr

)p′
k

) 1
p′

>

( ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
Φ+ĝr

)p′
k

) 1
p′

(4.65)

>

 ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
r∑
i=1

ϕ
(m)
k,i

f̂r,i

‖f̂r‖q′,u−1

)p′
 1

p′

=

 ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
r∑
i=1

ϕ
(m)
k,i

(
ϕ
(γ)
r,i

)q−1
uqi

)p′
 1

p′ ( r∑
i=1

(
ϕ
(γ)
r,i

)q
uqi

)− 1
q′

�

( ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
em,γk,r

)p′) 1
p′
(

r∑
i=1

(
ϕ
(γ)
r,i

)q
uqi

) 1
q

≡ (Dγ,m)r .

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (4.65) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ γ = 0, 1, . . . ,m, èç (4.62)

ñëåäóåò, ÷òî

lim
r→∞

(Dm)r ≡ lim
r→∞

max
06γ6m

(Dγ,m)r = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ (4.36) ïîëó÷àåì

lim
r→∞

(D3)r = 0 and lim
r→∞

(D4)r = 0. (4.66)

4. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O+
n ∪O−n , n > 0 è ìàòðèöà

(σi,j) ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m. Òî ïî Ëåììå 2.8, èìååì (ϕk,i) ∈ O−mα,
m > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìàòðèöû (ϕk,i) ∈ O−mα, m > 0 ñóùåñòâóþò

íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αi}∞i=1 è ìàòðèöû (ϕ̃k,i) ∈ O−m òàêèå,

÷òî (4.37) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ k > j > i > 1, ãäå ẽm,mj,i ≡ 1.

Ïóñòü f r = {f r,i}∞i=1, r > 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â (4.38).

ÏóñòüM2 =

{
gr = {gr,i}∞i=1 : gr,i =

f r,i

‖f r‖q′,u−1
, r > 1

}
. Òàê êàêM2 ⊂

M, èìååì

lim
r→∞

sup
gr∈M2

( ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
Φ+gr

)p′
k

) 1
p′

= 0. (4.67)
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Áîëåå òîãî,

sup
gr∈M2

( ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
Φ+gr

)p′
k

) 1
p′

>

( ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
Φ+gr

)p′
k

) 1
p′

(4.68)

>

 ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
r∑
i=1

ϕ
(m)
k,i

f r,i

‖f r‖q′,u−1

)p′
 1

p′

=

 ∞∑
k=r

v−p
′

k

(
r∑
i=1

ϕ
(m)
k,i

(
ẽγ,mr,i αi

)q−1
uqi

)p′
 1

p′ ( r∑
i=1

(
ẽγ,mr,i αi

)q
uqi

)− 1
q′

�

( ∞∑
k=r

(
ϕ
(γ)
k,r

)p′
v−p

′

k

) 1
p′
(

r∑
i=1

(
ẽγ,mr,i αi

)q
uqi

) 1
q

≡
(
D̃γ,m

)
r
.

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (4.68) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ γ = 0, 1, . . . ,m , èñïîëüçóÿ

(4.67) èìååì

lim
r→∞

(
D̃m

)
r
≡ lim

r→∞
max
06γ6m

(
D̃γ,m

)
r

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ (4.40), ïîëó÷àåì (4.66).

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (ai,j) ∈ O+
n ∪ O−n , n > 0 è (σi,j) ∈ O+

m ∪ O−m,
m > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ (ii)

Òåîðåìû 4.2. ÒÎ ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ (i) Òåîðåìû 4.2, îïåðàòîð A+ ◦ Σ−

îãðàíè÷åí èç lp,v â lq,u. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî {u(A+ ◦Σ−)f, ‖f‖p,v 6 1}
îãðàíè÷åí â lq. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ïðåäêîìïàêòíî â lq. Ïî Òåîðåìå

C îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòñâî {u(A+ ◦ Σ−)f, ‖f‖p,v 6 1} êîìïàêòíî â lq, åñëè

lim
r→∞

sup
‖f‖p,v61

( ∞∑
i=r

uqi |
[
(A+ ◦ Σ−)f

]
i
|q
) 1

q

= 0. (4.69)

Äëÿ r > 1 îïðåäåëèì ũ = {ũi}∞i=1: ũi =

{
0, 1 6 i 6 r − 1

ui, r 6 i.

Òî èç óòâåðæäåíèÿ (i) Òåîðåìû 4.2 âûòåêàåò, ÷òî
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sup
‖f‖p,v61

( ∞∑
i=r

uqi |
[
(A+ ◦ Σ−)f

]
i
|q
) 1

q

= sup
‖f‖p,v61

( ∞∑
i=1

ũqi |
[
(A+ ◦ Σ−)f

]
i
|q
) 1

q

� D̃13(r), (4.70)

ãäå

D̃13(r) = max{D̃1(r), D̃3(r)}

è

D̃1(r) = sup
s>1

 s∑
k=1

v−p
′

k

( ∞∑
i=s

(
k∑
j=1

ai,jσk,j

)q

ũqi

)p′
q


1
p′

(4.71)

= sup
s>r

 s∑
k=1

v−p
′

k

( ∞∑
i=s

(
k∑
j=1

ai,jσk,j

)q

uqi

)p′
q


1
p′

= sup
s>r

(D1)s,

D̃3(r) = sup
s>1

 s∑
i=1

ũqi

 ∞∑
k=s

(
i∑

j=1

ai,jσk,j

)p′

v−p
′

k


q
p′


1
q

(4.72)

= sup
s>r

 s∑
i=r

uqi

 ∞∑
k=s

(
i∑

j=1

ai,jσk,j

)p′

v−p
′

k


q
p′


1
q

6 sup
s>r

(D3)s,

Ñîãëàñíî ïåðâîìó óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ (ii) Òåîðåìû 4.2 è óñëîâèÿì (4.71),

(4.72), ïîëó÷àåì

lim
r→∞

D̃1(r) = lim
r→∞

sup
s>r

(D1)s = lim
r→∞

(D1)r = 0,

lim
r→∞

D̃3(r) 6 lim
r→∞

sup
s>r

(D3)s = lim
r→∞

(D3)r = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (4.70), ïîëó÷àåì (4.69).

Îñòàëüíûå ñëó÷àè óòâåðæäåíèÿ (ii) ñëåäóþò èç ýêâèâàëåíòíîñòè

(D1)s ≈ (D2)s è (D3)s ≈ (D4)s äëÿ s > 1.

Òàêèì îáðàçîì, Òåîðåìà 4.2 äîêàçàíà.

Òåîðåìó 4.3 ìîæíî äîêàçàòü èñïîëüçóÿ Ëåììó 2.9 è ìåòîä

äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 4.2.

4.2 Òðåõâåñîâîå íåðàâåíñòâî òèïà Õàðäè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûïîëíåíèÿ äðóãèõ íåðàâåíñòâ. Ðàññìîòðèì àääèòèâíóþ

îöåíêó ñëåäóþùåãî âèäà

‖A+f‖q,u 6 C
(
‖f‖p,v + ‖A+

0 f‖p,ρ
)

(4.73)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f = {fi}∞i=1, ãäå A+

� ìàòðè÷íûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â (2.1) è îïåðàòîð Õàðäè A+
0

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
(
A+

0 f
)
i

:=
i∑

j=1

fj, i > 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v è ρ óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

vk > 0, k > 1,
∞∑
k=1

ρk <∞.

Ïîëîæèì ∆ϕi = ϕi − ϕi−1 è äëÿ n > 1 îïðåäåëèì

ϕn =

 min
16k6n

( n∑
i=k

v−p
′

i

)− 1
p′

+

( ∞∑
i=k

ρpi

) 1
p


−1

, ϕ0 = 0.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò Ð. Îéíàðîâà [119] îá ýêâèâàëåíòíîñòè íåðàâåíñòâ

(4.73) è (2.3).

Òåîðåìà F. Ïóñòü 1 < p, q < ∞ è ýëåìåíòû ìàòðèöû (ak,i)

îïåðàòîðà A+ íåîòðèöàòåëüíûå è íåâîçðàñòàþùèå ïî i, ÷òî îçíà÷àåò

ak,i+1 6 ak,i äëÿ k > 1, i > 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî (4.73) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f = {fi}∞i=1 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà íåðàâåíñòâî( ∞∑
k=1

uqk

(
k∑
i=1

ak,ifi

)q) 1
q

6 C̃

( ∞∑
k=1

f pk

(
ϕp
′

k − ϕ
p′

k−1

)1−p) 1
p

(4.74)
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âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f = {fi}∞i=1.

Ïðè ýòîì, C ≈ C̃, ãäå C è C̃ � íàèìåíüøèå ïîñòîÿííûå â (4.73) è (4.74),

ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçóÿ Òåîðåìó F, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) â (4.73)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m, m > 0. Òî íåðàâåíñòâî (4.73) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f = {fi}∞i=1 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé D+ <∞ è D− <∞, ãäå

D+ = sup
k>1

 k∑
j=1

∆ϕp
′

j

( ∞∑
i=k

aqi,ku
q
i

)p′
q


1
p′

è

D− = sup
k>1

 ∞∑
i=k

uqi

(
k∑
j=1

ap
′

i,j∆ϕ
p′

j

) q
p′


1
q

.

Ïðè ýòîì, D+ ≈ D− ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â (4.73).

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü 1 < q < p < ∞. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j)

óäîâëåòâîðÿþò Ïðåäïîëîæåíèþ A. Òî íåðàâåíñòâî (4.73) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f = {fi}∞i=1 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà E = max{E+, E−} <∞, ãäå

E+ =

 ∞∑
i=1

(
i∑

j=1

bp
′

i,j∆ϕ
p′

j

) q(p−1)
p−q

( ∞∑
k=i

ωqku
q
k

) q
p−q

ωqiu
q
i


p−q
pq

,

E− =

 ∞∑
i=1

∆ϕ
pq
p−q
i

( ∞∑
k=i

aqk,iu
q
k

) p
p−q


p−q
pq

.

Ïðèýòîì, E ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â (4.73).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.6. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) â (4.73)

ïðèíàäëåæèò êëàññó O−m, m > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, (ai,j) � íåîòðèöàòåëüíàÿ

119



ìàòðèöà, íåâîçðàñòàþùàÿ ïî âòîðîìó èíäåêñó äëÿ âñåõ i > j > 1. Òî

ïî Òåîðåìå F íåðàâåíñòâî (4.73) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî( ∞∑
k=1

uqk

(
k∑
i=1

a
(m)
k,i fi

)q) 1
q

6 C1

( ∞∑
k=1

f pk

(
∆ϕp

′

k

)1−p) 1
p

∀f > 0. (4.75)

Ïðè ýòîì, C1 ≈ C, ãäå C è C1 � íàèìåíüøèå ïîñòîÿííûå â (4.73) è (4.75),

ñîîòâåòñòâåííî.

Íåðàâåíñòâî (4.75) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (4.73). Òî ïî Òåîðåìå 2.15

íåðàâåíñòâî (4.75), è ñîîòâåòñòâåííî, íåðàâåíñòâî (4.73) âûïîëíÿþòñÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé D+ < ∞ è D− < ∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.7. Îáîçíà÷èì sup
j6k6i

ai,k = ãi,j. Î÷åâèäíî,

÷òî

ai,j 6 ãi,j. (4.76)

Ñîãëàñíî Ïðåäïîëîæåíèþ A, èìååì

dai,j > sup
j6k6i

ai,k = ãi,j. (4.77)

Èç (4.76) è (4.77) ñëåäóåò, ÷òî ai,j ≈ ãi,j. Òîãäà ìàòðè÷íûé îïåðàòîð
(
Ã+f

)
i

=

i∑
j=1

ãi,jfj, i > 1 ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó A+, à èìåííî, (A+f)i 6
(
Ã+f

)
i
6

d (A+f)i èëè (A+f)i ≈
(
Ã+f

)
i
äëÿ âñåõ f > 0, i > 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî

(4.73) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

‖Ã+f‖q,u 6 C1

(
‖f‖p,v + ‖A+

0 f‖p,ρ
)

∀f > 0. (4.78)

Ïðè ýòîì, C ≈ C1, ãäå C è C1 � íàèìåíüøèå ïîñòîÿííûå â (4.73) è (4.78),

ñîîòâåòñòâåííî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû (ãi,j) óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ãi,j > ãi,k, i > k > j > 1. Òî ïî Òåîðåìå F íåðàâåíñòâî

(4.78) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî( ∞∑
k=1

uqk

(
k∑
i=1

ãk,ifi

)q) 1
q

6 C2

( ∞∑
k=1

f pk

(
∆ϕp

′

k

)1−p) 1
p

∀f > 0. (4.79)
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Ïðè ýòîì, C1 ≈ C2, ãäå C2 � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â (4.79).

Òàê êàê (4.78) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (4.73), íåðàâåíñòâî (4.79)

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (4.73). Òî ïî Òåîðåìå 2.18 íåðàâåíñòâî (4.79) (è

ñëåäîâàòåëüíî, (4.78) è (4.73)) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

E = max{E+, E−} <∞.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

4.3 Ïðèëîæåíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ê ñóììèðóåìûì

ìàòðèöàì

Â òåîðèè ðÿäîâ âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò îöåíêè íîðìû ñóììèðóåìûõ

ìàòðèö. Çàìåòèì, ÷òî íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà Ã = (ãi,j) íàçûâàåòñÿ

ñóììèðóåìîé ìàòðèöåé, åñëè ãi,j > 0 è
i∑

j=1

ãi,j = 1. Åñëè (ai,j) ∈ O+
n èëè

(ai,j) ∈ O−n , n > 0 òî ìàòðèöà (ãi,j) =
(
ai,j
Aii

)
óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì

ñóììèðóåìîé ìàòðèöû, ãäå Aii =
i∑

j=1

ai,j. Åñëè ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (2.3)

äëÿ ìàòðèöû (ai,j) = (βiai,j), òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî òèïà (2.3):

( ∞∑
i=1

uqiβ
q
i

∣∣∣∣∣
i∑

j=1

ai,jfj

∣∣∣∣∣
q) 1

q

6 C

( ∞∑
i=1

vpi |fi|
p

) 1
p

.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 2 è 3, ïîëó÷èì äâóñòîðîíþþ

îöåíêó äëÿ ìàòðèöû (ai,j) = (βiai,j) â lp,v è íà êîíóñå ìîíîòîííûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îöåíèòü ñóììèðóåìûå ìàòðèöû,

â ÷àñòíîñòè ìàòðèöû Ãåëüäåðà è ×åçàðî.

Îïðåäåëèì

J+
0 = sup

s>1

 s∑
j=1

v−p
′

j

( ∞∑
i=s

(
i!(i− j + k − 1)!

(i− j)!(k + i)!

)q
uqi

)p′
q


1
p′

,

J−0 = sup
s>1

 ∞∑
i=s

uqi

(
i!

(k + i)!

)q( s∑
j=1

(
(i− j + k − 1)!

(i− j)!

)p′
v−p

′

j

) q
p′
 1

q

,
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J+
1 = sup

s>1

 s∑
j=1

uqj

( ∞∑
i=s

(
i!(i− j + k − 1)!

(i− j)!(k + i)!

)p′
v−p

′

i

) q
p′
 1

q

,

J−1 = sup
s>1

 ∞∑
i=s

v−p
′

i

(
i!

(k + i)!

)p′( s∑
j=1

(
(i− j + k − 1)!

(i− j)!

)q
uqj

)p′
q


1
p′

.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2 ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ

ìàòðèöû ×åçàðî.

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) îïåðàòîðà

(2.1) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ×åçàðî ïîðÿäêà k, k > 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî (2.3)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îïåðàòîðà (2.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

îäíî èç óñëîâèé J+
0 < ∞ è J−0 < ∞. Ïðè ýòîì, J+

0 ≈ J−0 ≈ C, ãäå C �

íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â (2.3).

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Ïóñòü ìàòðèöà (ai,j) îïåðàòîðà

(2.2) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ×åçàðî ïîðÿäêà k, k > 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî (2.3)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îïåðàòîðà (2.2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

îäíî èç óñëîâèé J+
1 < ∞ è J−1 < ∞. Ïðè ýòîì, J+

1 ≈ J−1 ≈ C, ãäå C �

íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â (2.3).

Îïðåäåëèì

Vk =
k∑
i=1

vpi , E1 = sup
s>1

V
− 1

p
s

(
s∑
i=1

(
i! · ui

(k + i)!

)q( i∑
j=1

(i− j + k − 1)!

(i− j)!

)q) 1
q

,

E2 = sup
s>1

 s∑
l=1

(
V
−p′

p

l − V −
p′
p

l+1

)( ∞∑
i=s

(
i! · ui

(k + i)!

)q( l∑
j=1

(i− j + k − 1)!

(i− j)!

)q)p′
q


1
p′

,

E3 = sup
s>1

 ∞∑
i=s

(
i! · ui

(k + i)!

)q s∑
l=1

(
l∑

j=1

(i− j + k − 1)!

(i− j)!

)p′ (
V
−p′

p

l − V −
p′
p

l+1

)
q
p′


1
q

.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ

ìàòðèöû ×åçàðî.
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Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Òî íåðàâåíñòâî (3.1) äëÿ ìàòðèöû

×åçàðî ïîðÿäêà k, k > 1 âûïîëíÿåòñÿ íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è

íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé E12 = max{E1, E2} < ∞ è E13 =

max{E1, E3} < ∞. Ïðè ýòîì, E12 ≈ E13 ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ

ïîñòîÿííàÿ â (3.1).

Ïîëîæèì

ν
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i,j ≡
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1
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1
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i
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(
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i,j

)p′
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j

) q
p′
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q

,

Èñïîëüçóÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå äëÿ îïåðàòîðà Ãåëüäåðà.

Òåîðåìà 4.11. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞. Òî íåðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ îïåðàòîðà Ãåëüäåðà ïîðÿäêà n, n > 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà J+
2 <

∞ è J−2 <∞. Ïðè ýòîì, J+
2 ≈ J−2 ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â

(2.3).
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Ïðèìåíÿÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû Ðàçäåëà 3 ïîëó÷èì äâóñòîðîííþþ

îöåíêó äëÿ ìàòðèöû Ãåëüäåðà íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåâîçðàñòàþùèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 4.12. Ïóñòü 1 < p 6 q <∞. Òîãäà íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ îïåðàòîðà Ãåëüäåðà ïîðÿäêà n, n > 1 íà êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ è

íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f ∈ lp,v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé E12 = max{E1, E2} <∞ è E13 = max{E1, E3} <
∞. Ïðè ýòîì, E12 ≈ E13 ≈ C, ãäå C � íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ â (3.1).
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â òåîðèè ôóíêöèè, â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå, â òåîðèè ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé, â òåîðèè âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè,

â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ è äðóãèõ îáëàñòÿõ àíàëèçà

âàæíóþ ðîëü èãðàþò ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ. Â òåîðèè

ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò âîïðîñû îãðàíè÷åííîñòè,

êîìïàêòíîñòè â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è

îöåíêà íîðì îïåðàòîðà. Îäíàêî, â íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâàõ, èìåþùèõ

òåîðåòè÷åñêîå è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèÿ, ýòè âîïðîñû åùå ÿâëÿþòñÿ

îòêðûòûìè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ î âûäåëåíèè êëàññîâ ìàòðè÷íûõ

îïåðàòîðîâ, îõâàòûâàþùèå ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû, âñòðå÷àþùèåñÿ â

ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ àíàëèçà, è óñòàíîâëåíèÿ èõ ñâîéñòâ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áûë ââåäåí øèðîêèé êëàññ ìàòðè÷íûõ

îïåðàòîð, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàíåå èññëåäîâàííûå ìàòðè÷íûå

îïåðàòîðû, à òàêæå øèðîêî èçâåñòíûå êëàññè÷åñêèå îïåðàòîðû àíàëèçà,

òàêèå êàê, îïåðàòîð ìíîãîêðàòíîãî ñóììèðîâàíèÿ, îïåðàòîðû ×åçàðî,

Ãåëüäåðà è äðóãèå. È äëÿ îïåðàòîðîâ èç ýòèõ êëàññîâ â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè

è êîìïàêòíîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ðàçíûìè ñòåïåíÿìè

ñóììèðóåìîñòè è ðàçíûìè âåñàìè. Ïîëó÷åíà îöåíêà âåñîâîé íîðìû

ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà ÷åðåç âåñîâóþ íîðìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íà êîíóñå

ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðàÿ îõâàòûâàåò è øèðîêî ðàñøèðÿåò

ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé.

Òàêæå ðàññìîòðåíî ïðèëîæåíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ê

îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè ñóïåðïîçèöèé ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ,

ê òðåõâåñîâîìó íåðàâåíñòâó òèïà Õàðäè è ê îïåðàòîðàì ñóììèðîâàíèÿ

Ãåëüäåðà è ×åçàðî, èìåþùèå âàæíûå çíà÷åíèÿ â òåîðèé ôóíêöèè. Âî âñåõ

óêàçàííûõ çàäà÷àõ ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.
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