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Abstract. The article deals with topical issues of the solution of linear problems of the method of fictitious 
domains for problems of mathematical physics, using Young and Schwarz inequality and the existence of a solution 
is proved by Galerkin method uniqueness.
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Аннотация. В статье рассматриваются актуальные вопросы решение линейных задач методом фиктив
ных областей для задачи математической физики, применяя неравенство Юнга и Шварца Существования 
решения доказывается методом Галеркина единственность.

Линейная задача, описывающая течение в океане, сводится к решению в области 
f i  = (0, H ) х fij, Qj ^  R 2 в следующих уравнениях

д 2 vj , д %
H z — 1  + M v1 - ^  = f ^  (1)

д x 3 d x 1

д 2 v2 А д £
^0 ~ т ^ т  + V ^ v 2 -  ^—  = f  2 , (2)dx3 dx2 

H .dv, dv2 дЕ
I (д т +д:_)^3 = 0  д т  = 0  (3)* дx1 cx2 дx3

= 0, п р и  x 3 = 0 и  x 3 = H , (4)

с граничными условиями

д уп д у 2

д x3 д x 3

vx =  v2 =  0, н а  y  = (0, H ) x y v  (5) 
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Задачи (1)-(5) будем решать методом фиктивных областей. Дополним исходную область Q до 
некоторый D  , в качестве которой можно взять, например, прямоугольный параллелепипед.

Введем обозначения:

D  = (0 ,H ) x Q 2, Q 0 = Q 2 \ f ij ,  Q  = (0 ,H ) x Q j, D 0 = (0 ,H ) x f i 0, D 0 o>Q = D. 

Боковые границы D  и Q не пересекаются. В области D  рассмотрим вспомогательную
задачу

М0

dx3

d 2v |  е д % 1
2 +  M v f  -  ь

dx1

н /

dx 3 dx 2

d v  dv

Vdx1
+  - 2

dx
d x 3 =  0,

2
Q.

d 2 v1 1 A i  d ^ 1 
M0 “d ^ ------- M v1 - ^ ~  -  0

d x 3 s  dx.

1

s
M A v

d g *

d x 2

d v 1 + d v 2 Л

0 dx 1 dx 2
d x 3 =  0 ,

D  0
с граничными условиями

dv" dv"

d x 3 d x 3
п р и x 3 = H  и  x 3 = 0,

(6)

(7)

(8) 

(9)

(10)

v s  = v2 = 0, на боковой границе У2 = [0, H ] x у0 области D  .
На границе у  исходной области предполагаем выполненными следующие условия согла

сования

М d v "  . . d v f  . .
— — -  c o s (n x 1) Н------— c o s ( n x 2 )
s  d x 1 d x 2

M d ' ^  c o s (n x 1) +  d v ^  c o s (n x 2 ) 
d x 1 d x 2

d v "  d v "
M — 2 cos(/nx1) Н------2 c o s (n x 2 )

"  dx1 d x 2

d v "  d v "
M — 2 cos(/^x1) Н------2 c o s ( n x 2 )

d x 1 d x 2

cos(/nx1) 

- ^  cos(/nx1) 

- ^  c o s ( n x 2 ) 

- ^  c o s (n x 2 ) Н , v - =  v
у у

(11)

где n -  нормаль к боковой границе области Q , знаки «+», «-» означают, что предельные значения 
функции на границе у  берутся соответственно изнутри и извне.

Введем множества

C 2 = |  v = (vj, v2) е  C 2(D ), v  у = 0, -d^  = 0 п р и  x 3 = H  и  x 3 = 0, J d iv v d x 3 = 0>.
I d x 3 i  I
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V2(D), V 2 (D ), V 2 (D ) -  замыкание C 2 в норме пространств L 2(D ) и W2 (D ), W22 (D ) 

соответственно.
Определение 1. Обобщенным решением задач (6)-(11) называется вектор функции

0 1

V =  (Vi , V2 ) £  V 2 (D )  , удовлетворяющий следующему тождеству

HJ  dx3 J (Мо
d v s дф  

д х 3 д х 3
+

H

/lN  v"V (p)dx1d x 2 + J  d x 3 J  (N +
dx3 dx3 "

— V v"V (p)dx1d x 2 = J  f (p d x , (12)

где У ф е  V 1(D ), f  = f  f 2) .

Л ем м а 1. Пусть f  е V  2 (D ) . Тогда сущ ествует единственное обобщенное решение задач 
(1.6)-(1.12), и для него имеет место оценка

д v s 1+ — V v "
д х 3 "

L 2( D)
L 2( Do) < C l f l 20 -1 (13)

V 2 (D))

Д оказательство . Выводим оценку (13). Для этого умножим уравнения (6)-(9) на v " скалярно 
в L 2 (D ) , используя граничные условия и условия согласования, применяя неравенство Ю нга и 
Ш варца, выведем (13). Существование решения доказывается методом Галеркина, единственность 
следует из (13).

О пределение 2. Сильным решением задач (6)-(11) называются функции 

" 0 l  2 " 2 
v "  е  V 2 (D )  О  W2 ( D o ) ,  V s  е  W  (—) ,  удовлетворяющие (6)-( 11) почти всюду в соответ

ствующей мере.
Т еорем а 1. Пусть у  и  у 2 дважды непрерывно дифференцируемы и f  е  L 2(D ) . Тогда су

ществует сильное решение задач (6)-(11) и для решения справедлива оценка

д 2 v"

д х 32
+  v e

L2( D  )

1
2 +—

L2(0,H ;W,2(Q1)) " 2 + И ..... _ . + и ...... -  <  C | . / | | l 2 ( D ) .  ( 1 4 )llL2(0,H ;W22(Qo)) w2(Q 1) w 2 (Q o)

Д оказательство . Введем обозначения
11 11 11 

~ s = Jv " d x 3 = ( ~ s , ~ s ) = (Jv 1d x 3, Jv2dx3).

Интегрируем (6)-(9) по x 3 е (0, H ) ,  получим уравнение

A~s д~~" = /  
n A /  - ——  = f 1, 

dXj

д с"  ~ ~ 
M / " - ^  = ./2, Г  =

d x 2
(15)

д /"  д/.
+ ■

дх1 дх2
= 0,

i i

f  = J f d x 3

Q 1,
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л ~ е -

3 x 1

д Т
дx2

= 0,

= 0,
д~1е 
д к1 д x 2

+
д~2е л 

2 = 0,

(16)

на у  выполняются условия согласования

—

У1

д~е

= v

дп
- E S

S  -  метрический тензор.

У0

= — Dv£ 

е  дп

=  0 .

■ -E S

Для решения задач (15)-(18) справедлива следующая оценка [2]

ll~ 2̂2(fi1) +  ^ ~ И W22(fi0) +i
Теперь снова, обращая (15), (18), выводим оценку

+
W22(fi0)

< С f

(17)

(18)

(19)

^ 2 , ,sд  v 1 s
+ — v

дx 3 s3 L2) D)

+ v e < C  < ю .
L2(0, H  ;W22 (fi0)) L2(0, H  ;W22(fij)

(20)

Неравенство (19), (15) гарантирует оценку (16). Теорема доказана.
Зам ечание 11. Оценка (13) позволяет перейти к пределу при е  ^  0 в интегральном 

тождестве (12). Из (13) следует, что из последовательности |v e |  можно выделить подпосле-

0 1
довательности слабосходящихся в V 2 (D )  . Обозначим ее предел v . Переходя к пределу в (1.13) 

получим, что v  является обобщенным решением задач (1.)-(5). Из оценки (14) следует, что 
сильное решение задач (6)-(11) сходится к сильному решению задач (1)-(5) при е  ^  0 . Пусть 

v E1, v El -  решение задач (6)-(11) соответствующим параметрам е 1, е 2 имеет место следующая
Т еорем а 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для решения задач (6)-(11) справед

лива оценка
2

v ff1 -  v £2 1 < С 1(е 1 + е 2),
w2(q 141

где C i -  не зависит от е 1, е 2 . Введем обозначения v S1 -  v Sl = о  . В силу (6)-(11) функция о  

удовлетворяет соотношения

д о  дф
H

—0 j  d x 3 j
0 fi2 дx3 д*3

H

d x 1d x 2 + —j d x 3 j V o V (pdx1d x3
0 Q, 

H

+

+
H H

—  j d x 3 j V v S1 V <pdx1d x 2 -  —  j d x 3 j V v SlV (pdx1d x
10

= 0.
20

Положим cp = о

s

в

£

£

2
0 0
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M0 J
d a

d x 3

2

d x 3 +  M V  a
2 h  1 1

+  m J d x 3 J  V a ( — V v " 1 ------- V v S 2 ) d x 1d x 2 )  =  0
3 *41 llL2(0,H ;L2(Q1)) 3 Q !  " .   ̂ 1 2

L2 (Q 2 ) 0 Q0 1 2
Оценим третье слагаемое с помощью неравенства Гельдера и с учетом оценки (14) имеем

Hн  1 1 1 н
J d x 3 J  (—  V v "1 ------- V v " 2 ) V a d x 2d x 1 <  —  J  V v " 1
0 Q 0 C1

H H
J | |V a  d x 3 <  C

0 L2(Qa)
Теорема 2 доказана.

J V  v ‘

V 0 12(Q 0)
+

1 0

2

1 n w
d x 3 +  —  J  V  v £

L2(Q 0) " 2 0

d x 3
L2(Q 0) У

\  1/2

V v " 2 d x 3
12 (Q 0)

<  Ф 1 + " 2 ) .
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СЫЗЬЩ ТЬЩ  СТАЦИОНАРЛЫ МОДЕЛ1НЩ М ¥Х И Т^А  АРНАЛГАН 
ЖАЛГАН ДОМЕН ЭД1С1 

Л. М. Тукенова, А. Ж. Скакова

Т. Рыскулов атындагы Жана экономикалык университету Алматы, ^азадстан

Тушн сездер: жалган домен эдга, сызыктык есеп, окытудын альтернатива тYрлерi мен эдютеру 
тжбурышты параллелепипед, интегралды тендеу, Юнг жэне Шварц тен и здт , Галеркин эдюу Гельдер тен- 
а з д т .

Аннотация. Макалада жалган домен эдга бойынша математикалык физиканын тендеулерш шешуде 
Юнг жэне Шварц тен азд т н  колдана отырып шешудщ езекп мэселелерi карастырылган.
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