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Abstract. The periodic problem for a system of partial integro-differential equations is considered. The 

questions of the existence unique periodic solution of the considering problem and ways of its construction are 
investigated. The problem is reduced to the Cauchy problem for a system of integral-differential equations and 
system of Volterra integral equations of the second kind by introducing an additional parameter. An algorithm for 
finding a solution obtained an equivalent problem is constructed and the conditions for its convergence are 
formulated. The conditions of the existence unique solution to the considered periodic problem for the system of 
partial integro-differential equations in the terms of initial data. The periodic problem on the plane for a system of 
hyperbolic equations with mixed derivatives is considered which leads to the investigated problem. The periodic 
problem on the plane is reduced to a periodic boundary value problem in a rectangle under the periodicity of the 
data. For the solve of periodic boundary value problem for the system of hyperbolic equations of second order is 
applied a method of introducing functional parameters. This problem is reduced to an equivalent problem, consisting 
of a periodic problem for the system of partial integro-differential equations with functional parameters and a 
periodic boundary value problem for a system of ordinary differential equations. The algorithms of finding solution 
to setting equivalent problem are proposed. The conditions of feasibility and convergence o f the constructed 
algorithm are proved in the terms of the data to problem. The conditions of the unique solvability to the periodic 
boundary value problem for the system of ordinary differential equations are formulated in the terms o f initial data. 
Sufficient coefficient conditions of the unique solvability to the periodic boundary value problem for the system of 
hyperbolic equations are established. Theorem of the existence unique classical solution to the periodic problem on 
the plane for system o f hyperbolic equations is formulated.
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Аннотация. Дербес туындылы интегралдык-дифференциалдык тецдеулер ж уйеа ушш кезецдi есеп 

карастырылады. Карастырылып отырган есептщ жалгыз кезецi шешiмiнiц бар болуы мэселелерi жэне оны 
куру тэсiлдерi зерттеледi. Косымша функционалдык параметр енпзу аркылы зерттелiп отырган есеп 
интегралдык-дифференциалдык тецдеулер ж уйеа Yшiн Коши есебi мен екiншi тектi Вольтерра 
интегралдык тецдеулер жYЙесiне келтiрiледi. Алынган пара-пар есептщ шешiмiн табу алгоритмi 
тургызылады жэне оныц жинактылык шарттары тужырымдалады. Карастырылып отырган дербес туындылы 
интегралдык-дифференциалдык тецдеулер жYЙесi Yшiн кезендi есептщ жалгыз шешiмiнiц бар болуыныц 
шарттары бастапкы берiлiмдер терминiнде тагайындалады. Зерттелш отырган есепке келтiрiлетiн аралас

12

mailto:assanova@math.kz
mailto:anarasanova@list.ru


ISSN 1991-346X Серия физико-математическая. №  3. 2016

туындылары бар гиперболальщ тевдеулердщ ж уйес Yшiн жазыктыктагы кезендi есеп карастырылады. 
Берiлiмдерi кезендi болган жагдайда зертгелiнетiн жазыктыктагы кезендi есеп тжтертб^рыштагы кезендi 
шеттiк есепке келтiрiледi. Екiншi реттi гиперболалык тендеулер жYЙесi Yшiн кезендi шеттiк есептi шешу 
Yшiн функционалдык параметрлер енгiзу эдiсi колданылады. Кдрастырылып отырган есеп функционалдык 
параметрлерi бар интегралдык-дифференциалдык тендеулер жYЙесi Yшiн кезендi есептен жэне жэй 
дифференциалдык тендеулер жYЙесi Yшiн кезендi шетпк есептен т^ратын пара-пар есепке келпршедг Осы 
пара-пар есептiн шешiмiн табудын алгоригмдерi ^сынылган. Кдоылган алгоритмнiн жузеге асырылымдыгы 
мен жинактылыгы шарттары есептщ берiлiмдерi терминiнде алынган. Жэй дифференциалдык тендеулер 
ж уйеа Yшiн кезендi шетпк есептiн бiрмэндi шешiлiмдiлiгiнiн шарттары бастапкы берiлiмдер терминiнде 
т^жырымдалады. Гиперболалык тендеулер ж уйес Yшiн кезендi шеттiк есептщ бiрмэндi шешiлiмдiлiгiнiн 
коэффициенттiк жеткiлiктi шарттары тагайындалган. Гиперболалык тендеулер жYЙесi Yшiн жазыктыктагы 
кезендi есептiн жалгыз классикалык шешiмiнiн бар болуы туралы теорема тужырымдалган.

Гиперболалык тектес дифференциалдык тендеулер Yшiн ш етпк есептер накты физикалык 
процестердщ  математикалык модел1 рет1нде колданыстарда ж и  кездесед1 ж эне дербес туындылы 
дифференциалдык тевдеулердщ  к ^ р п  замангы теориясынын аукымды эр1 белсенд1 дамып 
жаткан б е л т н  к¥райды. Ек1нш1 р етп  гиперболалык тектес тендеулер теориясында кептеген  
физикалык есептерд1 шешу барысында туындайтын дербес туындылы интегралдык- 
дифференциалдык тендеулер мацызды орын алады. Ек1нш1 р етп  гиперболалык тендеулер  
теориясыныц басты ж эне кеп зерттелген есептерш щ  б1р1 -  кезецщ ш етпк есеп болып саналады, 
оны шешу Yшiн Фурье э д ю , б1ртшдеп жуыктау э д ю , функционалдык талдау эдютер1 мен  
вариациялык эдю  колданылды, ш олу мен енбектер библиографиясын [1-16] жумыстарынан керуге 
болады. Ек1нш1 р етп  гиперболалык тектес тендеулер Yшiн кезенд1 есептерд1 карастыру ж эне шешу 
барысында дербес туындылы интегралдык-дифференциалдык тендеулер Yшiн кезенд1 есептерд1 
шешу м эсел ес  кептеген енбектерде кездеседь

Ек1нш1 жагынан, гиперболалык тектес интегралдык-дифференциалдык тендеулер Yшiн к езен д  
ш етпк есептерд1 зерттеудщ  к аж еттш п  практиканын сураныстармен де аныкталады: физика, 
химия, биология радио мен электротехниканын эралуан мэселелерш  шешуге колданыстары бар. 
А уа агындары аркылы кепт1ру ж эне газдык динамикадагы изоэнтропиялык б1релшемд1 жазык 
агыстын процестерш  карастыру кезш де, сызыкты ж эне бейсызык изотермадагы газдардын  
сорбциясынын динамикасы мен кинетикасында, су тазалагыш CYЗгiлердегi аз концентрацияланган 
су суспензияларын фильтрациялык агартудын кинетикасын сипаттаганда, серп1нд1 жэне тущ ыр  
ортадагы соккылык толкындарды зерттеу кез1нде ек1нш1 р етп  аралас туындылы гиперболалык 
тендеулер жYЙесi дербес туындылы интегралдык-дифференциалдык тендеулер жYЙесiмен тыгыз 
байланыста колданылады. Осыларды ескерсек, дербес туындылы интегралдык-дифференциалдык  
тендеулер жYЙесi Yшiн ш етпк есептерд1 зерттеудщ  кекейкесп е к е н д ^  шыгады.

¥сыны лып отырган макалада интегралдык-дифференциалдык тендеулер ж у й е с  Yшiн к езен д  
ш етпк есеп карастырылады

мунда A (t, x ) ,  B (t, x ) , C (t , x )  (n  x n ) -матрицалары, F ( t ,  x )  n - вектор-функциясы  

Q  =  [0, T ] x [0, о ]  облысында Yзiлiссiз деп  жорамалданады.

(1) тендеулер жYЙесi t  айнымалысы бойынша дифференциалдык, ал x  айнымалысы бойынша 
интегралдык болып табылады. (2) кезевд1 шарты барлык x  е [ 0 ,  о ]  Yшiн орындалуы керек.

(1), (2) есебш щ  шешгмг деп  Q  облысында Yзiлiссiз эр1 t  айнымалысы бойынша Yзiлiссiз 
дифференциалданатын, барлык (t, x )  е  Q  Yшiн (1) тендеулер ж уйесш  ж эне барлык x  е  [0 , о ]  

Yшiн (2) кезендi шартын кагаттандыратын v ( t , x )  n - вектор-функциясын атаймыз.

Бул жумыста (1), (2) есебш щ  ш еш iмiнiн бар болуы ж эне жалгыздыгы мэселелерi зергтеледi. 
Осы есептщ  жуык шешiмiн табу алгоритм  усынылады ж эне онын жинактылыгы дэлелденедь (1),
(2) есебiн iн  жалгыз шеш iмiнiн бар болуынын шарттары бастапкы бер ш м дер  терминдерiнде 
тагайындалады.

d v  

~дг
(1)

v (0 , x )  =  v (T , x ) , x  е  [0 , о ] , (2)
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(1), (2) к езец д  есебш  шешу уш ш  параметрлеу эдю ш  [17] пайдаланамыз.
Л (x ) =  ~ (0 , x )  белгш еуш  енпзеш к. (1), (2) есебш де v (t, x )  =  ~ ( t ,  x )  +  Л ^ )  алмастыруын 

жасайыщ. Онда к ел ес  пара-пар есепке келем1з

^  ,л ~  , ы  ,лГ d v ( t , —) „ M V , С +A (t, x )v  +  B (t, x )  I ( — ) d — +  C ( t , x )  I v ( t ,  —) d — 
d t I d t  J0

+  A ( t , x )  Л( x )  +  C  ( t , x )  |  Л — ^ — +  F  ( t , x )  , (3)
0

~ ( 0 , x )  =  0 ,  x  e [ 0 , о ] ,  (4)

~ ( T , x )  =  0 ,  x  е [ 0 , о ] .  (5)

(3)-(5) есебш щ  шеш1м1 деп  (Л (x ), ~ ( t ,  x ) )  функциялар жубын атаймыз, мунда ~ ( t ,  x )  

функциясы Q  облысында узш сс1з ж эне t  айнымалысы бойынша у з ш с а з  дифференциалданады, 
Л (x )  функциясы [0, о ]  аралыгында у з ш с а з , (3) тецдеулер ж уйесш  ж эне (4), (5) шарттарын 

^анагаттандырады.
Б ек т л ген  Л (x ) уш ш  (3), (4) есеб1 интегралдыщ-дифференциалдыщ тецдеулер ж у й е с  уш ш  

Коши есеб1 болады. Ал (5) шарт Л (x ) белпс1з параметрш табуга мумю ндш  береди

(3), (4) Коши есебш щ  шеш1м1 к ел ес  Вольтерра интегралдьщ тендеулер ж уйесш е пара-пар 
болады

t x  f*\ t x

v  (t, x )  =  |  A (r , x )  v ( r ,  x ) d  r  + 1  B (r , x ) | --------,— d —d  r  + |  C  (r , x )  |  v ( r ,  —)d —d  r  +
0 0 0 d r  0 0 

t t x  t

+  |  A (r , x )dr■ Л ( x )  +  |  C  (r , x ) d r  ■ I Л — ^ —+ 1 F  (r , x ) d r , (t, x )  e Q . (6)
0 0 0 0 

(6) v (t, x )  функциясыныц кеш птемесш ен t  =  T  болгандагы мэнш  тауып (5) шартына 

^оятын болса^ тем ен деп  ер н ек т  аламыз
T T x  T

\ +|  A (r , x ) d r  -Л( x )  + 1 C  (r , x ) d r  ■ |  Л(—)d — =  - |  F  (r , x ) d r  -
0 0 0 

x  d v r — ) T x
, x ) | -------------d  —d r - \  C ( r , x )- | A ( r , x ) ~ ( r , x ) d r - I B ( r , x ) | --------,— d —d r - I C ( r , x ) | ~ ( r , —)d —d r ,  x  е [ 0 , о ] .  (7)

0 0 0 d r  0 0 
~ (t, x )  функциясы б е к т л г е н  жагдайда бул тецщк Л (x ) функциясына ^атысты Вольтерра 

интегралдыщ тецдеулер ж у й е с  болады.
Егер Л( x )  бел гш  болатын болса, (3), (4) интегралдыщ-дифференциалдыщ тендеулер ж у й е с  

уш ш  Коши есебш ен v (t, x )  функциясын табамыз, ал керюшше, v (t, x )  функциясы бел гш  

болса (7) Вольтерра интегралдыщ тендеулер ж уйесш ен Л (x ) функциясын табамыз.

Бул жерде ~  (t, x )  функциясы да, Л( x )  функциясы да  б е л п а з  болгандыщтан,

(3)-(5) есебш щ  шеш1м1 - (Л (x ) , ~ ( t , x ))  функциялар жубын табу уш ш  итерациялыщ процесс 
пайдаланылады.

(3)-(5) есебш щ  шеш1м1 - (Л* (x ) , v  * (t, x ) )  жубын (Л(k) (x ) , v (k)(t, x ) )  жуптарынан туратын 

т1збектщ ш еп  ретш де, мунда k  =  0 ,1 ,2 ,..., к ел ес  алгоритм бойынша табамыз:
0-цадам. 1) (4) шартын пайдаланып, (7) интегралдыщ тецдеулер ж уйесш щ  оц жагында 

v  d ~ ( t , x )  „(о), ч
v ( t ,  x )  =  0 ,  ------------ =  0 , деп  есептеп, Л ( x )  алгаш^ы жуыщтауын барлыщ x  е  [0 , о ]  уш 1н

d t
табамыз; 2) (3), (4) интегралдыщ-дифференциалдыщ тецдеулер ж у й е с  уш ш  Коши есебш ен, 

тецдеудщ  оц жагында Л (x ) =  Л(0) ( x )  деп  санап, ~ (0) (t, x )  алгаш^ы жуыщтауын барлыщ (t, x )  е  Q  

уш ш  табамыз;
-------  14 -------

0

0

T T
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1-цадам. 1) (7) интегралдык тецдеулер ж уйесш щ  оц жагында ~(t, x) =  ~(0)(t, x ) ,  

d ~ (t, x )  d ~ (0)( t , x )  (1), ,
------------ = ----------------- , деп  есептеп, л  ( x ) жуыктауын барлык x  е  [0 , о ]  Yшiн табамыз; 2) (3),

d t d t
(4) интегралдык-дифференциалдык тецдеулер жYЙесi Yшiн Коши есебш ен, тецдеудщ  оц жагында 

Л( x )  =  Л(1)( x )  деп  санап, ~ (1)( t , x )  жуыктауын барлык (t, x )  e Q  Yшiн табамыз;

Одан эр1 жалгастыра берем1з.

k -цадам. 1) (7) интегралдык тецдеулер жYЙесiнiц оц жагында ~ (t , x )  =  ~ (k !)(t , x ) , 

d ~ ( t ,x )  d ~ (k-1)( t ,x )  (k ), N
------------ = --------------------, деп  есептеп, л  ( x )  жуыктауын барлык x  е  [0 , о ]  Yшiн табамыз; 2) (3),

d t d t
(4) интегралдык-дифференциалдык тецдеулер жYЙесi Yшiн Коши есебш ен, тецдеудщ  оц жагында 

X (x ) =  X k) (x )  деп  санап, ~ (k ) ( t , x )  жуыктауын барлык (t, x )  e Q  Yшiн табамыз.
¥сы ны лган алгоритмнщ жYзеге асырылымдыгы жэне жинактылыгы шарттары, оган коса (3)-

(5) есебш щ  бiрмэндi ш ешiлiмдiлiгi шарттарын тужырымдау Yшiн келесi белгiлеулердi енгiзейiк

a  =  m ax  || A ( t , x ) \ \ , р =  m ax || B ( t , x )  | | , % =  m ax II C (t,  x ) | | , a  =  a  +  w e ^ CD[ a  +  a% ]  +  o  .
(t ,x)eQ  (t ,x)eQ  (t ,x)eQ

К ел е с  теорема орынды болады.
1 теорем а. Твмендег1 ш арт т ар орындалсын:
i) A ( t,  x ) , B ( t,  x ) , C ( t ,  x )  (n  x n ) -матрицалары, F ( t ,  x )  n -  вект ор-функциясы Q  

облы сы нда Yзiлiссiз болсын;

~  T
ii) A ( x )  =  J A ( r , x ) d r  мат рицасы барлыц x  e [ 0 ,  о ]  Yшiн цайтарымды ж эне

0

у  =  m a x  | | [ A (x ) ] -1 || болсын;
xe[0,m]

iii) в у Т̂(° у ^ ё

О нда (3)-(5) есебiнiц ж алгы з шешiмi - ( X  (x ) , ~ * (t, x ) )  функциялар ж убы  бар болады ж эне 

к ел е с  т ецсiздiкт i цанагат т андырады

max || ~ * (t,x) | + max || X (x) ||< K (Т,о) max || F(t,x) ||, (8)
(?,x)eQ xe[0 ,o] (?,x)eQ

м ундагы  K ( T , о )  - бастапцы б ер м м д е р  арцылы ернект елет т  оц сан.

1 теореманыц дэлелдеуi жогарыдагы алгоритмге сэйкес, [11] жумыстагы 1 теореманыц 
дэледдеуiне уксас жYргiзiледi.

Табылган ~ * (t , x ) ж эне X  (x )  функциялары аркылы (1), (2) есебш щ  шешiмi - v *( t , x ) 

функциясын курамыз: v * (t, x )  =  ~ * (t, x )  +  X  (x )  .

(1), (2) есебi мен (3)-(5) есебi пара-пар болгандыктан, 1 теоремадан к ел ес  тужырым шыгады.
2 теорем а. 1 т еореманыц i)-iii) ш арт т ары орындалсын.
О нда (1), (2) интегралдыц-дифференциалдыц т ецдеулер Ж Yйесi Yшiн кезецдi есебш щ  

ж алгы з шешiмi - v * (t, x )  функциясы бар болады ж эне к ел ес  тецсiздiктi цанагат т андырады

max || v * (t, x)||< K(T ,o)m ax || F (t, x) ||. (9)
( t , x)eQ (t,x)eQ

Ендi (1), (2) к езец д  есебiн  зерттеу к аж еттш п туындайтын екiншi реттi гиперболалык 
тецдеулер жYЙесi Yшiн кезецдi есепке кeшейiк.

R 2 жазыктыгында кезецдi шарттары бар аралас туындылары бар екiншi реттi гиперболалык 
тецдеулер жYЙесi карастырайык

d 2u „ du  „ du

\ г Ш  - 1 - Ш J + [ e ^ ° -  1JJa  +  с о в ) Т 1 т ецсiздiгi орынды болсын.

=  A ( t,  x ) ------ ъ B ( t , x ) ------ ъ C  (t, x )u  +  f  ( t , x ) , (10)
d tdx  dx d t 
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u ( t  +  T ,x )  =  u ( t , x ) , ( t ,x )  е  R 2 , (11)

u(t, x  +  о )  =  u(t, x )  , ( t , x )  е  R 2 , (12)

м^нда A (t, x ) ,  B (t, x ) , C ( t ,  x )  (n  x n ) -матрицалары, f  (t, x) n - вектор-функциясы R2 
жазыктыгында Yзiлiссiз, эр! (T , о )  — кезенщ, ягни мына тендiктер орын алады 

A ( t  +  T , x )  =  A (t, x ) , A ( t, x  +  о )  =  A ( t ,  x )  , B ( t  +  T , x )  =  B ( t, x ) , B ( t,  x  +  о )  =  B ( t ,  x )  , 

C ( t  +  T , x )  =  C (t, x )  , C (t , x  +  о )  =  C ( t ,  x ) ,  f  ( t  +  T , x )  =  f  (t, x )  , f  (t, x  +  о )  =  f  (t, x ) ,  

(t, x )  е  R 2 .

n2 . . . . . .  du(t, x) du(t, x) 52u(t, x)
R  жазыктыгында YЗiлiCCiЗ u (t, x )  функциясы, YЗiлiCCiЗ ------------ , ------------- , ---------------

dx d t d tdx
туындылары бар болып, (10) жYЙесiнiн классикалык (T , о )  — к езен д  шешiмi деп  аталады, егер ол

(3) тендеулер жYЙесiн барлык (t , x )  е  R 2 Yшiн ж эне (11), (12) кезендшык шарттарын 

канагаттандыратын болса.

C ( Q ,R n) (сэйкесiнш е C ( [ 0 ,T ] ,R n) ,  C ( [ 0 , о ] , R n) аркылы Q  ( [ 0 ,T ] ,  [ 0 , о ] ) облысында

Yзiлiссiз и  : Q  ^  R n (Щ : [0 ,T ] ^  R n H  : [ 0 ,о ]  ^  R n) функцияларынын кенiстiгiн белгiлеймiз, 
нормасы тeмендегiдей

Н 0 = m x J u (t, x ) l ( N I  1 =  m x J k (t^ ,  И 2 =  ^ И - Ф ,
n

м^нда ||u(t, x)|| =  m a x  | u . (t, x )  | , ||A (t, x ) || =  m ax  ^ | a ij (t, x )  | .
i=1,n i =1,n j

Карастырылып отырган (10-(12) есебi Yшiн
и (0 ,x )  =  u ( T , x ) ,  x  е [ 0 , о ] ,  (13)

u (t,0 ) =  u ( t , a ) ,  t  е [ 0 , T ] ,  (14)

тендiктерi (t, x )  бойынша Пуанкаре кезендшык шартынын баламасы болады

u(t, x )  е C (Q,R n) функциясы, du(t, x) е C (Q,R n) ,  du(t, x) е C (Q,R n) ,  5 и (^ x) е C(Q,R n)
dx dt d tdx

дербес туындылары бар болып, (10), (13), (14) есебш щ  классикалык шешiмi деп  аталады, егер ол 
(10) тендеулер жYЙесiн барлык (t, x )  е  Q  Yшiн канагаттандыратын болса ж эне (13), (14) ш етпк  

шарттары орындалатын болса.
u (t , x )  - (10), (13), (14) есебш щ  классикалык шешiмi болсын. Онда t  =  k T , x  =  т о ,  

k , т  е  Z  , характеристикаларынын касиегтерiне орай ж эне (13), (14) тецдiктерi бойынша, u (t , x )  

функциясынын t, x  бойынша R 2 жазыктыгына сэйкесш ш е T  мен о  кезендерiмен жалгасы  

болып табылатын и  * ( t , x )  функциясы (10) жYЙесiнiн классикалык (T , о )  — к езен д  шешiмi 

болады, ягни ею  айнымалы бойынша кезецдiлык шарттары орындалады и  * (t +  T , x )  =  и  * (t , x ) ,  

и  * (t , x  +  о )  =  и  * (t , x ) ,  ( t , x )  е  R 2 .

(10) жYЙесiнiн дербес жагдайлары Yшiн жазыктыктагы к езен д  есеп [18-20] ж^мыстарында 
функционалдык параметрлер ен п зу  эдiсiм ен [21-23] зерттелген болатын. Жана белгiсiз 
функциялар енгiзу аркылы карастырылып отырган есеп ж эй дифференциалдык тендеулер жYЙесi 
Yшiн кезецдi ш етпк есептер эулетш е жэне функционалдык катынастарга келтiрiлген едi. Есептiн  
берiлiмдерi терминдерiнде шешiлiмдiлiк шарттары тагайындалган болатын. Е н д  екiншi регтi 
гиперболалык тендеулер жYЙесi Yшiн жазыктыктагы кезендi есептiн б1рмэнд1 шешiлiмдiлiгi 
м эселесi (1), (2) дербес туындылы интегралдык-дифференциалдык тендеулер жYЙесi Yшiн кезецдi 
есептiн 6!рмэнд! шешiлiмдiлiгi мэселесш е экелiнедi. Жана белгiсiз функциялар ен п зу  аркылы 
(10), (13), (14) есебi дербес туындылы интегралдык-дифференциалдык тендеулер ж у й е с  Yшiн 
кезецдi шегтiк есепке ж эне ж эй дифференциалдык тендеулер жYЙесi Yшiн кезендi шеттiк есепке
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келт1ршедь Алынган есептердщ  ш еш iмiн табу алгоритмдерi ^урылады ж эне жинакгылыгы 
шарттары келтiрiледi. (10), (13), (14) есебш щ  жалгыз классикалыщ шеш iмш щ  бар болуы шарттары 
бастащ ы  берiлiмдер терм индервде алынган.

(10), (13), (14) есебш ен пара-пар есепке кешу жолын керсетешк. Бул ж ерде ^осымша 
функционалдыщ параметр енгiземiз: ju (t) =  u ( t ,0 )  деп  белгiлейiк. (10), (13), (14) е с е б в д е  

iзделiндi u (t , x )  функциясын u (t, x )  =  u ( t ,  x )  +  f ( t ) тYрiнде алмастырайыщ. Онда бiз келесi пара­
пар есепке кеш емiз

д 2u  . du  ^ д й
=  A ( t ,  x ) -------h B ( t , x ) -------h C  ( t , x )u  +  B ( t , x )  f i  ( t ) +  C  ( t , x )  f ( t ) +  f  ( t , x ) , (15)

d tdx  dx  d t
u (0 , x )  =  u ( T , x ) , x  е [ 0 ,ю ] ,  (16)

u ( t ,0 )  =  0 ,  t  e [ 0 , T ] ,  (17)

u (t,a > ) =  0 ,  t  e [ 0 , T ] .  (18)

Оган ^оса, (13) шарттан f ( 0 )  =  f ( T )  тендiгi туындайды.

(15)-(18) есебш щ  шешiмi деп ( p ( t ), u ( t ,  x ) )  функциялар жубын атаймыз, мунда u ( t ,  x )  

функциясыньщ Q  облысында бiрiншi реттi жэне аралас екiншi реттi Yзiлiссiз туындылары бар, 
f ( t ) функциясы [0, T  ] аралыгында Yзiлiссiз дифференциалданады, (15) тендеулер жYЙесiн жэне 
( 16)-( 18) шарттарын ^анагаттандырады.

(15)—(18) есебi бекiтiлген ju (t) Yшiн Q  облысында u ( t ,  x )  функциясына ^атысты бейлокал 

жартылай кезендi шеттiк есеп болып саналады. Ал (18) ^атынасы кезендi шартты 
^анагаттандыратын белгiсiз f  ( t ) функционалдыщ параметрiн табуга мYмкiндiк береди

du (t, x)
Жана белггаз V ( t , x ) = ------------  функциясын енпзеш к. Сонда (17) шартты ескере отырып,

dx
к ел ес  тендiктердi аламыз:

;:(,,x) = u(t,0) + ) v (t,g)d$ = )v(t,g)d$ , = )d V t 4 ) d4 .

i  J0 dt i  dt
Ендеше (15)-(18) есебiн  келесi турде жазуга болады

d V  =  A ( t ,x ) V  +  B ( t ,x )  ) d V (( , 4 "') d ^  +  C ( t , x ) [ v ( t , 4 ) d 4  +  B ( t , x ) f  ( t ) +  C ( t , x ) f ( t ) +  f  ( t , x ) , (19) 
д  0 d t  0

V (0 , x )  =  V (T , x ) , x  e  [0 , ю ] , (20)
Ю

u ( t , a )  =  ) V ( t , 4 ) d 4  =  0 ,  t  e [ 0 , T ] .  (21)
0

f ( 0 )  =  f ( T )  . (22)
(20) шарт (16) ж эне (17) шарттарына пара-пар болады.
(19) тендеулер жYЙесi V (t, x )  функциясына ^атысты f ( t ) функционалдыщ параметрi бар 

интегралдыщ-дифференциалдыщ тендеулер жYЙесi болып табылады. (20) шарты уа^ыт бойынша 
кезендшыщ шарты болады. (21) ^атынасы (22) шартымен бiрге белгiсiз f  ( t ) параметрiн аныщтауга 

мYмкiндiк бередi.
(1 9 )-(2 2 ) есебiнiн  шешiмi деп (V (t, x ) , f ( t ) )  функциялар жубын атаймыз, мунда V (t, x )  

функциясынын Q  облысында t  бойынша бiрiнш i р етп  Yзiлiссiз туындысы бар, f ( t ) функциясы  

[0, T  ] аралыгында Yзiлiссiз дифференциалданады, (19) интегралдыщ-дифференциалдыщ тендеулер  

жYЙесiн, (20) шартын, (21) ^атынасы мен (22) шартын ^анагаттандырады.
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r d V  (t ,E )
(21) тец дщ н  t  бойынша дифференциалдаса^, I ---------—  dE  =  0 тецдiгi шыгады. Одан

Ь d t
кейiн, (19) тецдеулер ж уйесш щ  оц жагын осы интегралга x  =  £  мэнiнде ^оятын болса^, келесi 

тендеулер ж уйесiн  аламыз
т т т

|  B ( t , E d  • /  ( t ) =  - 1  с  ( t ,£ ) d £  • / ( t ) - 1  f  ( t ,£ ) d £  -
0 0 0

т т E r)V ( t  ̂ т E
- 1  ̂ ( t  ,)V (t ,E )d E  - 1  B ( t ,E ) |  ( ,E 1 )  dEidE - 1  с  ( t ,E ) |v ( t ,E i ) d E id E . (23)

0 0 0 d t  0 0 
(23) тецдеулер ж уйесi (22) кезендi шартымен бiрге, V (t, x )  функциясы бекiтiлген жагдайда, 

/ ( t ) функциясына ^атысты ж эй дифференциалдыщ тецдеулер ж уйесi уш ш  кезецдi шеттiк есеп  
болады.

Сонымен, (V (t, x ) , / ( t ) )  функциялар жубына к;атысты (19), (20) ж эне (23), (22) есептерш е 

келдiк. Егер / ( t ) функциясы (эрi туындысы / ( t ) )  б ел гш  болса, онда (19), (20) интегралдык- 

дифференциалдык тецдеулер ж уйесi уш iн кезецщ шеттiк есептен V  (t, x )  функциясын табуга

dV (t, x)
болады. Керiсiнше, егер V ( t ,x )  функциясы (эрi дербес туындысы ------------- ) бел гш  болса, онда

St
(23), (22) ж эй дифференциалдьщ тецдеулер ж у й е с  уш iн кезецщ шеттiк есебiнен / ( t ) функциясы 

табылады. Бул жерде V (t, x )  функциясы да, / ( t ) функциясы да белгiсiз, сондыщтан (19), (20), 

(23), (22) есебш щ  шешiмi болатын (V ( t, x ) , / ( t ) )  функциялар жубын аныщтау уш ш  итерациялыщ 

процестi пайдаланамыз.

(19), (20), (23), (22) есебш щ  шешiмi - ( V * ( t ,x ) , / i* ( t ))  жубын (V (m)( t , x ) , / (m)(t))  

жуптарынан туратын тiзбектiц ш еп  ретiнде, мунда m  =  0 ,1 ,2 ,..., к ел ес  P  алгоритмi бойынша 

табамыз:
0-цадам. а) (19), (20) интегралдык-дифференциалдык тецдеулер ж уйесi уш iн кезецщ есебiнен, 

тендеудiц  оц жагында / ( t )  =  0  , / ( t ) =  0  деп  санап, V (0) (t, x) алгаш^ы жуыктауын барлыц 

(t, x )  е  Q  уш iн табамыз; э) (23), (22) ж эй дифференциалдыщ тецдеулер ж у й е с  кезецдi есебiнен, оц

жагында V (t, x )  =  V (0)(t, x ) , S V (t, x )  =  ^ K — (^ x )  деп  санап, / (0)( t ) функциясын барлыц
S t d t

t  e  [0 ,^ ]  уш iн табамыз.
1-цадам. a) (19), (20) интегралдык-дифференциалдык тецдеулер ж у й е с  уш iн кезендi есебш ен,

теццеудщ  оц жагында / ( t )  =  / (0) (t) , (л(t) =  / (0) (t) деп  санап, V (1) (t, x) функциясын барлыц 

(t, x )  e Q  уш ш  табамыз; э) (23), (22) ж эй дифференциалдыщ тецдеулер ж уйесi уш ш  кезецщ

есебiнен, оц жагында V(t, x) = V(1)(t, x) , d V (t, x )  =  d V — (ti x )  деп  санап, ( (1)( t )  функциясын
d t d t

барлыщ t  e  [0 ,^ ]  уш ш  табамыз.

Одан эрi жалгастыра беремiз.
m -цадам. а) (19), (20) интегралдык-дифференциалдык тецдеулер ж уйесi уш iн кезецщ

есебш ен, тецдеудщ  оц жагында / ( t ) = / (m 1)(t) , ( i (t) =  ( i (m 1)(t) деп  санап, V(m)(t,x) 
функциясын барлыц (t, x )  e  Q  уш ш  табамыз; э) (23), (22) ж эй дифференциалдыщ тецдеулер ж у й е с
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л 1 Л т )и  л d V  (t, x )  d V  (m)( t , x )уш ш  кезенд1 есебш ен, оц жагында V (t, x )  =  V  J ( t, x ) , -------------= -------------------  деп  санап,
d t d t

ju(m\ t ) функциясын барлыц t  g  [0, T ] уш ш  табамыз.

Сонымен, усынылган P  алгоритмшщ эрб1р цадамы ею  кезецнен турады:
1) V (t, x )  функциясына цатысты (19), (20) кезецщ есеб1 шешшедц 2) ju (t) функциясына 

цатысты (23), (22) кезецщ есеб1 шешшедь
(23), (22) ж эй дифференциалдык тендеулер ж у й е с  уш ш  кезецщ ш етпк есебш щ  б1рмэцщ

о
ш еш ш м д ш к  шарттары, B ( t ) =  | B(t,£)d<%  матрицасы барлыц t  G [0, T] уш ш  цайтарымды болган

0

жагдайда, [17] жумыста ею  нуктел1 ш етпк есептерге цатысты бастапцы бер ш м дер  терминшде 
тагайындалган болатын. Ал (19), (20) интегралдыц-дифференциалдыц тендеулер ж у й е с  уш ш  
кезецщ ш етпк есеб1 осы мацалада арнайы царастырылып, жогарыда цойылган (1), (2) есебш щ  
б1рмэцщ ш еш ш м д ш п н щ  шарттары аныцталды.

Енд1 (23), (22) есебш е сэйкес келетш к ел ес  ж эй  дифференциалдыц тендеулер ж уйесш  
царастырайыц

0 о
1  B (t, £ ) d £  • U ( t ) =  — I C  (t, %)d% • u ( t ) — g  ( t ) , (24) 
0 0

мунда g ( t ) - n  — елшемд1 \ 0 ,T ] аралыгында узш сс1з функция.
со о

Оган цоса B (t)  = I B ( t ,4 ) d £  , =  m a x  \ B ( t )]—1 , C ( t )  =  I C ( r , g ) d g ,
1 tG[0T] 1

T

\B ( t) ]~ 1C~(t) белгш еулерш  енпзеш к ж эне D ( T ) =  | \ B (T )]~^ C (T )dT  матрицасы
0

цайтарымды болсын .
К ел е с  тужырым (24), (22) ж эй  дифференциалдыц тендеулер ж у й е с  уш ш  кезецщ есептщ  

б1рмэцщ ш е ш ш м д ш п  шарттарын береди
3 теорем а. Твм ендегi ш арт т ар орындалсын:
i) B ( t,  x ) , C ( t , x )  (n  x n ) -матрицалары  Q  облысында, g ( t )  П - вект ор-функциясы \0 ,T ] 

аралы гы нда Yзiлiссiз болсын;
о

ii) B ( t ) =  | B ( t ,£ ) d £  мат рицасы барлыц t  G [0, T] Yшiн цайтарымды болсын;
0

T

iii) D ( T ) =  |  \J~(r)]~1C~(T)dT мат рицасы цайтарымды болсын ж эне

0

|| \D ( T )] 1 ||< а  болсын, м унда а - оц сан;

у  =  m ax
tG\0,T ]

iv) а' e yT  — 1 — ~~T|  <  1 т ецсiздiгi орынды болсын.
О нда (24), (22) ж эй дифференциалдыц т ецдеулер Ж Yйесi Yшiн кезецдi есебш щ  ж алгы з

шешiмi - и  ( t) функциясы бар болады ж эне к ел е с  т ецсiздiкт i цанагат т андырады

m a x  || u * ( t ) ||< k (T )  m a x  || g ( t )  | | , (25)
te \0 ,T ] te \0 ,T ]

м ундагы  k ( T ) - бастапцы б ер м м д е р  арцылы ернект елет т  оц сан.

2 теореманыц дэлелдеу1 [17] жумыстагы 1 теореманыц дэлелдеуш е уцсас ж урпзш едь
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Ж огарыда кел^рш ген 2 теореманын жэне осы 3 теореманын негiзiнде (10), (13), (14) 
есебш щ  классикалыц ш еш iмш щ  бар болуы мен жалгыздыгы шарттары тужырымдалады. Бул 
тужырым жогарыда тургызылган P  алгоритмiнiн жинацтылыц шарттарын да орнатады.

4 теорем а. i) A ( t ,  x ) , B ( t ,  x ) , C (t , x )  (n  x  n ) -матрицалары, F ( t ,  x )  n -  вектор-функциясы  

Q  облысында Yзiлiссiз болсын;
ii) 1 теореманъщ ш арттары орындалсын;

iii) 2 т еореманыц ш арттары орындалсын;
iv)

max(jk(T) +1, k(T))p ■ 

т е ц а зд т  орындалсын.
О нда (10), (13), (14) гиперболалыц т ецдеулер Ж Yйесi Yшiн кезецдi шеттЫ есебш щ

x

u* ( t , x ) =  ) v * ( t , 4 ) d 4  +  f f  ( t ) ж алгы з классикалыц шешiмi бар болады.
0

Бастапцы бер ш м дер дщ  (T , ю ) — кезендш ш н жэне сипаттамалардын цасиеттерш ескерсек, 
келесi тужырым орынды болады.

5 теорем а. i) A ( t,  x ) , B ( t ,  x ) , C ( t ,  x )  (n  x n ) -матрицалары, f  (t, x )  n -  вектор-функциясы

R 2 ж азы цт ы гы нда Yзiлiссiз ж эне ( T , ю ) — кезецдi болсын; 

ж эне 4 т еореманыц ii)-iv) ш арт т ары орындалсын.
О нда (10), (11), (12) гиперболалыц т ецдеулер Ж Yйесi Yшiн ж азыцт ыцт агы кезецдi есептщ  

u  * ( t , x )  ж алгы з классикалыц ( T , ю ) — кезецдi шешiмi бар болады.

Корытынды. Сонымен, (1), (2) интегралдыщ-дифференциалдыщ тендеулер жYЙесi Yшiн кезендi 
есеп зерттелдь (1), (2) интегралдыщ-дифференциалдыщ тендеулер жYЙесi Yшiн кезендi есептiн  
ш еш iмiн табу алгоритш  параметрлеу эдiсi аркылы тургызылды. (1), (2) интегралдыщ- 
дифференциалды^ тендеулер жYЙесi Yшiн кезендi есептiн бiрмэндi ш е ш ш м д ш п  шарттары 
бастап^ы берiлiмдер терминiнде тагайындалды. М ундай есеп гиперболалыц тендеулер жYЙесi уш iн  
жазыцтыцтагы кезендi есептi царастыру барысында туындайтыны керсетiлдi. Бул гиперболалыц 
тендеулер жYЙесi Yшiн жазыцтыцтагы кезецщ есептiн шешiмiн табу алгоритмiн цуруга ж эне онын 
жинацтылыгын дэлелдеуге мYмкiндiк бердi. Оган цоса гиперболалыц тендеулер жYЙесi Yшiн 
жазыцтыцтагы кезендi есептщ  жалгыз шешiмiнiн бар болуы шарттарын бастапцы берiлiмдер  
арцылы орнатылды.
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О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ СИСТЕМЫ 
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

А.Т.Асанова

Институт математики и математического моделирования МОН РК, Алматы, Казахстан

Ключевые слова: интегро-дифференциальное, период, задача, алгоритм, разрешимость.
Резюме. Рассматривается периодическая задача для системы интегро-дифференциальных уравнений в частных 

производных. Исследуются вопросы существования единственного периодического решения рассматриваемой задачи и 
способы его построения. Путем введения дополнительного параметра исследуемая задача сводится к задаче Коши для 
системы интегро-дифференциальных уравнений и системе интегральных уравнений Вольтерра второго рода. Строится 
алгоритм нахождения решения полученной эквивалентной задачи и формулируются условия его сходимости. 
Устанавливаются условия существования единственного решения рассматриваемой периодической задачи для системы 
интегро-дифференциальных уравнений в частных производных в терминах исходных данных. Рассматривается 
периодическая задача на плоскости для системы гиперболических уравнений со смешанными производными, которая 
приводится к исследуемой задаче. При периодичности данных исследуемая периодическая задача на плоскости 
сводится к периодической краевой задаче в прямоугольнике. Для решения периодической краевой задачи для системы 
гиперболических уравнений второго порядка применяется метод введения функциональных параметров. 
Рассматриваемая задача сводится к эквивалентной задаче, состоящей из периодической задачи для системы интегро- 
дифференциальных уравнений с функциональными параметрами и периодической краевой задачи для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Предлагаются алгоритмы нахождения этой эквивалентной задачи. 
Получены условия осуществимости и сходимости построенного алгоритма в терминах данных задачи. Сформулированы 
условия однозначной разрешимости периодической краевой задачи для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений в терминах исходных данных. Установлены коэффициентные достаточные условия однозначной 
разрешимости периодической краевой задачи для системы гиперболических уравнений. Сформулирована теорема о 
существовании единственного классического решения периодической задачи на плоскости для системы 
гиперболических уравнений.
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