
ISSN 1991-346X Серия физико-математическая. №  3. 2016

N  E W  S 
OF THE NATIO N A L A C A D EM Y  OF SCIENCES OF THE REPUBLIC OF KAZAK H STAN  

P H Y SIC O -M A T H E M A T IC A L  SE R IE S

ISSN  1991-346Х

Volum e 3, Number 307 (2016), 49 -  60

THEORETICAL CALCULATION OF THE MAIN PARAMETERS 
OF WHITE DWARF STARS

K .A . B oshkayev , B .A . Zhami*, Z h.A . K alym ova, G .Sh. B algim bekov, 
A .S. T aukenova, Z h.N . B risheva  and N. K oyshybaev

IETP, Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, 050040, Kazakhstan 
E-mail: zhami.bakytzhan@gmail.com

Key words: static white dwarfs, equation of structure, degenerate electron gas, equation of state, classical 
physics, general theory of relativity.

Abstract. In this work, the main parameters of static and zero temperature white dwarfs such as mass, radius, 
central density, central pressure, gravitational potential and compactness have been theoretically determined both in 
classical physics and general relativity. For this purpose, the system of differential equations which consists of the 
equation of state of the degenerate electron gas within Chandrasekhar approximation, the mass balance equation and 
the hydrostatic equilibrium equation has been reduced to a dimensionless form and has been solved by the methods 
of numerical integration. The mass-central density, mass-radius, mass-compactness parameter and gravitational 
potential-radius relations have been constructed both in classical physics and general relativity, and their results have 
been compared with each other. It has been shown that the effects of general relativity play an important role near 
the Chandrasekhar limit, more precisely, for large masses and small radii, i.e. in strong gravitational fields. However, 
it is also shown that the difference between classical physics and general relativity decreases for small masses and 
large radii due to the weakness of the gravitational field. In addition, the analytical expression for the classical and 
relativistic mass-radius relation has been found and its accuracy has been estimated. The importance of the simple 
analytical expression has been clarified in theoretical calculations, studies of the dynamics of a binary star system 
and practical analyses. The work pursues scientific-pedagogical, theoretical and practical aims. The obtained results 
can be directly used to explain the observational data in the analysis and the study of physical processes in 
astronomy, celestial mechanics, relativistic astrophysics, physics of compact objects and cosmology.
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Аннотация. Жумыста теориялык тургыдан статикалык жэне температурасы нелге тен ак ергежейлi 
жулдыздардын масса, радиус, орталык тыгыздык, орталык кысым, гравитациялык потенциал жэне 
компактылык сиякты негiзгi параметрлерi классикалык физика жэне жалпы салыстырмалык теориясында 
аныкталды. Осы максатта Чандрасекар жуыктауында айныган электрондык газдын куй тендеуi, массанын 
баланс жэне гидростатикалык тепе-тендiк тендеулершен туратын дифференциалдык тендеулер жуйесi 
елшемаз турге келтiрiлiп, сандык интегралдау эдiстерi аркылы шешiлдi. Есептеулер барысында, 
классикалык физика жэне жалпы салыстырмалык теориясы аясында масса-орталык тыгыздык, масса-радиус, 
масса-компактылык параметрi жэне гравитациялык потенциал-радиус катынастары тургызылды жэне 
нэтижелерi езара салыстырылды. Жалпы салыстырмалык теориясынын эффектiлерi Чандрасекар шепне 
жакындаганда, дэлiрек айтсак, улкен массалар мен кiшi радиустарда, ягни куштi гравитациялык ерiсте 
мацызды рел аткаратыны аныкталды. Ал аз массалар мен улкен радиустарда гравитациялык ерютщ элаз
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болуына байланысты классикальщ физика мен жалпы салыстырмальщ теориясыньщ арасындагы 
айырмашыльщтьщ азаятыны айцын кeрсетiлдi. Сонымен б1рге,Ь классикалыц жэне релятивтiк масса-радиус 
цатынастары Yшiн аналитикалыц ернек табылды жэне оньщ цолдану дэлдiгi багаланды. Теориялыц 
есептеулерде, цос ж^лдызды жYЙелердiн динамикасын зерттеуде жэне практикалыц анализ жасау барысында 
царапайым аналитикалыц eрнектердiн мацызы айцындалды. Ж^мыс гылыми-педагогикалыц, теориялыц 
жэне практикалыц сипатца ие. Алынган нэтижелердi астрономияда, аспан механикасында, релятивтiк 
астрофизикада, шагын объекттер физикасында жэне космологияда бацылаудан алынган мэлiметтердi талдап 
тYсiндiру Yшiн жэне физикалыц Yрдiстердi зерттеу Ymrn тiкелей цолдануга болады.

Kipicne. Ац ергежейл1 (АЕ) ж^лдыздар массасы КYн массасына Mq жуыц, ал радиусы 
шамамен ^ н  радиусынан Rq  жYЗ есе юш^ ягни келем1 Жер шамалас шагын ж^лдыздар. 
0лшемдер1 юш^ массасы Yлкен болгандыцтан ац ергежейл1 ж^лдыздардыц орташа тыгыздыгы 
(106г/см 3 =  1 т /с м 3) эдеттеп ж^лдыздардыц тыгыздыгынан миллион есе жогары [1]. Осындай 
Yлкен тыгыздыцта атомдагы электрондыц цабыцшалар б^зылып, атомдар иондалады. Электрондар 
белгш  б1р ядрога тш сп болмай, ж^лдыздыц 1ш1нде барлыц келем бойынша цозгалып, айныган 
электрондыц газды тYзедi. Айныган электрондыц газ кванттыц табигатца ие жэне классикалыц 
физикада оныц баламасы жоц. Ол кванттыц механикадагы фермиондар Yшiн орындалатын Ферми- 
Дирак статистикасымен сипатталады.

Паули принципi бойынша барлыц кванттыц сандары бiрдей екi электрон бiр кванттыц 
децгейде (кYЙде) бола алмайды. Ягни, Паули принципi эрбiр электрон алатын фазалыц кещ спктеп 
ш екп кiшi кeлемдi бекiтедi. Дэл осындай жагдай ац ергежейлi ж^лдыздардыц тепе-тецщк 
конфигурацияларына тэн: электрондар ец кiшi кeлемдi алган жэне гравитациялыц сыгылу осы 
электрондыц газдыц цысымымен тецгершген [1-4].

Сонымен цатар, ац ергежейлi ж^лдыздардыц iшкi цысымы ондагы айныган электрондыц 
газдыц цысымымен аныцталады. Осы себептен ац ергежейлi ж^лдыздар кейде айныган 
ергежейлiлер немесе айныган ж^лдыздар деп те аталады. Ац ергежейлщеп ац сeзi осы кластагы 
бiрiншi ашылган ж^лдыздардыц (40 Эридиан жэне Сириус В -  ыстыц ац ергеж ейт ж^лдыздар) 
тYсiмен байланысты. Ж^лдыздыц тYсi оныц беткi температурсына байланысты. Егер ац ергежейлi 
ж^лдыздар eте ыстыц болса, олар кeгiлдiр-ац тYC шыгарады, ал суыган сайын цызыл тYCке царай 
eзгере бастайды [1].

^алыпты (бас тiзбектегi) ж^лдыздарда eздiк гравитациялыц тартылу кYшi термоядролыц 
реакциядан бeлiнетiн жылулыц энергиямен жэне газдыц цысымымен тецгершедь Ац ергежейлi 
ж^лдыздар массасыныц жогаргы шегi 8 M q  дешн болатын бас тiзбектегi ж^лдыздар 
эволюциясыныц соцгы сатысына жатады. Оларда ядролыц синтез реакциясы жYрмейдi. Сондыцтан 
жеке ац ергежейлi ж^лдыздарда цосымша энергия кeзi болмайды, тек пайда болганнан цалган 
жылулыц энергия цорыныц Yлесiнен жарыц шыгарады. Ал оларды гравитациялыц коллапстан 
сацтап, орныцты кYЙде ^стап т^ратын кэдiмгi газдыц жылулыц цысымы емес, тек кванттыц 
айныган электрондыц газдыц цысымы. Массасы Yлкен ац ергежейлi ж^лдыздарда температураныц 
рeлi мардымсыз. Сол себептi бiрiншi жуыцтауда ж^лдыз затыныц температурасын ескермеуге 
болады, тек цысым мен тыгыздыцтыц eзара тэуелдш гш  царастыру жеткiлiктi. К^сым мен 
тыгыздыц арасындагы бiрмэндi байланыстыц нэтижесiнде, теория масса мен радиустыц арасында 
бiрмэндi цатынас болатынын кeрсетедi. Алайда ац ергеж ейт ж^лдыздыц цалыпты ж^лдыздардан 
тагы бiр айырмашылыгы олардыц массасы eскен сайын, радиусы кiшiрейе бередi. Б^л кYЙ 
тендеуiнiц кванттыц жэне релятивиспк сипатца ие болганныц салдары болып табылады [1].

Сонымен цатар, ац ергежейлi ж^лдыздыц массасыныц жогаргы ш еп бар. Ол Чандрасекар шегi 
Mch *  1.457 Mq деп аталады [5, 6]. Оны Субраманьян Чандрасекар 1931 жылы eзiнiц ж^мысында 
^ р с е ™ . Басцаша айтсац, б^л шек ац ергеж ейт ж^лдыз болудыц жогаргы шеп. Ягни ядросыныц 
массасы осы шектен аспайтын ж^лдыздар eмiрiнiц соцгы кезш ац ергежейлi ж^лдыз ретiнде 
eткiзедi. Мэселен, КYн де eмiрiнiц соцында ац ергежейлi ж^лдызга айналады.

Егер ац ергежейлi ж^лдыздар басца типтеп ж^лдыздармен цос жYЙеде болса, жагдай мYлдем 
басцаша орын алуы мYмкiн. Мысалы, ац ергежейлi ж^лдыз бен бас пзбектеп ж^лдыз цос жYЙеде 
болса, ац ергежейлi серiгiнiц массасын аккреция арцылы алуы мYмкiн. М^ндай жагдайда оныц
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массасы Чандрасекар шегшен артып Ia типтi аскын жана жарылыска алып келедi. Осы iспеттi 
мысалдар ете кеп [7, 8].

Жумыстын 1-шi белiмiнде классикалык физика (КФ) жэне жалпы салыстырмалык 
теориясындагы (ЖСТ) гидростатикалык тепе-тендiк тендеулерi (Толмен-Оппенгеймер-Волков 
тендеуi [9, 10, 11]); 2 ^ i  белiмiнде айныган электрондык газдын куй тендеуц 3-шi белiмiнде 
тендеулердi елш емаз турге келтiрудiн жолдары; 4-шi белiмiнде дифференциалдык тендеудщ 
бастапкы шарттары берш п, сандык шешiмдерi керсетiледi жэне масса-радиус катынасы ушiн 
аналитикалык ернек усынылып, дэлдiгi багаланады; 5-шi белiмде жумыстын нэтижелерi 
корытындыланып, болшагы жэне манызы туралы талкыланады.

Г идростатикалы к тепе-тецдж тецдеуь Кез-келген статикалык жулдызга эсер ететш екi куш 
бар: бiрiншiсi ездiк гравитациялык (тартылыс) кушi жэне екш ш ю  iшкi кысым кушi. Тепе- 
тендiктегi жулдыздарда ездiк гравитациялык тартылу кушi шамасы жагынан тен, ал багыты 
жагынан карама-карсы жулдыз затынын iшкi кысым кушiмен тенгерiледi. Мысалы калыпты 
жулдыздарда бул газдын жылулык козгалыс кысым кушi, ак ергеж ейт жулдыздар ушiн бул 
айныган электрондык газдын кысым куш^ ал нейтрондык жулдыздарда бул айныган нейтрондык 
газдын кысым кушь Осы екi куштщ тендiгi негiзiнде жулдыздын курылым тендеулерi корытылып 
алынады [1-5]. Ньютондык сфералык-симметриялык жэне статикалык жулдыздар ушiн ш ю  
курылым тендеулерi келесi турде бершедк

^  2p{r), (1)
dr

dP{r) / \G m (r)
- P J -  = - p ( r )— 2 ^ ,  (2)

dr r 2

мундагы, m(r) -  жулдыздын ш в д е п  r радиуспен шектелген сферанын массасы, P(r) -  жулдыз 
затынын кысымы, p (r ) -  жулдыз затынын тыгыздыгы жэне G -  гравитациялык туракты. (1)-шi 
тендеу жулдыз массасынын, ал ( 2 ) ^ i  тендеу кысымнын радиус бойынша калай езгертiндiгiн 
керсетедi. Сонымен катар, ( 1 ) ^ i  тендеу массалык баланс, ал ( 2 ) ^ i  тендеу гидростатикалык тепе- 
тендш тендеуi деп аталады.

Массалык тыгыздык пен энергиялык тыгыздык арасындагы байланыс темендегiдей 
керсетiлген:

р М ^ ,  (3)

мундагы, s(r ) -  энергиялык тыгыздык с -  жарык жылдамдыгы. Жогарыдагы (1) жэне (2) iшкi 
курылым тендеулерш (3) катынасын ескерiп, энергиялык тыгыздык аркылы жазуга болады.

Ньютондык сфералык-симметриялык жулдыздын ш ю  гравитациялык потенциалы келес 
ернекпен аныкталады:

dp(r) _ Gm(r)

r
ал сырткы потенциал

dr ..2 , (4)

p(r ) = -  G M , (5)r

мундагы, M  = m (r = R )  -  жулдыздын толык массасы, R  -  жулдыздын толык радиусы.
Жалпы салыстырмалык теориясында сфералык-симметриялык статикалык жулдыздардын 

iшкi курылым тендеулерi келесi турде берiледi:

c
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dm{r )
dr

= 4ш  2 p{r  ),

dp{r) = - p { r ) Gm{r) (
dr

P{r) Y i 4 a  3p{r  )Y  2Gm{r )1 +
P {r )c 2

1+

m{r )c2
1-

c 2 r

-1

(6)

(7)

мундагы (7)-mi тецдеу жалпы салыстырмалык теориясындагы идеал суйык сфераныц 
гидростатикалык тепе-тецдш тендеу1, эдебиетте Толмен-Оппенгеймер-Волков (ТОВ) тендеу1 деген 
атпен белгш  [9]. Бул тендеуд1 Эйнштейннщ гравитациялык ерю тендеулершен немесе энергияныц 
локальды сакталу зацынан корытып алуга болады. Тецдеудщ толык корыту жолы [3, 11] 
эдебиеттерде керсетшген. (7) тецдеушщ классикалык шепнде (2) тецдеу! шыгады.

Жалпы салыстырмалык теориясындагы сфералык-симметриялык жулдыздыц ш ю  
гравитациялык потенциалы мына турде бершген

dp{r ) Gm{r )f^ 4 а  3 P{r )Y , 2Gm{r )
dr

ал жулдыздыц сырткы потенциалы
mlr{г )c2

1 - -
c2r

-1
(8)

p{r) = —  ln I 1 -
2

2GM
c2r

(9)

Сэйкестш принциш бойынша, (8) жэне (9) тецдеулершщ классикалык шег1нде белгш  (4) жэне 
(5) тецдеулер1 алынады.

Ак ергежейл1 жулдыздардыц непзп  параметрлерш аныктау жогарыдагы (1), (2) тецдеулер 
жуйесш шешу аркылы табылады (ЖСТ ак ергежейл1 жулдыздары ушш (6), (7) тецдеулерд1 шешу 
кажет). Алайда б ел п аз  саны ушеу ( m , p ,  p ) болгандыктан, жуйеге юретш тецдеулер саны да 
сэйкесшше ушеу болуы кажет. Сол себепп, Чандрасекар жуыктауы бойынша, ак ергежейт 
жулдыздардыц заттын сипаттайтын айныган электрондык газдыц куй тецдеу1 Ymiнmi тецдеу 
ретвде колданылады.

А й н ь^ан  электронды к газдыц куй тецдеуг Ак ергежейлi жулдыздыц толык тыгыздыгы екi 
кураушыдан турады: нуклондардыц тыгыздыгы жэне электрондардыц тыгыздыгы. 
Электрондардыц массасы нуклондардыц массасымен салыстырганда аз, сондыктан 
Чандрасекардыц жуыктауы бойынша толык тыгыздыкка косатын Yлесi ескерiлмейдi [1-5, 11, 12]. 
Ягни массалык тыгыздык

p{r) = 3 2  ^  K ,  I A  |y3 {r
(  Y m

3 v m n J 2 1 Z
(10)

Сонымен катар нуклондардыц кинетикалык энергиясы электрондардшмен салыстырганда ете 
аз болгандыктан, толык кысымга косатын Yлесi де елеушз, сондыктан толык кысым Ферми-Дирак 
статистикасымен сипатталатын релятивтiк айныган электрондык газдыц кысымымен аныкталады 
[12]:

P{r ) = -
4

1 m '
mv mn J

y{r ){2 y  2 {r ) -  3V 1 + y  2 {r ) + 31n |  y {r ) ^ 1 + y  2 {r ) j

Kn  =

4 5 
mnc

3 2 а 2Й3
жэне vlry{r ) =-

(11)

мундагы m  -  электронныц массасы, m„ -  нуклонныц массасы, A  -  атомдык масса, Z  -  
протондардыц саны, ал K n -  туракты, y{r) -  елш емаз Ферми импульс!

\ _ P f  {г ) (12)

r

2r

c

4
3

mec
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p F (r) -  электронньщ Ферми импульсi, h -  келнршген Планк турактысы.

Жогарыдагы жуыктауда, ак ергежейлi жулдыздер непзшен KeMipTeri 12 C , OTTeri16 O жэне

магний 22Mg сиякты A Z  = 2 болатын элементерден турады жэне электрлш бейтарап деп 
eсeптeлiнeдi [1, 3, 4]. Осыган орай, 6i3 де A Z  = 2 деп аламыз.

Тецдеулердi eлшемсiз турге келп ру . (1)-(2) жэне (6)-(7) дифференциалдык тецдеулер 
жуйелершщ шeшiмдepiн аналитикалык турде алу мYмкiн болмагандыктан, сандык интегралдау 
эдютерше жYгiнeмiз. Есeптeулepдi жещлдету Yшiн тeндeулepдi eлшeмсiз турге кeлтipiп аламыз. 
Ол ушш физикалык шамаларды eлшeмсiз шамалар аркылы epнeктeймiз:

r  = b x , (13)
2>

m(r ) = ~ ^ r m* (x), (14)

2

P (r) = ЛЧ.2 P  (x),Gb2 (15)

4
P(r  )=  c P* (x),

W  Gb2 У ' ,
(16)

(p )r II c 2 p * )x (17)

мундагы b -  елшем бipлiгi узындыкка сэйкес келетш параметр, x -  eлшeмсiз радиал 

координат, m (x) -  eлшeмсiз масса, р  (x) -  eлшeмсiз тыгыздык, P* (x) -  eлшeмсiз кысым жэне

p  (x) -  eлшeмсiз потенциал.
Ары карай, (13)-(16) epнeктepiн (1)-(2) тeндeулepiнe койып, сэйкес ньютондык eлшeмсiз 

курылым тецдеулерш аламыз

d P * M = _ р . (r ) m !£ )
dx x

= 4« V  (x) .
(18)

dx

Дэл осылай (13)-(16) epнeктepiн (6)-(7) тецдеулерше койып, eлшeмсiз peлятивтi курылым 
тeндeулepiн жазамыз:

dP*(x) = _p *(x ) m (x)
dx x2

i + P ^ '

p '  (x)
1 +

4 m 2 P* (x) 

m* (x )

2 m* (x) 
1------------

_1

(19)
dm (x)

dx
= 4mr2p  (x).

x

0зipгe б елп аз b паpамeтpiн (13)-(16) epнeктepiн (11)-ге кою аркылы аныктап аламыз. Сонда

Gb'
-P  * (x ) =

л 4 44 ma m„c4 5

3 m4 32m2h3
y(x)(2 y  2 (x) _ 3 ^  1 + y  2 (x) + 3 ln f  y(x) + -y/1 + y  2 (x)

осыдан кажeттi кыскартуларды жYpгiзгeннeн кeйiн, бул epнeк мынандай турге кeлeдi

P  * (x) = -
1 m^Gcb2

3 8m h2t 3 y(xj(2 y  2 (x)_ 3 ^  1 + y  2 (x) + 3ln f  y (x )+ ^  1 + y  2 (x)

(20)

(21)

4c
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m4 G cb 2
егер мундагы ------ ------= 1 деп тандап алсац, онда b параметршщ мэш

h 3

b =
h3 h N  h d G

Gcm4 cV hc / G m„V e У
(22)

тен болады. (13)-(16) жэне (22) ернектерш (10)-(11) тендеулерше цоямыз да eлшемсiз куй тендеуi 
табамыз

P * (x) = 2^  у Х 2 у 2( x ) — 1 + y 2(x) + 3 ln( y (x) W 1 +y 2(x)]

p *  (x(x)= 3л mp V ZA )y3 ( x ) .

(23)

Сонымен цатар, eлшемсiз ньютондыц сыртцы гравитациялыц потенциал келес турге 
келтiрiледi

M  *
Р* (x) = — - (24)

ал елшемшз релятивтiк сыртцы гравитациялыц потенциал

2M  *
р * (x(x) = 1]n  I 1 —: (25)

Ш екаралы к ш арттар. (18) жэне (19) дифференциялыц тендеулер жуйелерш шешу ушiн 
шекаралыц шарттар бершу цажет. Бiрiншi шарт жулдыздын ортасында берiледi, ягни x = 0  -де 
тыгыздыцтьщ мэнi р *  (0) = р с тандалып алынады. Орталыц тыгыздыцтан (23) ернек арцылы 

орталыц eлшемсiз Ферми импульсш аныцтап аламыз y(0 ) = y c . Сонымен орталыц тыгыздыц
берiлсе, Ферми импулсi арцылы орталыц цысымды тауып аламыз. Екiншi шарт массанын 
регулярлыц шарты деп аталады жэне ол жулдыздын ортасында мына турде берiледi: m  * (0) = 0  [1,

3]. Yшiншi шарт жулдыздын бетшде P  * (xs) = 0 арцылы бершед^ мундагы x  = xs жулдыздын
елшемшз толыц радиусы.

Ал техникалыц тургыдан дифференциалдыц тендеулердi сандыц интегралдау xi = 10—10 бастап

x f  = 104 дейiн жургiзiледi жэне xs осы аралыцта жатады: x. < xx < x ^ . Себеб^ тендеулердi x;- = 0

бастап сандыц интегралдау аныцталмагандыцца алып келедi, сондыцтан интегралдаудын тeменгi
ш еп xt = 10—10 басталады. Жулдыздын x  eлшемсiз радиусына сэйкес элементшщ тыгыздыгы

Pc(xi) =  10kG b 2 / c 2 деп eзiмiз аламыз, мундагы k  =  4,5,6,...,12  аралыгында eзгередi. Ал
массанын регулярлыц шарты x  ушiн ендi тeмендегiдей жазылады

m c(x, ) = 4  л  x 'P c . (26)

Орталыц цысым, жогарыды кeрсетiлгендей (23) жуйедегi тыгыздыцтын eрнегiнен р *  (xt ) = р с 
жэне y(x t ) = y c арцылы табылады.

Сандыц интегралдаудын жогаргы ш еп x^ = 104 деп берiледi. (18) жэне (19) жуйелердщ 

сандыц шешiмi x t < x  < xs аралыгында табылады, мунда P  * ( x ) = 0 шарты орындалганда сандыц

-------  54 -------
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интегралдау токтатылады, ягни x s ылги х^ -тен rami болуы шарт. Осылайша (13) жэне (17)

тецдеулершщ кeмегiмен eлmемсiз шамалардан елшем 6!рл ш  бар физикалык шамаларды кайта 
калпына келтiрiп аламыз.

С анды к нэтижелер. Ак ергежейлi жулдыздардыц кысымы мен тыгыздыгы арасындагы 
байланыс (23) куй тендеуi аркылы берiледi жэне ол 1-суретте кeрсетiлген. Бул суреттен тыгыздык 
пен кысымныц бiр-бiрiне тура пропорционал екенiн керуге болады.

1027

rj
Е
^  ю22OJ
С

2L
а. 1017 

1012

0.01 10 ю4 ю7 ю10 ю13
р  [g/cm3]

1 сурет -  Ак ергежейт жулдыздар к;ысымынын орталык тыгыздыкка тэуелдшп.

Сонымен катар (18) жэне (19) ж уйелервдеп дифференциалдык тендеулердi, куй тецдеуiн (23) 
жэне бершген шекаралык шарттарды колдана отырып mеmiп, жулдыз массасыныц орталык 
тыгыздыкта тэуелдiлiгiн аламыз. Бул тэуелдш к 2-суретге кeрсетiлген. Орталык тыгыздыктыц 
артуымен катар ак ергежейлi жулдыздыц массасы да артады, алайда массаныц ш еказ артуы 
мумкш емес жэне ол Чандрасекар шегшен асып кете алмайды [5, 6].

р  [g/cm3]

2 сурет -  Ак ергежейт жулдыздардыц масса-орталык тыгыздык катынастары. Узж сызыктар 
ЖСТ-дагы, ал тутас сызыктар КФ-дагы АЕ жулдыздар Ymin.

Ары карай, жулдыздыц масса-радиус катынасын аламыз (Сурет-3). Суреттен кeрiнiп 
тургандай, ак ергежейлi жулдыздардыц бас тiзбектегi жулдыздардан айырмашылыгы: радиус 
кемiген сайын олардыц массасы артады. Бул ерекшелш куй тецдеушде релятивтiк тYзетулердiц бар 
болуымен тYсiндiрiледi [13].
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Сонымен бipгe, ЖСТ мен КФ арасындагы непзп  айырмашылык АЕ-ц массасы арткан сайын 
анык байкалады. ЖСТ-да массаныц КФ-тагы массадан аз болуы да гидростатикалык тепе-тецдш 
тeндeуiндe релятивнк тYзeтулepдiц болуымен байланысты. Мунда массаныц артуы гравитациялык 
epiстi кYшeйтeдi. Осыныц салдарынан бepiлгeн тыгыздыкты алу Yшiн ЖСТ-да КФ-мен 
салыстырганда азырак масса кажет.

ЖСТ-дагы шeктiк тыгыздыкка сэйкес келетш максимум масса орныктылыкты аныктайтын 
шарт болып табылады. Алайда классикалык физикада ак epгeжeйлi жулдыз максимум массага 
радиус нeлгe, ал орталык кысым, орталык тыгыздык жэне бетпк гравитациялык потенциал 
шекшздшке умтылганда жетедь Физикалык тургыдан олай болуы мYмкiн емес. Сeбeбi, теориялык 
тургыдан карастырганда, ак epгeжeйлi жулдыздарда орталык тыгыздыктыц, сэйкeсiншe, орталык 
кысымныц шeктiк мэш бар жэне ол орныктылыкты аныктайтын шарт болып табылады. Егер 
тыгыздыктыц мэш осы ш екпк мэннен асып кетсе, жулдыз нейтрондык жулдызга айналу керек,
болмаса Ia типтeгi аскын жаца peтiндe жарылуы керек. Сондыктан, классикалык физикада 12 C - 
ден туратын ак epгeжeйлi жулдыз Yшiн нейтрондалу (кepi бета ыдырау) тыгыздыгын шeктiк мэн 
деп тандап алында да, соган сэйкес кeлeтiн максимум масса, радиус, кысым жэне бетпк 
гравитациялык потенциал eсeптeлiндi (1-кeстeнi карацыз).

Кесте-1. АЕ-дщ КФ жэне ЖСТ-дагы максимум массасына сэйкес келетш радиусы, 
орталык; тыгыздыгы, кысымы жэне бетпк потенциалы.

Mmax [М©] R [км] Рс [г/см3] P [дин/см2] Ф [см2/с2]
Классикалык 
физика (КФ) 1.447 878.01 3.97-1010 6.67Т028 6.49-1018
Жалпы
салыстырмалык 
теориясы (ЖСТ)

1.425 905.34 3.56-1010 5.77-1028 6.25-1018

о .о1----------------- ------------------ ------------------ *----------------- *----------------- --
О 5 10 15 20 25

R [103 kni]
3 сурет -  Ак ергежейт жулдыздардыц масса-радиус катынастары. Узж сызыктар 

ЖСТ-дагы, ал тутас сызыктар КФ-дагы АЕ жулдыздар ушiн

Статикалык ак ергеж ейт жулдыздардыц масса-радиус катынастары Yшiн аналитикалык epнeк 
табылды. Оныц нэтижес 4-суретте тутас кисык аркылы кepсeтiлгeн жэне ол курылым тeцдeулepiн 
сандык интегралдаумен алынган шeшiмгe сэйкес келш тур. Ол epнeктiц тYpi тeмeндeгiдeй

M q  a + d R + e R 2+ f R 3+nR*  ’
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мундагы a, d, е, / ,  п  -  сандыц шешiмдер арцылы есептелетiн турацты коэффициенттер. Бул ернек
[14] эдебиетте алынган ернекпен пара-пар, тек коэффициенттердщ мэнiнде езгешелш бар. 
Олардыц мэнi КФ жэне ЖСТ-да есептелiндi (Кесте-2) жэне цателiктерi 1% -дан аз болатыны 
аныцталды.

Статикалыц ац ергежейлi жулдыздар ушш табылган аналитикалыц ернектщ тYрi классикалыц 
физикада жэне жалпы салыстырмалыц теориясында бiрдей. Олар тек цана коэффициенттершщ 
мэндерiмен гана шамалы езгешеленедi.

2 кесте -  Ац ергежел1 жулдыздар ушн массаныц радиусца тэуелдшгш керсететш аналитикалыц ернектеп
параметрлердщ мэндер1

Коэффициенттер Классикалыц физика Жалпы салыстырмалыц 
теориясы

а [км] 6.11 14.65
d [км0] 0.664 0.665
e [км-1] 2.26-10’5 2.17-10-5
/[км'2] - 1.50Т0’9 - 1.3810-9
n [км-3] 1.35̂ 10-12 1.3440’12

Дифференциалдыц iшкi цурылым тецдеулерш шешу кYрделi жумыс. Уацытты унемдеу 
мацсатында (27) аналитикалыц ернект цолданып, масса-радиус цатынасын радиустыц 340 км-ден 
бастап 24000 км-ге деш нп аралыгында 1% -дан аз цателшпен жецш аныцтауга болады. Осы 
аналитикалыц ернекп ац ергежейлi жулдыздардыц динамикасын зерттеуге тiкелей цолдануга 
болады.

а)

4 сурет -  а) КФ-даты АЕ-лер: тутас сызыц -  аналитикалыц 
даты АЕ-лер: тутас сызыц -  аналитикалыц i

Ъ)

•с, узж сызыц -  ньютондьщ цурылым тецдеулерц b) ЖСТ- 
:, уз1к сызыц -  ЖСТ цурылым тецдеулер^

Жулдыздар Yшiн ЖСТ-ныц мацыздылыгы компактылыц параметрi арцылы керсетiледi. 
Компактылыц параметрi деп R g /R  цатынасы аталады, мундагы R g = 2Gm / c 2 Шварцшильд

радиусы. Бул параметр артцан сайын гравитациялыц ерю кушейе тусед^ сэйкесшше ЖСТ-ныц 
эффектерi айцын керше бастайды.

АЕ жулдыздыц компактылыц параметрi мен массасыныц арасындагы байланыс тургызылды 
(Сурет-4). Масса мен компактылыц параметршщ цатынасынан керiнiп тургандай, жулдыздыц 
массасы негурлым артцан сайын, жулдыз согурлым шагын болады.
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4 сурет -  А; ергежейлi жулдыздардыц масса-компактыльщ napaMeTpi кат^1настары.
Узж сызыжтар ЖСТ-дагы, ал тутас сызыжтар КФ-дагы АЕ жулдыздар уш1н.

Ак ергеж ейт жулдыздыц бетшдеп гравитациялы; потенциалдыц модул1 мен радиусыныц 
арасындагы байланыс 5-суретте керсетшген. (24) жэне (25) ернектерден кершш тургандай, 
жулдыздыц радиусы кемш, массасы арт;ан сайын оныц бетшдеп гравитациялы; потенциал да 
арта береди Ньютонды; физикадагы жэне жалпы салыстырмалык теориясындагы жулдыздардыц 
бетпк потенциалдардыц айырмашылыгы улкен массаларда жэне юш1 радиустарда бш недь

5 сурет -  А; ергежейлi жулдыздардыц беткi потенциал-радиус катыснастары. Уз1к сызыжтар 
ЖСТ-дагы, ал тутас сызыжтар КФ-дагы АЕ жулдыздар ушiн.

^оры ты н д ы . Жумыста а ;  ергежейл1 жулдыздардыц непзп  параметрлер1 
(R,M , р , P ,ф, Rg / R ] ньютонды; физикада жэне жалпы салыстырмалы; теориясында есептелшдь

Н епзп  параметрлерд1 аны;тау ушш ньютонды; жэне релятивтш ;урылым тецдеулер1 (Толмен- 
Оппенгеймер-Волков тецдеу^ жэне Чандрасекар куй тецдеу1 ;олданылды. Барлы; 
дифференциалды; тецдеулер елшемс1з турге кели рш т, алдын ала аны;талган шекаралы; 
шарттармен санды; турде шешшдь Санды; есептеулер Wolfram Mathematica 10 багдарламасында
[15] журпзшдь

Есептеулердщ нэтижес1нде кысым-орталык тыгызды;, масса-тыгызды;, масса-радиус, масса- 
компактылы; параметр1 жэне бетпк потенциал-радиус ;атынастары тургызылып, ЖСТ 
эффектшершщ улкен массаларда, улкен тыгызды;тарда жэне юш1 радиустардагы мацыздылыгы 
керсетшдь Масса-радиус ;атынасы ушш аналитикалы; ернек табылды жэне ;ателш  багаланды.
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Болашак гылыми жумыстарда ак ергеж ейт жулдыздардыц химиялык курамы [16], 
температурасы [17] жэне eз eсiнeн айналу периоды [18-20] eскepiлeдi. Сонымен катар, олардыц 
жулдыз курылымына эсepi жан-жакты зepттeлeдi. Ак epгeжeйлi жулдыздардыц физикалык 
моделшщ шынайылыгын нактылау Yшiн теориялык есептеулер бакылаудан алынган деректермен 
[21-23] салыстырылады. Жумыстыц нэтижeлepi осы багытта жасалган зерттеулерге сэйкес кeлeдi 
жэне оларды астрономия, астрофизика мен космология салаларында тiкeлeй колдануга болады.

АлFыс бiлдiру. Жумыс КР БFМ-нiц ИПС-11 грантыныц колдауымен орындалды. Сонымен 
бipгe, К А . Бошкаев КР БFМ-нiц «2015-2016 жылгы Yздiк жас галым» шэкipт акысынан, «2015 
жылгы ЖОО-ныц Yздiк окытушысы» грантынан колдау алды.
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ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОСНОВНЫХ ПАРАМЕТРОВ 
БЕЛЫХ КАРЛИКОВ

К.А. Бошкаев, Б.А. Жэми*, Ж.А. ^алымова, Г.Ш. Балгимбеков,
А.С. Таукенова, Ж.Н Бришева жэне Н  ^ойшыбаев

НИИЭТФ, КазНУ имени аль-Фараби, Алматы, 050040, Казахстан

Ключевые слова: статические белые карлики, уравнения структуры, вырожденный электронный газ, уравнение 
состояния, классическая физика, общая теория относительности.

Аннотация. В работе теоретически были определены основные параметры статических белых карликов при 
нулевой температуре, такие как масса, радиус, центральная плотность, центральное давление, гравитационный 
потенциал и параметр компактности в классической физике и в общей теории относительности. С этой целью система 
дифференциальных уравнений, состоящая из уравнения состояния вырожденного электронного газа в приближении 
Чандрасекара, уравнений баланса массы и гидростатического равновесия была приведена в безразмерный вид и решена 
методами численного интегрирования. В процессе вычисления были построены соотношения масса-центральная 
плотность, масса-радиус, масса-параметр компактности и гравитационный потенциал-радиус в классической физике и в 
общей теории относительности, и результаты были сопоставлены между собой. Было показано, что эффекты общей 
теории относительности играют важную роль вблизи предела Чандрасекара, точнее говоря, при больших массах и 
маленьких радиусах, то есть в сильных гравитационных полях. Однако при малых массах и больших радиусах из-за 
слабости гравитационного поля разница между классической физикой и общей теории относительности практически 
исчезает. Более того, было найдено аналитическое выражение для соотношений массы и радиуса в классической физике 
и в общей теории относительности, и была проведена оценка точности данного выражения. К тому же была прояснена 
важность простых аналитических выражений в теоретических расчётах, исследованиях динамики двойной звездной 
системы и в практических анализах. Работа носит научно-педагогический, теоретический и практический характер. 
Полученные результаты можно непосредственно использовать для анализа и объяснения наблюдательных данных и для 
исследования физических процессов в астрономии, небесной механике, релятивистской астрофизике, физике 
компактных объектов и космологии.
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