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ON COMPRESSIBILITY AREA OF UNSTABLE 
DIFFERENCE-DYNAMIC SYSTEMS AND DETERMINATED CHAOS

Abstract. In this paper saddle-point bifurcation is studied. It is shown that as a result of bifurcation or collision 
of stable and unstable points, they leave the area. In other words, they go into chaos, i.e. in a state of disorder. Here 
the normalization method is used to identify the bifurcation point. Unstable in the sense of Lyapunov difference- 
dynamic systems are considered.

In the first part of the paper, the transformation of linear systems in instability case is given. A linear system 
with a diagonal matrix is considered. It is shown that in a neighborhood of zero this system is not reduced to a 
special form with the help of non-degenerate transformations. It is proved that for non-degenerate transformations 
the trajectories of a system of a special form from a neighborhood of the origin cannot be displayed in the trajectory 
of solutions of a given linear system. Thus, the topology of the neighborhood of the zero point of a system of a 
special form does not transform into the topology of a given system in a neighborhood of zero. The causes of the 
contradiction obtained by applying this method are shown.

In the second part, analytic difference-dynamical systems and analytic homeomorphisms are considered. Also 
compressive difference-dynamical systems are investigated. The concept of O -compressing difference-dynamical 
systems is given. It is shown to which system the O -compressing difference-dynamical systems are isomorphic.

Key Words: difference-dynamic system, bifurcation, stability, homeomorphism, chaos.

Introduction. The word "chaos" comes from the Greek. Initially, it meant an infinite space that 
existed before the appearance o f everything else. Later, the Romans interpreted chaos as the original raw 
formless mass, into which the creator brought order and harmony. In the modern sense, chaos means a 
state o f disorder and an irregularity o f physical processes, which is called hydrodynamic and plasma 
turbulence.

The theory o f turbulence, it would seem, should be completely based on classical macroscopic 
equations: Navier-Stokes equations, equations o f gas dynamics, etc. However, it is not yet possible to 
derive the main characteristics o f turbulent motion from macroscopic equations and we have to resort to 
additional considerations.

Until recently, the Landau hypothesis reigned supreme in the theory o f the appearance o f turbulence
[1,2]. This theory he expressed in 1944. Similar considerations were put forward by Hopf [3] in 1948.

Landau's theory connects the emergence o f turbulence with instability. This is certainly true, but how 
Landau's theory does this will require substantial refinement. Landau's theory indicates only one o f the 
possible variants o f the appearance of turbulence and, apparently, is far from the most important. The 
modern theory o f bifurcations offers many other ways [3-10].

These are new ways o f randomization and stochatization o f fluid motion, different from those 
indicated by Landau.
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According to Landau, the occurrence o f turbulence occurs as a result o f a sequential series o f stability 
loss by the equilibrium state, by the periodic motion, by the bipolar motion and etc., as a result o f which 
the motion becomes multi-periodic:

V (t) =  f  (Wot, w /,..., Wnt),
here w0,W j,..., wn are the frequencies. The function f  {фг,ф2, . . . ,фп) as a function of variables ф,ф2,...,фп 
is periodic for each o f them with the period 2n  . Ruelle and Tuckens [10] drew attention to the fact that 
the path indicated by Landau is not common, that the common possibility is the formation o f a strange 
attractor [7]. But how a strange attractor arises, they have not investigated.

Statements by Yu.I. Neymark [11] on turbulence is the result o f his study o f homoclinic structures 
discovered by A. Poincare [12].

In the description o f turbulence, against the background of chaos theory, one result stands out in a 
special way. This is a period doubling cascade discovered by the Los Alamos physicist Mitchell 
Feigenbaum [6,7].

One interesting aspect o f the cascade o f period doubling or fork-shaped bifurcation (Feigenbaum 
scenario) is that when you notice it during an experiment, you will not confuse it with anything else. In 
addition, it is known that chaos exists beyond the cascade. Therefore, the observation o f the Feigenbaum 
cascade in hydrodynamics is particularly convincing evidence that modes must yield to chaos.

In this paper, we study bifurcation o f the “saddle point” type. And the result o f a collision 
(bifurcation) of stable and unstable fixed points is showed, as a result of which both disappear (leave the 
region) i.e. this point go into chaos. The use o f the normalization method to identify the bifurcation point 
is used for the first time for difference-dynamic systems unstable in the sense o f Lyapunov [13-15].

I Transform ation of linear systems in instability case

Inability to make a special appearance. Consider the linear system

x +1 =  A x , {x n = x 1, . . . ,  xm e  R m).n + 1 n 5 У n n  ’ n J

Without loss o f generality, we can consider diagonal matrix A and restrict ourselves to the equation 
for one component:

xn+1 = Xxn, xn e R\  И >  1. (11)

Using analytic mappings in a neighborhood of point x = 0 [4]
ад

x = > + Z a k>2 = ^ {> ); > = x + Z a kxk = V ~l{x) (12)
k=2 k=2

we transform (1.1) to the following form

>n+1 = ЛУп -  ay l  (1.3)

We calculate the coefficients a k o f the inverse transformation <p-  {x):

У = Z  > 4  + a 2 > 4  J + a 3 > 4  j  + ••• = > + {a2 + a 2 )> 2 + 

+ (a3 + 2a2a 2 + a 3 )y 3 +{a4 + 3a2a 3 + a 2 {  + 2a3 ) + a 4) y 4 + ...; 

a 2 = - a 2; a 3 = 2 a 2 - a 3; a 4 = - a 4 - a 2{a2 + 2 a 3)+  3 a 2{a3 - 2 a 2)m,.. .  

From (1.3) we find {a2 = a)

Уп+1 = л У„ - a A ( A - 1 )y 2n +  ( a 3 ^  - 2 a 21 2 +  2 Л 3a 2 - ) y 3n +  . ,

a3A -  2a2Л2 + 2A3a 2 -  2 3a3 = 0.
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Therefore if  ak Ф 0 then (1.1) can be reduced to (1.3). If  mappings (1.2) are non-degenerate in the 

neighborhood o f a point x = 0 , then a unique trajectory {xn }of equation ( 1.1) corresponds to any 

trajectory {yn} of equation (1.3) and vice versa.

A
Consider the trajectory |y n} e (1 .3 ), y0 = —

У1 = y 0(a  -  ay  0 ) = °  y k = °  k > L  

Then x0 = p ( y 0 0 , xx = Я<р(у0) = p ( y x) = p(0) = 0 . This is impossible.

Let {y n} e ( l .3 )  be such that u 0 < |y n| < M\n . Then x0 = p ( y 0 0, 

x 2 = A p (y 0) , . . . , x n+x = Anp ( y 0). i.e. xn ^  ж takes place for n

Theorem 1. For non-degenerate transformations (2) trajectories {y n} e (1.3) from the neighborhood 

у  = 0 cannot be displayed in the trajectory {xn} e  (l) the neighborhood x = 0 .

Thus, the topology of the neighborhood o f у  = 0 of the system (1.3) does not transform into the 
topology o f the system (1) in the neighborhood x = 0 .

The neighborhood у  = 0 o f system (1.3) is very interesting:

. 0 < Л - a y n < fl
A -  ayJ[ < x; „ ,, stability zones;

0 < a y n - A <  lj

. . A -  a y n > l]
\A -  a y \  > 1; l ^  instability zones.

a y n - A > XJ

A - 1 A A + 1 . .
tx = ------- , t2 = —, t3 = -------  are singular points of the system (1.3). As shown above, if the

a a a
A A

trajectory {у  } e (1.3) falls for some “n” at a neutral singular point t2 = — i.e. t = —, then this trajectory
a a

goes to the point y n = 0 : \ y n = A , y n+k = 0, k > l l . There are no such trajectories in system (1.1).
I a J

Let’s consider a more general case: let (1) be converted to

у n+i = ( A - a y l p) ;zn+i = ( A - a z n)2pzn ;|УпГp = zn. (1.4)

Let the transformation x = p ( z ) (1.2) transform the neighborhood z = 0 into a neighborhood x =  0 
one-to-one.

Then in particular the trajectory \ z n e  (4)}; z 0 = A ; z k = 0, k > 1 goes into the trajectory
a

—j  ^ 0, xx = A |̂^— = ф(ух) = ^ (0 ) = 0. But it is impossible.

Similarly with the trajectories ju0 < z n < juxУп we have x0 = ф ^ 0 ) ^  0, xn+l = A пФ (z0), n > 1. Since

A > 1 it is followed xn ^  ж for n And in this case, Theorem 1 holds.

Thus, system (1.1) in a neighborhood of a point x =  0 cannot be reduced to the form (1.3) or (1.4) 
using non-degenerate transformations (1.2).

So, the following contradiction has been obtained: on the one hand, formally (1.1) can be reduced to
(1.3) (in the general case, (1.4)) by transformation (1.2), on the other hand, according to statement (1.1), 
this is impossible.
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The reasons fo r  the contradiction. Since we are talking about the transformation o f a neighborhood 
of a point x  = 0 into a neighborhood y  =  0 (in the general case z  = 0 ), it suffices to consider the 
transformation

x = y  + ay2 = ф(у); y  = 2 - (  + 4ax - 1) = ф-1 (x); \ax\ < 1, (1.5)

2 3 3  3 4where from y  = x -  ax + 2a x + a 4a x + ... = p~ (x).

Moreover, ( 1) is reduced to the form
ад

Уи+1 = 71 Уп + Z ^ k (a— -1 у П; Г1 = —- —— -  1)ay n (1.6)
k=3

For the map (1.6) to be contracting in a neighborhood y  =  0 , it is necessary that for

ад
Уп+1 =71 Уп + Z  7k (a— -1уП; 71 = A -  Л(Л -  1)ay n

k=3
inequalities

o : a y „  > 0, = ——1 -  — -  1 )ayJ | < 1 (1.7)

take place.
Moreover, by virtue o f |y n| < 1 the terms in (1.6) should be small in comparison with 7  y n}.

On the other hand, by virtue o f (1.7), we have
a) 0 < A -  Л(Л -  1)|ay„ I < 1;

b) 0 < — - ! ( —- 1) |ayn| - A <  1.
Hence we have

a) 7  Уп};

b) A\ayn\ > A— -  > 1, т.е. (a \a y n|)k > 1, Vk > 3.
A - 1

But then in (1.6) \yk|(—ayn|)k 1 |yn| > |7k||yn| takes place, i.e. all terms in expansion (1.6) are 

comparable with the first term 7  y n).

Direct study o f  the mapping (5). Based on (5), system (1) is transformed to

Уп+1 = 2 a ( + a n - 1 ), a n = 4— У п+ a 2yn J. (18)

Let us find out when the map (1.8) is contracting in a neighborhood y  =  0 , i.e. inequality

M  = 2 ^  V1 + A n -  1 < 7 Уп [ Уп e 0 ,  Vn >> 1 (1.9)

holds. Let's consider all possible options:
(i) I f ay n > 0 then An > 0 . We will refine the estimate in (i):

2—yn| (1 + |ayn|) , i
Уп+1 = I  ' < 7 Уп\, 7  < 1

1+ V1 + An
From this inequality we find

2— 1 + z ) < ^ ( 1 +д/ 1 + A n ) , A n = 4— z + z2 ) , z = \ay n\ . (*)
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2 A 1 2 A - v 2 A - A  A , T 
Take a  =  1 = -------- — > ----------= — > 1, a > 1. Inequality (*) takes the form

V V V V
(a  + 2A z) < 1 + 4 A(z + z 2), ( a 2 - 1) + 4 Az (a  - 1) + 4A z2 ( A - 1) < 0.

T „ 2 A 1 2 A - v  2 A - A  A 1
It is impossible for a  = -------1 = ---------- > -----------= — > 1, a > 1, i.e.

V V V V

<k + i | = -t— "— < A ( I + W l ) < VУп I v < 1 
2-| i + v  i + л  n ...........................

impossible since > 1 .

(ii) ayn < 0 , Л n > 0 . Then ayn+i = 2  + |Л n| - l ) >  0, Л n > 0 ,  which by virtue o f (i) is 

impossible.
(iii) a y n < 0 , Л n > 0 ( but certainly 1 + Л n > 0). Then

\Уп+х\= 2- V1+Ы -1 = . ,/ < г \Уп\.2-г  2—i (i ̂ (т-Л^)
From the latter for y n Ф 0 we have

|Уп+т| 2A(l -  \- У п ^ I |)<  \Уп+т\ т
= ------ 1 ■ ■ < V < 1, i^ . A(1-  —Уп ) V t < V <  T.

|y j  1 ^  1 - |Л  J  |Уп|

Thus ly l  > a 0 = -г1 1 1 -  — | > 0, Уп >> 1, which contradicts the compressibility o f the map.
-  V A)

Theorem 2. The map (1.8) is not compressive in a neighborhood у  =  0 .

II Analytic difference-dynamical systems and analytic hom eom orphisms
Isomorphisms o f  difference-dynamical systems. Consider difference-dynamical systems on R 1

ж
xn+i = Azn + X ( x n) ; X ( x n) = Z bkx k ,  (2.т)

k=b

Here the function X  (xn) is analytic in a neighborhood of x = 0. We apply to (2.1) the analytic 

homeomorphism x = p ( y  )o f  a neighborhood of a point у  =  0 [4]

x = p y ) = у + ф (у ); ф = 2  a k y k (22)
k = z

ж
у  = p  -(y ) = x + ^ (x); y (x) = 2 a kx k ,

k=2

Here Ф (у ) and ^ ( x )  are respectively analytic in the neighborhoods o f у  =  0and o f x = 0. The 

coefficients a k of expansion Y (x ) are uniquely determined through a k o f Ф (у).
In the new variables, system (1) takes the form

ж
Уп+i = Ayn + x (Уп) ; x (у ) = 2  РкУк (2.3)

k = 2
Here x ( y ) is analytic in a neighborhood o f у  =  0and its coefficients (3k are uniquely determined in 

terms bk o f (1) and a k o f (2).
Systems (2.1) and (2.3) are called isomorphic with respect to the analytic homeomorphism (2.2) or 

simply isomorphic.
-------107--------
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о  - compressive difference-dynamical systems. System (2.1) is called о -compressive if  there exists 
a set о  M  : |x| < s  on which ( 1) is a compressive manifold

|x„+J <r\x„ |, 0 < r <  1; x„ e o ,  Vn >> 1. (2.4)

Obviously, for Щ < 1 (stable case) system (2 .1) is compressive in a neighborhood M  : |x| < s , i.e. 

о  = M  = {x|x| <^}.

Let 's highlight the next non-trivial class o f unstable difference-dynamical systems ( Ц  > 1)

( \ ад
1 -  axl  )x„ + X {x„ ); X = x l +2 Z  bkx „ , q > 1 . (25)

In the neighborhood M  : x < s  we introduce the set

о  = {x/ 11  -  a x q \ < 1, |x| < s | . (2.6)

Obviously, in the unstable case ( Ц  > 1), the set о  does not contain a point x =  0 , and system (5) is 

о -compressive if  соФф.

Let for definiteness 1  > 0 ,  then

a) 0 < 1  -  a x q < 1; 

в) 0 < a x q - 1  < 1.

1  -  axq < 1 :

Let's put p  =
via  j

p =
v a  j

p =
v a  j

.  If the condition

is satisfied then

о  = о  =<

p =
v\a  j

< s (2.7)

x /  0 < p  =
v a  j

< x < p  =
vi a  j

= p  < s here о  = ф .

If the stronger condition

p  =
1 - 1

a
< s (2.8)

is satisfied then о  = aUJ о ,  о  = {x / p  < |x| < p  < s }ф ф .

Thus, when one o f the conditions (2.7) or (2.8) is fulfilled, the difference-dynamical system (5) is о -  
compressive.

In part I it is proved that (5) is not an isomorphic to the linear system (1) in { X  (x) = 0).
Theorem 3. If  the difference-dynamical system (2.5) is о -compressive, then it is isomorphic to the

system

y „+1 = { 1 -  ay Pn )y„ , v p  > 1 . (2.9)

Consider the general case o f system (1) for x n e  R m, m > 1.
The proof is carried out in two stages. I. We prove first that (2.5) can be reduced to (2.9). For any 

fixed q  (in this case b = a ) we apply sequentially the transformations

q

10 8
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x = У + 7ty q + = P  (у)  i > 2 (2 .10)

We start for i  = 2  and calculate the inverse transformation
ад 2

У = Ф-  ( x )  =  x  +  Z a k x k =  ( y  +  72y q+2) +  a z ( y  +  72У “+)  +  ■■■ =
k =0

= У + a 2У2 + ... + aq+1 yq + 1 + (72 + aq + 2 ) yq + 2 + .  .

From here we find a k = 0, k = 2, q + 1; a q+2 = - 7 2. Substituting the transformations p 2 (y ) and 

p - 1 (x) to (5), we get
ад

Уп+1 =  x n+1 +  Z  a kx n+1 =  —x n -  a x nq +2 +  X . ( x n ) 3 -
k=0

- 7 2 (—xn - axq+1 + X (xn ) ) q+2 = Axn - a^ 1 + (* 0  - —q+V2 ) ^ 2 + ^ X -(xn),

here x *(xn b Z # xn , X *(xn) = Z ^ k?;xn , x K(xn) = Z °  xk
k=0 k=0

So

Уп+1 = — Уп +72y q+2) -  a (Уп +72y q+2)  +(*0 -  —+272)  +72y q+2)  

+ynq+3̂ (Уп) = —Уп - ayq+1 +(*0 +72( A - —q+2) )  + y q" Y (Уп).

Assuming 72 = - ( — - —»+2 ) -1 * 0 we get to the difference-dynamical system (2.5):

Уп+1 = — -  ay q )Уп + уП+3y (Уп); Y  = Z  ^ у П .

Applying the transformation (10) y = z + 7  zq+3 = ф3 (z) for i = 3 to the last difference-dynamical 
system, we obtain

Zn+1 = (— -  a z n )z n + z nq+4Z(zn )

and i.e. As usual, using Newton's method the convergence of this infinite process of "destroying" 
decomposition members in (2.5) is proved. Note that Y (yn) do not enter the growing degrees of the

"large" parameter a  >> 1 .

We show that the system

xn+1 = — - axq)xn; o(x ) ^ ф ,  о  = |x |A -a x q| < 1, |x| < s }  (2 .11)

reduced to the following system

Уп+1 = — -  *yq )Уп + у«+3Y(Уп); о (у ) * ф (2.12)
using conversion

x = У + 71 y q+1 + 72 y q+2 = P (y )

Note that for existence p l (x) the neighborhood of a point y  = 0 must be so small as to

71 У4+1 + 72У4+21 < |у|M .
ад

Consider the inverse transformation y  = x + Z a kx k = p -  (x). As before, we make sure that
k=2

a k = 0, k  = 2, q. Then

-------10 9 --------
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ф 1 {x ) = y  = x + a 1 xq+1 + a 2 xq+2 + a 3 xq+3 + .  = {y  + у  y q+1 + r 2 y q+2) +

+ a 1 { ф )  + a 2 { ф )  + a 3 { ф )  +  ••• =  y  +  { r 1 + a 1 ) y q +1 + { r 2 + a 2 ) y q + 2 +  . .

Hence a k = - r k , k = 1,2 and by tha ty  = x + у x q+1 + r 2x q+2 + ... = p -  {x). Substituting p { y ) 

and p -  {x) to (2 .11) we obtain

y„+1 = { 1 -  ax„ ) xn - r  {1 -  ax„ )q+1 xnq+ -  Г2 {1 -  axl  ) q+2 xn +2 + .  =

= 1 x„ - { a  + r 1 q+1) xq+1 -  1 q+2Г2xq+2 + .  =

= Л{у„ + r  y„+1 + Г2 y„+2 ) - {a + r„1 + + ) { ф{у„ ))q+1 -  Г21+2 {ф{у„ ) )q+2 + .  =

= 1 y n + ({1 - X q +1 ) r 1 -  a ) y«+1 + + { 1 - X q +  2 ) 22y  П + 2 + •••.

Assuming 21 = { 1 - 1 q+1 )-1 a and { 1 - 1 q+2 У  2 = - b  we obtain (2 .12) with arbitrary b (together 

with arbitrary y 2), which allows us to obtain co{y) Ф ф , о  = {y||1 - b y q+l\ < 1, | y  < 5 }.

Note that, due to the о  -compressibility of the considered difference-dynamical systems (conditions 
(2.7), (2.8)), we have >> 1. Similarly, the о -compressibility conditions (2.12) lead to the relation

\r2 | >> 1 .
Therefore, when proving the convergence of decompositions, it is necessary to distinguish the

growing degrees o f values p  = 1 -  axnq < 1 и /и = 1 -  a y nq+l < 1. The theorem is proved.

Remark.  Polynomial difference-dynamical systems
p-1

x n+1 = Z  a kx „ + x p X p {xn ) , (2.13)
k=1

can be considered. Here continuous function X p {x) is uniformly bounded

|X p {x) <  M , |x| < s

in the neighborhood of the point x = 0.
System (2.13) turns into analytic if  X p {x) is analytic function in the neighborhood o f the point

: = 0, i.e. the series X p {x) = Z  bkx k converges for |x| < s  .

Similarly, one can consider polynomial homeomorphisms x = p { y  )o f  a neighborhood y  = 0 into the 
neighborhood of x =  0 :

p-1 p-1 
x = y  + Z r k y k  + ° p {y ) = p {y ); y  = x + Z a x  + ^ p {x) = p l {x),

k=2 k=1

here Ф p{y ) and %v {x) are continuous functions, i.e. they are uniformly bounded functions 

respectively in the neighborhoods of y = 0 and of x =  0 .
Moreover, the need for proving the convergence of the series in the neighborhood of the points y = 0 

and x =  0 disappears.

0
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Т¥РАК[ТЫ ЕМЕС АЙЫРЫМДЫ-ДИНАМИКАЛЬЩ ЖYЙЕЛЕРДЩ 
СЫГЫМДАЛУ АЙМАГЫ ТУРАЛЫ ЖЭНЕ ДЕТЕРМИНИСТ1К ХАОС

Аннотация. Хаос теориясы белгiлi 6ip жагдайларда хаос (динамикальщ хаос, детерминистiк хаос) деп 
аталатын кубылыска ушырайтын кейбiр сызыкты емес динамикалык жYЙелердiн эрекетiн сипаттайтын 
теория. Мундай жYЙенiн eзгерiсi кездейсок болып кeрiнедi, тiптi егер жYЙенi сипаттайтын модель 
детерминистiк болса да.

Казiргi магынада, хаос дегенiмiз - гидродинамикалык жэне плазмалык турбуленттiлiк деп аталатын 
физикалык процестердщ тураксыздыгы.

Турбуленттшк теориясы толыгымен классикалык макроскопиялык теидеулерге негiзделуi керек: Навье- 
Стокс тецдеулер^ газ динамикасы жэне т.б., дегенмен турбулентп козгалыстын негiзгi сипаттамаларын 
макроскопиялык тендеулерден алу элi мYмкiн емес, сондыктан косымша ойларга жYгiнуге тура келедг

Сощы кезге дейiн Ландау гипотезасы турбуленттiлiктiн пайда болу теориясында басты орынга ие 
болды. Ландау теориясы турбуленттшктщ пайда болуын тураксыздыкпен байланыстырады. Бул эрине 
дурыс, бiрак оны жасау эдiсi айтарлыктай жетiлдiрудi талап етедi. Жана кезкарастар тургысынан Ландау 
теориясы толык емес. Бул турбуленттшктщ пайда болуынын мYмкiн болатын нускаларынын тек бiреуiн гана 
кeрсетедi жэне, мумкiн, ен маныздысынан алыс. Кaзiргi бифуркация теориясы Ландау теориясынан баска 
суйыктыктын козгалысын рандомизация жэне стохатизациялау жолынан баска кептеген жолдарды усынады.

Ландаудын айтуы бойынша турбуленттшктщ пайда болуы тепе-тендiк кYЙдiн турактылыкты 
жогалтудын дэйектi тiзбегi, пайда болган периодты козгалыс, пайда болган биполярлык козгалыс жэне т.б. 
нэтижесiнде пайда болады, нэтижеанде козгалыс кеп периодты болады.

Рюэль мен Такенс Ландау керсеткен жолдын тар емес екендшне, ортак мYмкiншiлiк - бейтаныс тартуды 
калыптастыру екендiгiне назар аударды. Бiрак тангажайып тартушы калай пайда болады, олар зерттелмеген.

Ю.И. Неймарктiн турбулентлк туралы мэлiмдемесi - А. Пуанкаре ашкан гомоклиникалык курылым- 
дарды зерттеудщ нэтижесi.

Лос-Аламостын физигi Митчел Фейгенбаум ашкан хаос теориясынын фонындагы турбуленттшктщ 
ерекше эсемдiгiмен жэне маныздылыгымен ерекшеленетш бiр нэтижеден кeрiнедi. Ек1 еселенген немесе 
шанышкы тэрiздi бифуркация кезещнщ каскадынын бiр кызыкты аспектiсi - оны тэжрибе кезiнде 
байкасаныз, а з  оны баска ештенемен шатастырмайсыз. Сонымен катар, хаостын каскадтан тыс болатыны 
белгiлi. Демек, Фейгенбаум каскадынын гидродинамикада байкалуы режимдердiн хаоска тYсетiндiгiнiн 
накты дэлелi болып табылады.

Бул жумыста бiз ерекше нукте бифуркациясын зерттеймiз. Туракты жэне тураксыз нYктелердiн 
бифуркация немесе соктыгысуы нэтижесiнде олар аймактан шыгатыны кeрсетiлген. Баскаша айтканда, олар 
хаоска тYседi, ягни карбалас жагдайына. Мунда бифуркация нYктесiн аныктау Yшiн калыпка келтiру эдiсi 
колданылады. Ляпунов магынасында тураксыз айырымды-динамикалык жYЙелер карастырылган.

Жумыстын бiрiншi бeлiмiнде сызыктык жYЙелердiн тураксыздыгы жагдайында олардын тYрленуi 
келпршген. Диагональды матрицасы бар сызыктык жуйе карастырылган. Нeлдiн айналасында бул ж\гё 
арнайы турге азайтылмайтын тYрлендiрулердiн адмепмен тeмендетiлмейтiндiгi кeрсетiлген. Нерогендi емес 
тYрлендiрулер ушiн белгiлi бiр сызыктык жуйе шешiмдерiнiн траекториясында тектiк аудандардын 
траекториялары кeрсетiлмейтiндiгi дэлелденген. Осылайша, арнайы форма жYЙесiндегi нeлдiк нуктенiн 
аймагынын топологиясы берiлген жYЙенiн нeлдiк аймагында топологиясына айналмайды. Осы эдiстi 
колдану аркылы алынган кайшылыктын себептерi кeрсетiлген.

Екiншi бeлiмде аналитикалык айырымды-динамикалык жYЙелер мен аналитикалык гомеоморфизмдер 
карастырылган. Сонымен коса айырымды-динамикалык со -  сыгымдалган жуйелер де зерттелген. о  -  
сыгымдалган айырымды-динамикалык жYЙелер туралы тусiнiк бершген. со -  сыгымдалган айырымды- 
динамикалык жYЙелер кандай жYЙелерге изоморфты болып табылатыны кeрсетiлген.

ТYЙiн сездер: динамикалык-айырымдык жYЙе, бифуркация, орныктылык, гомеоморфизм, хаос.
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ОБ ОБЛАСТИ СЖИМАЕМОСТИ НЕУСТОЙЧИВЫХ 
РАЗНОСТНО-ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ И ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЙ ХАОС

Аннотация. Теория хаоса есть теория, которая описывает поведение некоторых нелинейных динами­
ческих систем, подверженных при определённых условиях явлению, называемому хаос (динамический хаос, 
детерминированный хаос). Поведение такой системы кажется случайным, даже если модель, описывающая 
систему, является детерминированной.

В современном понимании хаос означает состояние беспорядка и нерегулярность физических 
процессов, которое называется гидродинамической и плазменной турбулентностью. Теория турбулентности, 
казалось бы, должна полностью основываться на классических макроскопических уравнениях: уравнениях 
Навье-Стокса, газодинамики и др., однако вывести основные характеристики турбулентного движения из 
макроскопических уравнений пока не представляется возможным и приходится прибегать к дополнительным 
соображения. До последнего времени в теории возникновения турбулентности безраздельно господствовала 
гипотеза Ландау.

Теория Ландау связывает возникновение турбулентности с неустойчивостью. Это, безусловно верно, но 
то, как она это делает, потребует существенных уточнений. С точки зрения новых воззрений теория Ландау 
не полна. Она указывает лишь на один из возможных вариантов возникновения турбулентности и, по- 
видимому, далеко не самый важный. Современная теория бифуркаций предлагает много других путей, 
отличных от теории Ландау, пути хаотизации и стохатизации движения жидкости. По Ландау возникновение 
турбулентности происходит в результате последовательной серии потери устойчивости состоянием 
равновесия, возникшим периодическим движением, появившимся двояко периодическим движением и т.д., в 
результате чего движение становится многопериодическим.

Рюэль и Такенс обратили внимание на то, что путь, указанный Ландау, не общий, что общая 
возможность -  это образование странного аттрактора. Но как возникает странный аттрактор, они не 
исследовали.

Высказывания Ю.И. Неймарка о турбулентности -  результат исследования им гомоклинических 
структур, открытых еще А. Пуанкаре. Описание турбулентности на фоне теории хаоса, благодаря своей 
особой красоте и значимости, особенным образом выделяется один результат - каскад удвоения периода, 
открытый Лос-Аламосским физиком Митчеллом Фейгенбаумом.

Один интересный аспект каскада удвоения периода или вилообразной бифуркации (Сценарий 
Фейгенбаума) состоит в том, что когда вы заметите его в ходе эксперимента, то не спутаете ни с чем другим. 
Кроме того, известно, что за каскадом существует хаос. Следовательно, наблюдение каскада Фейгенбаума в 
гидродинамике является особенно убедительным доказательством того, что моды должны уступать хаосу.

В данной работе исследуется бифуркация типа седловой точки. Показывается, что в результате 
бифуркации или столкновения устойчивой и неустойчивой точек, они уходят из области. Другими словами, 
они переходят в хаос, т.е. в состояние беспорядка. Здесь применяется метод нормализации для выявления 
точки бифуркации. Рассматриваются разностно-динамические системы неустойчивые в смысле Ляпунова.

В первой части работы дается преобразование линейных систем в случае их неустойчивости. 
Рассматривается линейная система с диагональной матрицей. Показывается, что в окрестности нуля данная 
система не приводится с помощью невырожденных преобразований к специальному виду. Доказывается, что 
для невырожденных преобразований траектории системы специального вида из окрестности начала 
координат не могут отображаться в траектории решений заданной линейной системы. Таким образом, 
топология окрестности нулевой точки системы специального вида не преобразуется в топологию заданной 
системы в окрестности нуля. Показываются причины противоречия, получаемого при применении данного 
метода.

Во второй части рассматриваются аналитические разностно-динамические системы и аналитические 
гомеоморфизмы. Также исследуются о  -  сжимающие разностно-динамические системы. Дается понятие о  -  
сжимающих разностно-динамических систем. Показывается какой системе изоморфны о  -  сжимающие 
разностно-динамические системы.

Ключевые слова: разностно-динамическая система, бифуркация, устойчивость, гомеоморфизм, хаос.
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