
ISSN 1991-346X Series physico-mathematical. 4. 2020

NEWS
OF THENATIONAL ACADEMY OF SCIENCES OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN 
PHYSICO-M ATHEM ATICAL SERIES
ISSN 1991-346Х https://doi.org/10.32014/2020.2518-1726.70
Volume 4, Number 332 (2020), 95 -  102

UDK 517.518.87 
MRNTI 27.41

M.D. Ram azanov1, Zh.K. Kaidassov2, Zh.S. Tutkusheva3

institute of Mathematics with Computing Centre, Ufa, Russian;
2Aqtobe Regional Zhubanov State University.

E-mail: Ramazanovmd@yandex.ru; jet-k@mail.ru; zhailan_k@mail.ru

STUDYING THE EFFECTIVENESS OF A NEW ALGORITHM 
WITH A DEFINING FUNCTION FOR FINDING 

THE GLOBAL MINIMUM OF A SMOOTH FUNCTION

Abstract. This article presents a new algorithm with a defining function to find the global minimum of multi
extreme functions of two variables. The stages of the new algorithm are described in detail.

Computational experiments were performed on three different test assignments. We have found the global 
minima of the test functions. A convex function was given as the first example. In the second example, a non-convex 
function that has a global minimum inside a parabolic strongly elongated surface has been analyzed. In the third 
example, a function with a large number of local minima has been analyzed. These functions are different in 
complexity, but our algorithm determines the global minimum of different functions in the same amount of time.

A determining function is formed depending on the function considered so that the algorithm to function. If a 
function is two variables, then the defining function will contain a double integral. Such integrals were calculated 
using Sobolev's cubature formulas with a regular boundary layer. Computer programs were used to calculate 
cubature formulas. The calculation algorithm has been implemented using Microsoft Visual Studio in C++.

As a result of the computational experiment, the values and coordinates of the global minima of the test 
functions have been found. A comparative analysis of the reference values and those found was made using the new 
algorithm.

Key words: multidimensional optimization, global optimization algorithm, Sobolev’s cubature formulas, De 
Jong function, Rosenbrock function, Rastrigin function.

Recently, the relevance o f optimization problems has been growing very rapidly and successfully. 
The range o f optimization tasks has significantly expanded. There is a need to solve optimization 
problems in almost all Sciences. Many methods for finding the minimum of the function have been 
suggested [1-4]. Each method has its advantages and disadvantages. The task becomes more difficult if 
you need to find a global minimum for a function with a large number o f local minima.

We have built a new algorithm for finding the global minimum. The algorithm for a function o f a 
single variable has been analyzed [5] and tested.

Now let's describe the proposed algorithm for a function o f two variables.
Let be a smooth function o f two variables z = f  (x, y ) . The domain o f the function a < x < b , 

a < y  < b . It is necessary to find the value and coordinates o f the global minimum z = f  (x, y )  .
The algorithm works by means o f a defining function:

b b

g  ( a )  = j j  [| f  (x, y) - a \ -  ( f  (x, y) -  a)]mdxdy , ( 1)
a a

where the integration area on the plane xOy is a square [a; b]x x [a; b] . This integral defines the first 

touch o f the global minimum of a function z = f  (x, y ) with a plane z = a  , so the function ( 1) was called 
the defining function.
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Let's start with the value o f the global minimum point. Let's denote it a  = glob m in f  (X, y )  . To do 
this, it is necessary to select the value a  and put it into the defining function and calculate the value o f the 
integral.

If  f  (x, y ) > a , then the module as a defining function is expanded with a positive sign and is 
obtained g ( a )  = 0 . This means that the plane z = a  passes below the function graph or touches the 
bottom. In further we select a value a  greater than it was before.

If f  (X y ) < a , then the module in the defining function is expanded with a negative sign and is 
obtained g ( a )  > 0 . This means that the plane z = a  passes above the function graph or intersects, so we 
select a value a  less than it was before.

Continue to choose a  until, \an — a n¥̂  < s  where g ( a n) = 0 and g  ( a n+1) > 0 . After a certain

number o f iterations, we will get close to the value o f the global minimum up to the desired accuracy. The 
global minimum lies on the segment a  e  [ a n; a n+1 ].

In searching for the coordinates o f the global minimum, it is necessary that the defining function takes 
a positive number g ( a )  > 0 . Therefore, the approximate value o f the global minimum takes the right end 

o f the segment [an, a n+1 I  g  ( a n+1) > 0 .

a n+1 »  a  = glob min f  (X, y ) (2)
We found the value o f the global minimum (2) with s  - precision.
Let's start searching for the coordinates o f the global minimum point X and y , where X e [a; b] and 

y  e  [a ; b ] . We look for the coordinates of the point in the square [a; b]x x [a; b]y . Divide the given square 

into four equal parts. We get four squares [ a ; x j x x [a ;y 1]y , [ a ; x j x x [y 1;b]y , [xx;b ]x x [ a ;y 1]yand

[xx; b]x x [y i ;b ]y by dividing the sides in half x1 = ~+~~and y 1 = ~ + ~ . We modify the defining 

function for each o f the obtained regions(1).
У1 X1 m 

g [ a ; x 1]X x[ a; y 1] y ( a )  =  j j  [ |f  ( X  У )  — a | — ( f  ( x ,  У )  — a ) ]  d x d j  , ......... (3)Jy
a

b b

g [  x1;b]Xx[ y 1 ;b] y  ( « )  =  [  f  ( ^  У )  — — ( f  ( X ,  У )  — a^ ) ]  d x d y

У1 X1

The found value o f the global minimum (2)were used in the modified functions (3). At least one of 
these four integrals must be positive. We continue to search for the point o f the global minimum in the 
part where the modified integral will take a positive number. We divide the selected part into four more 
squares and build four more integrals for them in the same way. This iteration continues until

\xm — Xm+1 ^  s  and Wi — y l+1 <  s  where g r . , r . ,(ci) > 0 . The coordinates o f the global minimumI I  I I   ̂Lxm ;xm +1Jx[yl ;yl+1]

point are equal to X = Xm+1 + Xm and y  = j l +1 + j l
2 2

The accuracy of the value and coordinates o f the global minimum is set by us. In our examples, the 
values and coordinates o f the global minimum are calculated with precision s  = 10~6.

To calculate a two-dimensional complex integral, we used Sobolev's cubature formulas with a regular 
boundary layer [6-8], as multidimensional integrals are well approached by Sobolev's formulas.

The proposed algorithm for the minimization problem has been implemented in C++ in the Microsoft 
Visual Studio 2017 development environment [9].

In this article, we will test the new algorithm for accuracy and efficiency. Optimization methods are 
tested for accuracy and efficiency by means o f test functions that have well-known exact extremes. To test 
our algorithm three well-known functions were chosen [11- 12].

9 6



ISSN 1991-346X Series physico-mathematical. 4. 2020

De Jong’s Function. It is sometimes called a spherical function. It is one o f the simplest test tasks 
used for testing the optimization algorithm [13]. The function is defined by the following formula:

f  (x  y ) = x 2 + y 2 ,
where the scope o f the function definition is -  5.12 < x < 5.12, -  5.12 < y  < 5.12. The function is 
continuous and convex and has one global minimum: f  (x, y ) = 0 , x = 0 , y  = 0 . There are no local 
minimums. The graph o f the function in space is shown in figure 1.

Figure 1-Graph of the De Jong’ function of two variables

Rosenbrock Function. It is also called the "banana function". Finding the global minimum for this 
function is considered a non-trivial task [14-15]. The function has a slowly decreasing large plateau. The 
global minimum is located inside a long, narrow, parabolic flat valley. It is difficult to find a global 
minimum under these conditions,. The function has the following definition:

f  (x; y ) = 100(y  -  x 2) 2 + (1 -  x ) 2 ,

where the function definition area is: -  2.048 < x < 2.048, -  2.048 < y  < 2.048 and has one global 
minimum: f  (x, y )  = 0 , x = 0 , y  = 0 . There are no local minimums. The graph o f the function in space 
is shown in figure 2 .

4 3

Figure 2 - Graph of the Rosenbrock function of two variables

The Rastrigin function is a non-convex and multi-extreme function [16]. Finding the global 
minimum of such a function is a difficult task because o f the large number o f local minima. For this 
reason, the Rastrigin function is used to test the effectiveness o f optimization algorithms. The function is 
defined by the following formula:

f  (x, y ) = 20  + x 2 + y 2 - 1 0  cos(2 лx) - 1 0  cos(2 ^y) ,

where the region o f definition o f the coordinates is -5 .1 2  < x < 5.12 and -5 .1 2  < y  < 5.12 and has one 
global minimum: f  (x, y )  = 0 , x = 0 , y  = 0 . There are many local minimums. The graph o f the function 
in space is shown in Figure 3.
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0 0

Figure 3 - Graph of the Rastrigin function of two variables

We will show how to search for the global minimum of the last example on the basis o f the algorithm 
proposed above. It is more difficult to solve this example by using the gradient method than convex 
functions. The algorithm proposed above will easily calculate the value and coordinates o f the global 
minimum.

First let's build a defining function for the Rastrigin function:
5.12 5.12

g ( a )  = j  j [2 0  + x 2 + y 2 -  1 0 cos(2 ^ x ) -  1 0 cos(2 ^y) - a
-5.12 -5.12

- ( 2 0  + x 2 + y 2 -  1 0 cos(2 ^ x ) -  1 0 cos(2 ^ y ) - a )]6dxdy

Search a  for the value o f the global minimum point using the function g ( a ) . The initial value a  is 
randomly selected. If  the function value area is set, you can start from it. If  the function value area is not 
specified, then start searching with a  = 0 . At a  = 0 , it turns out g (0) = 0 . Then the plane z = a  passes 
below the graph o f the specified function or touches at the point o f the global minimum. Table 1 below 
shows a computational search a  experiment.

Table 1- step-by-step search a

Select a value a
Calculate the value of 
the defining function

The location of the plane z = a We need to find the 
definition of an interval 

belonging to a

1 a  = 0 g (0) = 0 z = 0 the plane passes below the 
graph or touches the function graph at 
the global minimum point

We need to find the global 
minimum value is greater 
than 0, a e [0;+<x>)

2 a = 5 g(5) > 0 z = 5  the plane passes above or 
intersects the function graph

We need to find the global 
minimum value is less than 
5 , a e [0;5)

3 a =  2,5 g(2.5) > 0 z = 2.5 the plane passes above or 
intersects the function graph

We need to find the global 
minimum value is less than 
2.5, a e [0;2.5)

4 a = 1.25 g(125) > 0 z = 1.25 the plane passes above or 
intersects the function graph

We need to find the global 
minimum value is less than 
1̂  a e [0;1.25)

a = 0.000001 g(0.000001) > 0 z = 0.000001 the plane passes above 
or intersects the function graph

The accuracy has been 
achieved a e [0;0.000001)

9 8
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We stop the computational experiment when we reach the desired accuracy. In our examples, the 
accuracy for the value o f the global minimum point s <  10 6 is taken. We took the right end 
a  = 0,000001  o f the segment a e  [0 ;0 .000001) as the value o f the global minimum, because in 
searching for the coordinates o f the global minimum point, the defining function must give a positive 
number.

Let's start searching for the coordinates o f the global minimum point x and y ,  where
x e [ -5 .12;5.12] and y  e [-5 .12 ;5 .12]. We are looking for the coordinates o f the point in the square

[-5 .12;5 .12]x x [ - 5 .12;5.12]y . Divide the given square into four equal parts.

D - d h lf  5.12 + (-5 .1 2 ) 0 d 5.12 + (-5 .1 2 ) 0 t f
Dividing the sides in half x1 = --------- 2-------- = 0 and y 1 = --------- 2-------- = 0 ,w e  get four

squares [ - 5 .12;0]x x [-5 .12;0]y , [-5 .12 ;0 ]x x [0 ;5 .12]y , [0;5.12]x x [-5 .12 ;0 ],  and

[0;5.12]x x [0;5.12]y. We will start calculating modified defining functions for the obtained regions.
0 0

g [-5.12;0]xx[-5.12;0]y ( a )  = j  j [|20  + ^  + y " -  10c° s(2^ )  -  10cos(2^ / )  -  a
-5.12 -5.12

- (20  + x 2 + y 2 -  1 0 cos(2 ^ x ) -  1 0 cos(2 ^ y ) - a ) ] 6dxdy

The integral for the first part gives a positive number. The integrals over the other parts can not be 
seen. We continue to search for the global minimum point in the square [ - 5.12;0]x x [ - 5.12;0]y . We

divide the selected part into four more squares and build four more integrals for them in the same way. 
table 1 below shows the search for global minimum coordinates.

Table 2-step-by-step search for global minimum coordinates

The definition area under consideration Value of defining functions Actions
[-5.12;5.12]x x[-5.12;5.12]y. g[-5.12;5.12]xx[-5.12;5.12]y (a) > 0 Divide the definition area into four 

equal parts
[-5.12;0]x x[-5.12;0]y g[-5.12;0]xx[-5.12;0]y (a) > 0 Divide the definition area into four 

equal parts
[-5.12;-2.56]x x [-5.12;-2.56]y g[-5.12;-2.56]xx[-5.12;-2.56]y (a) = 0 Do not consider this part, move to the 

next square
[-5.12;-2.56]x x[-2.56;0]y g[-5.12;-2.56]xx[-2.56;0] (a) = 0 Do not consider this part, move to the 

next square
[-2.56;0]x x[-2.56;0]y g[-5.12;0]xx[-2.56;0]y (a) > 0 Divide the definition area into four 

equal parts

[-0.000001;0]x x[-0.000001;0]y g[-0.00000i0]xx[-0.00000i0] (a) ^ 0 Stop searching for coordinates. The 
desired accuracy has been achieved.

This iteration continues until we reach the desired accuracy s  < 10 6 . The coordinates o f the global

minimum point are x *  0 + ( - 0  000001) *  -0 .0000005 and y  *  0 + ( - 0  000001) *  -0 .0000005 . We
2 2

found the global minimum: f  (x, y ) *  0 , x * 0 , y  *  0 . They match the reference values.

All test cases have been solved with accuracy s  < 10 6 and the answers received match the reference 
values.

The proposed algorithm does not do any extra work. First of all, it finds the value of the global 
minimum. And only then searches for the coordinates o f this point. This will take less time and make your 
computer work easier.
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ТЕГ1С ФУНКЦИЯНЬЩ ГЛОБАЛЬДЫ МИНИМУМЫН 1ЗДЕУДЕ 
ЖАЦА АЛГОРИТМНЩ ТИ1МД1Л1Г1Н ЗЕРТТЕУ

Аннотация. Сонгы уакытта онтайландыру есептершщ езектiлiгi ете каркынды жэне табысты есуде. 
Онтайландыру есептерiн колдану аясы айтарлыктай кенейдi. Онтайландыру есептерiн шешу кажеттшп 
барлык гылымдарда бар. Функциянын локальды минимумын табудын кептеген эдiстерi ^сынылды. Бiрак 
функциянын глобальды минимумын табу мiндетi аз зерттелген. Эр эдютщ езiнiн артыкшылыктары мен 
кемшiлiктерi бар. Локальды минимумдары кеп функциянын глобальды минимумын табу кажет болса, есеп 
киындай тYседi.

Б^л макалада ек1 айнымалысы бар локальды минимумдары кеп функциянын глобальды минимумын 
iздеу Yшiн жана алгоритм ^сынылган. М^нда жана алгоритмнiн ж^мыс кезендерi егжей-тегжейлi жазылган.

¥сынылган эдiс баска эдютерден ерекшеленедi, б^л жерде iздеудi глобальды минимум нуктесшщ мэнiн, 
ягна денгешн аныктаудан бастаймыз. Глобальды минимум нуктесшщ мэнiн жэне координаталарын есептеу 
Yшiн жана аныктаушы функция к¥рылды. Аныктаушы функциянын кемегiмен берiлген функциянын 
глобальды минимум нуктесше жанама жазыктыкты табамыз. Глобальды минимум нуктесшщ мэнiн 
аныктаганнан кейiн онын координаттары есептелдi.

Макалада квадратта аныкталган функциялар карастырылган. Глобальды минимум координаттарын табу 
Yшiн аныкталу облысын терт тен квадратка белу керек. Б^дан эрi осы квадраттардын кайсысында глобальды 
минимум бар екенщ аныктаймыз. Тандалган квадрат тагы терт тен квадратка бетнеда. Бiзге кажетп дэлдiкке 
дейiн квадратты белу жалгасады. Олар езгерген аныктаушы функциянын кемепмен аныкталады. Бiз "жана" 
квадратты карастырганда, аныктаушы функция да интегралдау аймагы езгертедi.

Б^л алгоритм есептеулер санын айтарлыктай азайтады, олай болса есептеу уакыты кыскарады.
Глобальды онтайландыру алгоритмдершщ жылдамдыгы мен дэлдiгiн багалау Yшiн тесттiк функциялар 

колданылды. Yш тYрлi тесттiк функциялар алынды. Бiрiншi мысал ретiнде денес функция келтiрiлдi. Екiншi 
мысалда параболалык катты созылган беттщ iшiнде глобальды минимумы бар денес емес функция 
карастырылды. Yшiншi мысалда локальды минимумдары ете кеп функциянын глобальды минимумы iзделдi. 
Осы функциялармен есептеу эксперименте^ жYргiзiлдi. Барлык есептеулер s < 10 6 дэлдтмен орындалды. 
Бiз тесттiк функциялардын глобальды минимумдарынын мэндерiн жэне координаттарын жана алгоритмнщ 
кемегiмен тауып, эталондык мэндермен салыстырдык. Есептелген мэндер эталондык мэндерге сэйкес келдi. 
Б^л тесттiк функциялар курделшпне карай эр турл^ бiрак ^сынылган алгоритм бiрдей уакыт ш вд е  эр тYрлi 
функциялардын глобальды минимумын аныктайды.

Аныктаушы функция карастырылатын функцияга жэне онын аныктау облысына байланысты. Егер ек1 
айнымалысы бар функция бершген болса, онда аныктаушы функция кос интегралды болады, онын 
интегралдау аймагы аныктау облысына сэйкес келед^ Бершген облыс бойынша еселi интегралды жуыктап 
есептеу Yшiн теракты шекаралык кабаты бар Соболев кубатуралык формулаларын пайдалану колайлы. Бiр 
елшемдi квадратураларды есептеудегi манызды касиеттерiн Соболевтщ кеп елшемдi кубатуралык 
формулаларында да сакталады. Олар кенiстiктiн кен класстары Yшiн колдонылады.

Кубатуралык формулаларды есептеу компьютер багдарламалары аркылы жузеге асырылады. Бiз C++ 
багдарламалау тiлiн тандадык. Cебебi C++ багдарламалау тiлiнiн колдану аясы ете кен жэне кYрделi 
есептердi iске асыру мYмкiндiгi жогары. Есептеу алгоритм C++ тiлiнде Microsoft Visual Studio 
багдарламасыньщ кемегiмен юке асырылды.

ТYЙiн сездер: кеп елшемдi онтайландыру, глобальды онтайландыру алгоритмi, Соболев кубатуралык 
формулалары, Де Джонг функциясы, Розенброк функциясы, Растригин функциясы.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ НОВОГО АЛГОРИТМА 
С ОПРЕДЕЛЯЮЩЕЙ ФУНКЦИЕЙ В ПОИСКЕ 

ГЛОБАЛЬНОГО МИНИМУМА ГЛАДКОЙ ФУНКЦИИ

Аннотация. В последнее время актуальность задач оптимизации растет очень интенсивно и успешно. 
Круг задач оптимизации существенно расширился. Потребность решить оптимизационные задачи есть 
практически во всех науках. Предложены много методов нахождения локального минимума функции. 
Меньше изучена задача нахождения глобального минимума функции. У каждого метода есть свои 
достоинства и недостатки. Задача становится сложнее, если нужно найти глобальный минимум у функции с 
большим количеством локальных минимумов.

В данной статье представлен новый алгоритм для поиска глобального минимума многоэкстремальных 
гладких функций двух переменных. Здесь детально расписаны все этапы работы нового алгоритма.

Предложенный метод отличается от других методов тем, что здесь поиск начинается со значения, то 
есть определяем уровень точки глобального минимума. Для вычисления значений и координат глобального 
минимума построена новая определяющая функция. С помощью определяющей функции мы находим 
касательную плоскость к графику заданной функции в точке глобального минимума. После определения 
значения точки глобального минимума, вычисляются координаты точки глобального минимума.

В статье рассмотрены функции определенные в квадрате, чтобы найти координаты глобального 
минимума, область определения делим на четыре равные квадраты. Дальше определяем, в каком из этих 
квадратов лежит найденное значение глобального минимума. Выбранный квадрат делим еще на четыре 
равные квадраты. И так продолжается до нужной нам точности. Они определяются с помощью видоизме
ненной определяющей функции. У определяющей функции будет меняться область интегрирования, каждый 
раз, когда мы рассматриваем «новый» квадрат.

Такой алгоритм значительно уменьшает количество вычислений -  это значит, сокращается время 
вычислений.

Для оценки скорости и точности алгоритмов глобальной оптимизации применяются тестовые функции. 
Подобраны три различные тестовые задачи. В качестве первого примера приведена выпуклая функция, где 
локальный минимум совпадает с глобальным минимумом. Во втором примере разобрана невыпуклая 
функция, которая имеет глобальный минимум внутри параболической сильно вытянутой поверхности. В 
третьем примере разобрана функция с большим количеством локальных минимумов. Проведены 
вычислительные эксперименты с данными функциями. Мы нашли значения и координаты глобальных 
минимумов тестовых функций с помощью нового алгоритма и сравнили с эталонными значениями. Все 
вычисления сделаны с точностью е<  10 6. Вычисленные значения и координаты точек глобальных 
минимумов совпадают с эталонными значениями. Эти функции разные по сложности, но предложенный 
алгоритм определяет глобальный минимум различных функций за одинаковое количество времени.

Определяющая функция зависит от рассматриваемой функции и от ее области определения. Если 
заданная функция двух переменных, то определяющая функция будет содержать двойной интеграл, где 
область интегрирования совпадает с областью определения. Для приближенного вычисления кратных 
интегралов по заданной области предлагается использовать кубатурные формулы Соболева с регулярным 
пограничным слоем. Многомерные кубатурные формулы Соболева сохраняют достоинства одномерных 
квадратур. Они оптимальны для широкого класса пространств.

Вычисления кубатурных формул реализованы с помощью компьютерных программ. Мы выбрали язык 
программирования C++ потому, что язык C++ имеет очень широкое применение и возможность реализовать 
сложные задачи. Алгоритм вычисления реализован с помощью программы Microsoft Visual Studio на языке 
С++.

Ключевые слова: многомерная оптимизация, алгоритм глобальной оптимизации, кубатурные формулы 
Соболева, функция Де Джонга, функция Розенброка, функция Растригина.
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