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DIFFERENTIAL EQUATIONS OF PLANETARY SYSTEMS

A bstract. In this article will be considered many spherical bodies problem with variable masses, varying non
isotropic at different rates as celestial-mechanical model o f non-stationary planetary systems. In this article were 
obtained differential equations of motions of spherical bodies with variable masses to reach purpose exploration of 
evolution planetary systems. The scientific importance of the work is exploration to the effects of masses’ variability 
of the dynamic evolution of the planetary system for a long period of time. According to equation of Mescherskiy, 
we obtained differential equations of motions of planetary systems in the absolute coordinates system and the relative 
coordinates system. On the basis of obtained differential equations in the relative coordinates system, we derived 
equations of motions in osculating elements in form of Lagrange's equations and canonically equations in osculating 
analogs second systems of Poincare's elements on the base aperiodic motion over the quasi-canonical cross- section.

Keywords: non-stationary star, planetary systems, variable mass, the many-body problem, osculating elements.

1. In tro d u c tio n . M odern  astronom ical observations show , th a t the central star and  the p lanetary  
system  around it, in  m any cases, are genetically  m utually  associated  [1-3]. W ith  th is regard, exploration  o f  
evolution  o f  p lanetary  system s w ith  i t ’s central star are represen ted  the interests. The evolu tion  o f  
p lanetary  system s in  its non-sta tionary  stage is special in teresting, w hen  m ain  factor o f  dynam ical 
evolution  is variable m asses o f  p lanets and the central star [4-7].

W ith  th is regard, w e investigate as a  celestial-m echanical m odel o f  the p lanetary  system , n  + 1  body 
problem s ( n  >  3 )  w ith  m asses, varying non-iso trop ic  a t d ifferen t rates [1-5]. B odies are considered  as 
spherical bodies, and  also w ith  spherical distributions o f  m asses. F o r th is  reason, they  can be considered  as 
N ew ton ian  in teraction  o f  po in ted ly  bodies, w hich  positioned  in the cen ter o f  these spherical bodies. B ased 
on the equation  o f  M escherskiy , w e obtained equations o f  m otions o f  m any p lanetary  problem s w ith 
variable m asses. In th is case, m asses o f  bodies varying non-iso trop ic  a t d ifferen t rates w ith  the presence o f  
reactive forces in the absolute rectangular C artesian  reference fram e. Further, w e obtained equations o f  
m otions o f  considering the problem  in the relative coordinates system . The cen ter o f  the relative 
coordinates system  is located  in  the cen ter o f  the m ost m assive body  -  paren t star. B ases on obtained 
equations o f  m otions in the relative coordinates system , w e derived  equations o f  perturbative m otions in 
the  various osculating system s. U nperturbed  m otions are accepted  as aperiodic m otions over a  quasi- 
canonical cross-section  [7].

2. D iffe ren tia l e q u a tio n s  o f  m o tio n s  o f  p ro b le m .
2.1 S ta te m e n t o f  p ro b le m  a n d  d iffe re n tia l e q u a tio n s  o f  m o tio n s  in  th e  a b so lu te  c o o rd in a te s  

system .
L et us consider the p lanetary  system , w hich  consists o f  n  + 1  in ter-gravitating  spherical celestial 

bodies w ith  variable m asses. The central body  is denoted  by  T0 . D enoted  body T0 has m ass m 0 , 

a longside this, it is considered as paren t star o f  the p lanetary  system . P lanets are designated  by  Ti , and 

corresponding m asses o f  p lanets are represented  by  , here (i = 1 ,2 , . . . ,n ) .  L ocations o f  p lanets are 

such, th a t Ti is in ternal p lanet relative to  p lanet Ti+1, and is external p lanet relative to  p lanet Ti-1 . M asses 

o f  bodies vary  non-isotropically , as p resen ted  in  the fo llow ing form
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m0 = m 0(t \  m1=  ml (t), ..., m n = m n(t) (2 .1)

L e t rates o f  m asses varia tion  are d ifferen t [7-8]

m, m
— Ф — - , i = 0 , . . , n , k  = 0 ,...n , i Ф k ,  (2.2)
m, m.

k

M ass o f  the paren t star is m ore than the m ass o f  certain  p lanet in  the considered system

m0 »  mt (i = 1,...,n ). (2.3)

On the basis o f  the M escherskiy  equation  and  follow ing by  L .G . L ukyanov [9], w e obtained 
differential equations o f  m otions in  the absolute coordinates system

m iR i = f m  Z  + m V , i = 0 ,1 ,. . .n  (2 .4)
k=0 R ik

w here f  -  the g rav ita tional constant, R t -  radius-vectors o f  centers o f  spherical bodies, R ik -  m utual 

distances o f  the cen ter o f  spherical bodies, sign "stroke" w hen  sum m ing denotes, th a t i Ф- k , Vi -  the 

relative velocity  o f  separated particles

V  = u i - R , (2.5)

w hen ui -  the absolute velocity  o f  separated  particles.

U sually , in  observational astronom y, o f  celestial bodies are defined  the law  o f  varying m ass, w hich 
presen ted  by  ratios (2 .1)-(2.2), also the relative velocity  o f  separated  partic les (2.5). F o r exam ple, the 
relative velocity  o f  separated  particles from  W olf-R ayet star (W R) is 1000 km /s, a t the sam e tim e, the rate

o f  decrease o f  m asses due to  star w ind  is M  «  - 10 -5M Q /  г о д  . Stars o f  spectral class M  shed m ass at

the rate M  «  - 1 0 -6M Q /  y e a r  [10]. For th is reason, w e w ill consider, th a t m agnitudes (2.1)-(2.2) and 

(2.5) know n.

2.2 D iffe re n tia l e q u a tio n s  o f  m o tio n s  in  th e  re la tiv e  c o o rd in a te s  system .
Let's in troduce en ter the relative coordinates system  w ith  beginning  in  the cen ter o f  paren t star T0 ,

axes w hich  parallel corresponding axes o f  the absolute coordinates system .
Let's in troduce fo llow ing notations

R0i = R  -  R 0 = - .  (2.6)

w here Ri and R0 -  correspondingly  radius-vectors o f  spherical bodies and o f  the paren t star relative to the 

cen ter o f  the absolute coordinates system , R0i -  radius-vectors o f  bodies Ti from  the cen ter o f  the relative 

coordinates system .
Thus, equations o f  m otions o f  n  p lanets (2.4) in the relative coordinates system  m ay be w ritten  the 

follow ing

m k
0 .  -  ! ± Л

v  r  k  rk  j

(2.7)

T aking into consideration ratio (2.6) m ay be rew ritten  differential equations o f  m otions o f  n  bodies
(2.7) in  the  fo llow ing w ay

m k (2.8)
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D ifferential equations o f  m otion  o f  n  body  (2.8) m ay be represented as fo llow ing

k=1

y  =_. f ̂  y  + m  Vy _ m  Vo y + f  Z
r m t m n

m

m

x k _  x  • 

A 3V ik

k=1

Z t =  _ f
( m o +  m )

m

„ x >
k 

r  3k У

f  y k  _  y  i _
A 3 r  3 

V ik ' k  У 

.  z \
k

(2.9)

k=1
A 3

V ik 'k  У

w here d istance betw een  bodies A ik are p resen ted  in  as

a ,k  ̂V(xk-xi)r+(ykiy i)r+~izk-zi)2 (2 .io

In  th a t w ay, differential equations o f  m otions o f  n  bodies are reduced in  the relative coordinates 
system .

3. E q u a tio n s  o f  m o tio n s  in  o scu la tin g  e lem en ts  o f  a p e r io d ic  m o tio n  o v er a  q u as i-c a n o n ic a l c ro ss
section .

3.1 H ig h lig h tin g  p e r tu rb e d  fu n c tio n s . E quations o f  m otions (2.8) are rew ritten  as follow ing

(mo + mi) Y
Я + f  3 Я _ —Я = F

Y i

i i , возм

w here

y . =
m o(to) +  m , ( O  

m o( t ) + m ( t)

F  =  Ф  +  F  . +  Пi,возм Г1 g1 1

,  m  , m n ,
Ф  . =  — ^ V  -ri i ____ °  V

K o>
m i m o

n (  ~  -  Л

F gi = f  Z m k
rik rk 
r  3  r 3k=1 V  ik rk У

n i = _ Y  Я
y .

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

In  the case, w hen  the perturbative force (3.3) equals to  zero, equations (3.1) describe aperiodic m otion 
over a  quasi-canonical cross-section.

W e can also rew rite the  perturbative function  (3.3) in  another w ay

F  =  g r a d  ,Wi , возм &  r 1

W  = w  + w  + W„,
ri ci

w here com ponents o f  force function  have view

W  =
v m i m o У

W g ,=  f  Z ' m , ,
k =1

f  i -  -  Л 
1  _

v  rk  rk  у

(3.7)

(3.8)

(3.9) 

(3 .io )
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Wa = _ Y - r ?  (3.11)
2 Y

In th is w ay, by  use designations (3 .7 )-(3 .11) w e can w rite  equations o f  m otions n  p lanet (3.1) in 
fo llow ing w ay

я +  f  (m ° +  m )  ,  _ h . Я = g ra d -W , (3.12)
ri Yi '

O btained equations o f  m otions (3.12) convenien t fo r using  theories o f  perturbation , w hich  form ulated 
fo r such non-stationary  system s [7].

3.2  D iffe re n tia l e q u a tio n s  o f  m o tio n s  fo r  system s o f o scu la tin g  e lem en ts  in  fo rm  o f L a g ra n g e ’s 
e q u a tio n s

A ccord ing  to  equation  o f  the relative m otion  o f  n  p lanets (3.12) w ith  beginning in the cen ter o f  the 
paren t star, w e can w rite d ifferen t d ifferential equations o f  m otions in  d ifferen t system s o f  osculating 
elem ents, on the basis o f  aperiodic m otion  over a  quasi-canonical cross-section. W e consider equations o f  
perturbative m otions in  osculating elem ents ( a t, et, it , q , n . , s i ) in  the form  o f  Lagrange's equations

2 3W.
a, = —  ̂ , (3.13)

n ia i d s i

J \  -  e 2 d W  e J 1 _  e 2 1 d W  
et = ------- L— iV , i - 4 — L, (3.14)

n a 2 e,. d n  1 + ^  1 _  e 2 n ia i 2 d s  t

d i cosec ij d W  tg ( i/2) d W  d W  

d t n ja j2Т П ё  nja 2^ 1  -  et2 ч dS
(3.15)

О 1 = cosf cii ^ , (3.16)
n a  V1 _  ei

_ tg (1 2 ) dWi + V T 7  dWi (3 1 7 )
TT- = ---------, --------1--------;---------- , (3.17)

n f li2^1  _  et2 di, n ,a , e,

s  = _ A .  W  + tg (i / 2 )  W  + e , , ^  1 Щ  (3 1 8 )

i n fli dat n ia i2^ 1  -  e 2 dii 1+ J 1 -  et2 n flr2 de, ’

w here at -  analog o f  a  sem im ajor, et -  analog o f  a  eccentricity , i -  analog o f  an angle o f  inclination  o f  

orb it p lane, q  -  analog o f  a  longitude o f  acsending angle, n t -  analog o f  a  longitude o f  pericenter, s t -  

analog o f  a  longitude o f  epoch. In the  case, w hen  m asses o f  considering bodies are constants, all o f  these 
elem ents w ill tu rn  into corresponding K epler elem ents.

In equations (3 .13)-(3. 18) the force function (3 .8 )-(3 .11) m ust be represented  in  explic it form

W = w  ( tt , a , ei, it , q  , n  , s ). (3 . 19)

E xpressions o f  perturbative functions (3.19) v ia  osculating elem ents, are cum bersom e and laborious 
w ork. Such w ork, on today 's day, as a  rule, are im plem ented w ith  using  o f  m ethod  o f  com puter algebra 
[11, 12].

3.3  E q u a tio n s  o f  p e r tu rb a t iv e  m o tio n s  in  a n a lo g  o f  second  system s o f can o n ica l e lem en ts  o f 
P o in c a re

In  som e cases, it is convenien t to  use the canonical theo ry  o f  perturbation  fo r considerative non- 
stationary g rav ita tional system s. F o r our purposes, analogs second system s o f  canonical elem ents Poincare 
( л .  Д  , £  , n , P i , q ) are preferable, w hich  are in troduce by  [7].

---- 17 ----
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Л, =va- w  a
Д = li + + ®i

& = у ( \ - V 1 -  e,2 }Cosn

(3.2o)
n ,=- ^ 24^io4a, ( \ -  V1 -  e,2 )Sinni

p , = V 24 K 4 a*'l1 -  e,2 ( \ -  C (s ~)Cas°-I

q, = - [̂2 Jм !^ja^ j 1=ef ( 1-C osii)SinQl

The system  o f  d ifferential equations o f  canonical osculating  elem ents o f  n  body  in  analogs o f  second 
system s o f  Poincare variab les has the form  [7]

Л . =
dR*

Д = -

дД  ’

dR *

dRi

dn  ’

dR'

p t =

dR__j_
dqt ’

dR *
(3.21)

w here

R,. = A)
2Л?

dpi

mo ( 'o ) +  m i ( to)
+ W ( ' Л , t ,  p ,Д  , n  , q , ) . (3.22)

C anonical equations o f  perturbative m otions (3.21) are very  conven ien t to  describe to  dynam ical 
evolution  o f  p lanetary  system s, w hen  inclinations o f  orbital planes and  analogs o f  eccentricities are quite 
small.

4. C o n c lu sio n
In th is  article w e obtained d ifferen t form s o f  d ifferential equations fo r non-sta tionary  p lanetary  

system s, w hich  contains n  planet. Perturbative function  is alloted, equations o f  perturbative m otions are 
leaded in  form  o f  L agrange's equations and in analogs o f  second system s o f  Poincare 's canonical elem ents. 
In the  further, w e p lan  to  obtain  decom positions o f  perturbative function v ia  osculating elem ents w ith 
using o f  system s o f  analitical calculations "W olfram  M athem atica". O btained equations w ill use fo r 
exploration  to  effects o f  variab le o f  m asses during o f  evolu tion  o f  ekzoplanety  system s. A t the  sam e tim e, 
effects o f  decreases o f  m asses o f  the paren t star and increases o f  m asses o f  p lanets w ill be taken  into 
account due to  accretion o f  particles from  residues o f  the  pro top lanetary  disk.

М .Ж . М инглибаев, А.Б. К ош ербаева 

Эл-Фараби атындагы Каз¥У, Алматы, Казакстан 

П Л АНЕТА Ж Y Й Е Л Е РШ Щ  Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л Д ЬЩ  ТЕЦДЕУЛЕР1

А ннотация. Экзопланета жуйесшщ пайда болуын жэне эволюциясын зерттеу -  аспан механикасы мен 
астрономияньщ езекп  мэселелершщ 6ipi. 1950 жылы экзопланета жуйелершщ ашылуы болды. Экзопланета 
жYЙелерi аныкталган кезден бастап, олардыц пайда болуы мен динамикалык эволюциясы эpтYpлi эдютермен 
зерттелш келедг Ka3ipri танда экзопланета жYЙелерiн табудыц сепз эдга колданылады. Бiрiншi эдю -  сэуле 
жылдамдыгы эдiсi, осы эдасп колдану аркылы орталык ж^лдыз тенipегiндегi экзопланеталык жYЙелеp ашыла 
бастады. Екiншi эдiс -  «Кеплер» гарыш телескопы миссиясынын пайда болуына байланысты транзиттер 
эдiсi. Б^л эдiстеpде, денелердщ массалары теракты pетiнде карастырылады жэне классикалык кеплеpлiк 
козгалыс формулалары, классикалык аспан механикасы колданылады. Алайда шынайы гарыштык жYЙелеp -  
стационар емес. Бейстационар гравитацияланатын денелеpдiн массаларынын айнымалылыгы, елшемдеpiнiн
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айнымалылыгы жэне шшшдершщ айнымалылыгы сиякты динамикалык эсерлердщ комбинациясы 
гравитацияланатын жYЙелеpдiн эволюция жолдарынын мол тYpiн аныктайды. Аспан механикасы аспекпнде 
осы к¥былыстарды зерттеу планета жYЙелеpiнiн динамикалык эволюция табигатын тYсiну Yшiн кажет. 
K3sipri танда астрономиянын бейстационар динамикалык мэселелеpi каркынды енделш келедi. Аспан 
денелеpi массаларынын елшемдершщ, пiшiндеpiнiн жэне баска да физикалык паpаметpлеpiнiн уакыт 
бойынша езгеpiсi экспериментпк аныктама беруге алып келедi. Сондыктан осы физикалык паpаметpлеpдi 
негiзге ала отырып, динамикалык мэселелеpдi к¥ру жэне зерттеу каж еттш к тудырады. Кептеген белгш  
экзопланеталар F, G, K жэне M  спектpальдi кластарга кipетiн ж^лдыздар тенipегiнде козгалыс жасайды. Б^л 
ж^лдыздардын массалары айнымалы жэне планета козгалысына орталык жулдыз массасынын айнымалылык 
эсеpi аз зерттелген. Алайда орталык ж^лдыз массасынын айнымалылыгын ескерген жагдайдагы 
дифференциалдык козгалыс тендеуi интегралданбайды, сондыктан мэселе ^йытку теориясы эдiстеpiмен 
зеpттеледi. Б^л тургыдан, ^йыткыган козгалыстын канондык тендеулеpi жэне Лагранж тендеулеpi тYpiндегi 
квазиконустык кима бойынша, апериодтык козгалыс негiзiндегi ^йыщыган козгалыс тендеулеpi колайлы. 
Бейстационар планета жYЙелеpiнiн аспан-механикасы моделiнде, эpтYpлi каркынмен изотропты емес 
езгеpетiн, айнымалы массалы, сфералык кеп дене м эселеа ж^мыста карастырылган. Бейстационар планета 
жYЙелеpiнiн эволюциясын зерттеу максатында, айнымалы массалы сфералык денелердщ дифференциалды 
козгалыс тендеуi алынган. Ж^мыстын гылыми мэнi планета жуйелершщ узак уакыт периодындагы 
динамикалык эволюциясынын айнымалы массалар эсеpлеpiн зерттеумен байланысты. Сонымен катар 
белшектеpдiн аккрециялануына байланысты орталык ж^лдыздын массасынын азаюы калай ескеpiлсе, 
планеталардын массасынын кебеюi де ескеpiледi. Планета жYЙелеpiнiн дифференциалдык тендеу^ 
Мещеpскийдiн тендеуi аркылы, абсолютп координаталар жYЙесiнде жэне салыстырмалы координаталар 
жуйесшде алынган.

Салыстырмалы координаталар жYЙесiнде алынган дифференциалдык тендеулер негiзiнде, квазиконус
тык кима бойынша, апериодты козгалысты назарга ала отырып, Пуанкаре элементтершщ екiншi жYЙесiндегi 
лездiк аналогтарындагы канондык тендеулерде жэне Лагранж тендеулеpi тYpiндегi лездiк элементтеpiнде 
козгалыс тендеуi корытылып шыгарылды.

ТYЙiн сездер: бейстационар жулдыз, планета жYЙесi, айнымалы масса, кеп дене мэселеа, оскуляция 
элементтеpi.

М.Дж. М инглибаев, А.Б. Кош ербаева

КазНУ им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан

Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН Ы Е УРА ВН ЕН И Я П Л АНЕТН Ы Х  С И СТЕМ

А ннотация. Исследование происхождения и эволюции экзопланетных систем -  одна из актуальных тем 
небесной механики и астрономии. В 1950 году была сделано открытие экзопланетных систем. С момента 
обнаружения экзопланетных систем разными методами изучаются их появления и динамическая эволюция. 
В настоящее время используется восемь методов обнаружения экзопланетных систем. Из них наиболее 
популярные -  два метода. Первый метод -  метод лучевых скоростей, с использованием этого метода 
начались открытия экзопланетных систем около родительской звезды. Второй метод -  это метод транзитов с 
появлением миссии космического телескопа «Кеплер». В этих методах используется классическая небесная 
механика, где массы тел считается постоянными и используются формулы классического кеплеровского 
движения. Однако реальные космические системы нестационарные. Различные комбинации динамических 
эффектов нестационарных гравитирующих тел, таких как переменность массы, переменность размеров и 
переменность формы, предопределяют богатое разнообразие эволюционных путей гравитирующих систем. 
Исследования этих явлений в небесно-механическом аспекте необходимы для понимания природы 
динамической эволюции планетных систем. В настоящее время интенсивно разрабатываются 
нестационарные динамические задачи астрономии. Изменение со временем массы, размеров, формы и 
других физических параметров небесных тел допускает экспериментальное определение. Поэтому 
необходимо формулирование и исследование динамических задач, принимая во внимание изменение со 
временем этих физических параметров. Большинство известных экзопланет вращаются вокруг звезд 
спектральных классов F, G, K и M. Массы этих звезд переменные и эффект переменность центральной 
звезды на движение планет мало изучены. Однако дифференциальное уравнение движения с учетом 
переменности масс центральной звезды не интегрируемые, поэтому проблема обычно исследуется методами 
теории возмущений. При этом предпочтительны уравнение возмущенного движения на базе 
апериодического движения по квазиконическому сечению в форме уравнения Лагранжа и канонические 
уравнения возмущенного движения.
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В работе рассматривается задача многих сферических тел с переменными массами, изменяющимися 
неизотропно, в различных темпах как небесно-механическая модель нестационарных планетных систем. В 
статье получены дифференциальные уравнения движения сферических тел с переменными массами с целью 
исследование эволюции нестационарных планетных систем. Научная значимость работы заключается в 
исследовании эффектов переменности масс динамической эволюций планетной системы в длительный 
период времени. При этом учитывается как убывание масс родительской звезды, так и рост масс планет из-за 
аккреции вещества. Исходя из уравнений Мещерского, получены дифференциальные уравнения движения 
планетных систем в абсолютной системе координат и в относительной системе координат. На базе 
полученных дифференциальных уравнений в относительной системе координат, выведены уравнения 
движения в оскулирующих элементах в форме уравнения Лагранжа и канонические уравнения в 
оскулирующих аналогах второй системы элементов Пуанкаре на базе апериодического движения по 
квазиконическому сечению.

К лю чевы е слова: нестационарная звезда, планетная система, переменная масса, задача многих тел, 
оскулирующие элементы.
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