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ONE-DIMENSIONAL NUMERICAL SUBSTANTIATION 
OF SOME THREE-DIMENSIONAL PROBLEM STEADY STATE 

TEMPERATURE IN THE PRESENCE OF HEAT FLOW, 
HEAT EXCHANGE AND THERMAL INSULATION

Abstract. Bearing components of jet propelled, hydrogen engines, atomic, and heat power plants, technological 
lines of processing industries, as well as internal combustion engines work in complicated thermal area. Reliable 
operation of these structures will depend on thermo-stress condition of bearing components. Therefore this research 
is dedicated to numerical study of thermo-stress condition of bearing components of structures.

This article considers the problems of numerical study of the thermomechanical state of the rods of variable 
cross-section in the presence of local temperature, heat flux, thermal insulation, heat transfer and axial forces, is 
relevant interest for engineering and technological processes related strengths of the elements are partially thermally 
insulated structures. The rapid development of processing of natural resources became new problems for scientists in 
the development of adequate mathematical models generic computational algorithms and methods that allow a 
comprehensive numerical investigation of the thermos-elastic state of partially insulated construction elements of 
variable cross-section operating in challenging thermal and power field.
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ЧИ С Л ЕН Н О Е ОБО СН ОВА НИ Е О Д НО М ЕРНО СТИ Н ЕКО ТО РО Й  ТРЕХМ ЕРН ОЙ 
ЗАДАЧИ УСТАНОВИВШ ЕГО СЯ ТЕМ П ЕРАТУРН ОГО СО СТО ЯН И Я ПРИ  НА ЛИ ЧИ И  

ТЕП ЛО ВО ГО ПОТОКА, ТЕП ЛО О БМ ЕН А  И ТЕП ЛО И ЗО Л ЯЦ И И

Аннотация. В данной статье рассмотрены проблемы численного исследование термомеханического 
состояния стержней переменного поперечного сечения при наличии локальной температуры, теплового 
потока, теплоизоляции, теплообмена и осевых сил, представляет соответствующий интерес для техники, 
технологических процессов связанных прочностей элементов частично теплоизолированных конструкций. 
Бурное развитие переработки природных богатств, ставшие перед учеными новые проблемы разработки 
адекватных математических моделей универсальных вычислительных алгоритмов и методов, позволяющих 
всестороннее численное исследование термоупругого состояния частично-теплоизолированных элементов 
конструкций переменного поперечного сечение работающих в сложном тепловом и силовом поле.

Ключевые слова: температура, тепловой поток, теплоизоляция, теплообмен, энергия.

Рассмотрим проблемы численного исследование термомеханического состояния стержней 
переменного поперечного сечения при наличии локальной температуры, теплового потока, тепло
изоляции, теплообмена и осевых сил, представляет соответствующий интерес для техники, техно
логических процессов связанных прочностей элементов частично теплоизолированных кон
струкций.
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Экспериментальная часть
Рассмотрим трехмерное тело, поперечное сечение которого имеет форму прямоугольного 

четырехугольника. Длина имеет бесконечную протяженность. Построим глобальную декартовую 
систему координат Oxyz, как показано на рисунке 1.

Жылудан оцшаулау

y=B

h, To

x=A

Рисунок 1- Расчетная схема рассматриваемой задачи

В этой системе координат длину тела обозначим через L (см ), тогда — да< L  <+да, ширину 
тела (в направлении оси Ох) через А(см), ее высоту (в направлении оси Оу) - B (см). Пусть на

постояннойсторону x = 0 ,0  < y  < B  , — <Х>< z  <  +W тела подведен тепловой поток 

интенсивности q = const (Вт / см2). Через поверхности противоположенной стороны тела ( x  =  A  

, 0  < y  < B , — z  < )  происходит теплообмен h (Вт /(см 2 -° С )), а температура 

окружающей среды Tco (°C). Обе стороны ( y  =  0 и y  = B , 0 < x  < A , — да< z  < + д а ) тела
полностью теплоизолированы. Требуется определить закон распределения температуры в объеме 
рассматриваемого тела. Здесь следует отметить, что из за постановки задачи процесс 
теплопереноса является двумерным, то есть поле распределение температуры в любом сечении 
z  =  c o n s t  рассматриваемого тела будет одинаковым. Поэтому закон распределения температуры 
является функцией от двух переменных, т.е. Т = Т (х, у). В рассматриваемом случае, тело является 
брусом бесконечной длины. В соответствии [1] выражение функционала, которое характеризует 
полную тепловую энергию для рассматриваемого бруса имеет следующий вид:

K x
dx

+  K yy
dT_

dy
d V  +  j  q T d S  +  j  2 ( t  — Tco) 2  d S , (1)

V ~ |_  ̂^  У _ S (x=0) S (x=A) 2

где V- объем рассматриваемого бруса; S (x =  0 )- площадь поверхности (x = 0) бруса, где подведен 

тепловой потоод; S (x = A )- площадь поверхности (x  =  A) бруса, через которого происходит 

теплообмен с окружающей средой^ K x , K y y  ( В т  / ( с м °  С ))- коэффициент теплопроводности 

рассматриваемого бруса, соответственно по направлениям осей координат Ох и Оу.
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Площадь поперечного сечения рассматриваемого бруса (которая имеет форму прямоугольного 
четырехугольника) дискретизируем с помощью координатных прямых на четыреугольные 
конечные элементы. Число дискретных конечных элементов будет m  X n  (соответственно по осей 
Ох и Оу). Для каждого элемента построим локальную систему координат Оху, таким образом, что 
начало координат совпадает с геометрическим центром элемента, как показано на рисунке 2 . 
Нумерация узлов элемента указана на этом рисунке . Координаты узлов элемента в локальной 
системе координат будут следующими 1(—a .—b). 2 (a .-b ) . 3 (a .b ). 4 (—a. b )  .

y

/

\
b
/

а

/

а
S'

b

4  / ^  N' " .

Рисунок 2 -  Схема построения локальной системы координат

В пределах каждого элемента поле распределения температуры примем в виде билнейного 
полинома [2 ]:

T (х, y) = а 1 + а 2 x  + а 3 y  + а 4 xy =

=  (Pi(X  y )T 1 +  (р2 (X  y  )T 2 +  (Рз (X, y  )T3 +  Р 4 (X, y )T4 , (2)

гдеT1,T 2 ,T 3 , T4 - значение температуры в узлах четырехугольника, P i ( х ,  y ) , Р 2 ( х , y ) ,

Рз (X, y ) ,  Р 4 (X, y ) -  функции формы для рассматриваемого четырехугольного конечного 
элемента, которые имеют следующий вид [3]:

Р ( х  y) ( a  — X)(b — y ) . Р (х y) (a  + X)(b — y ) . 
p i(X, y ) = — 40b— ’ P X , y ) = — 40b— ’ 

= ( a + X ) <b+ y ) . P 4 (x ,y ) = ( a —f b + y)  ■ 
4ab 4ab

(3)

Свойства этих функции формы будут следующими:

1 ) в первом узле, т.е. при х = —a. y  = —b

Pi (—a. — b) = 1. p 2  (—a. — b) = 0. рз (—a. — b) = 0. p A (—a. — b) = 0.

2 ) во втором узле, т.е. при х = a . y  = —b

P i(a . — b) = 0. p 2 (a . — b) = 1. Р з(о . — b) = 0. P 4 (a . — b) = 0.

3) в третьем узле, т.е. при х = a. y  = b

P ( a .  b) = 0. p 2 (a. b) = 0. Р з(о . b) = 1. P 4 (a. b) = 0.

4) в четвертом узле, т.е. при х = —a. y  = b

Р ( —a .b) = 0. р 2 (—a .b ) = 0. Р з(—a .b ) = 0. P 4 (—a .b ) = 1.

(4)

4 3

X

1 2
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5) I p  =  1
i=1 
4

6 )  i p = 0
i=1 dx

(5)

(6)

в любой точке дискретного конечного элемента.
Кроме того из (2), (3) легко определяется значения градиентов температуры в любой точке 

дискретного элемента:

d T  = i  d p i T  d T  = 1  д р  T  (7) 
дх  1  дх  1 . d y  1  d y  1

Для наглядности предлагаемого вычислительного алгоритма поперечное сечение рассматри
ваемого бруса рассмотрим как один дискретный элемент четырехугольной формы, как показано на 
рисунке 3.

Рисунок 3 -  Расчетная схема рассматриваемой задачи

Теперь для одного дискретного элемента вычислим интеграл по объему. Здесь пользуемся 
следующей формулой:

a b

J  f  ( х , y ) d V  =  L  J  J  f  ( x , y ) d x d y .  (8)
V —a—b

Используя выше написанные формулы напримере проведем проверку.

Результаты  и их обсуждения

В целях проверки на точность и сходимость получаемых численных результатов проведем 
вычислительные эксперименты. За исходные данные принимая следующие значения:

a  =  5 с м .  b  =  3 с м .  q  =  —50 ( В т  /  с м 2). h  =  10 ( В т  / ( с м 2 -° С )). Т с о  =  4 0  (°С)

K xx =  K yy  =  75  ( В т  /(с м -°С )) .  высчитывая систему уравнения имеем:

2T 1 — 2T 2 — T3 +  T4 +  5 ,5 5 5 T 1 +  2 ,7 7 7 T 2 — 2 ,7 7 7 T 3 — 5 ,5 5 5 T 4 =  2 0 . 

T  +  0 ,1 0 2 9 4 T 2 — 0 ,5T 3 — 0 ,6 0 2 9 4 T 4 =  2 ,6 4 7 .
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T1 =  —0,10294T 2 +  0,5T3 +  0 ,6 0 2 9 4 T 4 +  2 ,6 4 7 . (9)

Подставляя в последнее уравнение вместо T1 ее выражение (9) имеем:

0,75T 2  — 2 ,20588T 3 +  0 ,39706T 4 =  —45. (10)

определим T2 :

T2 =  0 ,1 7 0 2 8 T 3 +  0 ,3 7 5 6 T 4 + 1 7 ,9 2 9 8 6 . (11)

определим T3 :

T3 =  0 ,3 2 6 5 8 T 4 +  2 8 ,1 2 . (12)

определим T4 :

T4 =  5 1 ,6 6 5  °C . (13)

определим значение T3 :

T3 =  4 5  °C . (14)

находим значения T2 :

T2 =  4 5  °C . (15)

находим значение Tx-

T  =  5 1 ,6 6 5  °C . (16)

Таким образом, из-за симметричности поставленной задачи относительно осей Ох и Оу, 

получим, что Tx =  T4  =  51,665 °С. T  =  T3  =  45  °С. Пользуясь (2) находим закон распределения 
температуры в пределах сечения бруса, т.е. четырехугольника:

4 1
т ( X, y ) =  I  Pi ( х , y ) T  =  — — [(a b  — a y  — b x  +  x y ) T  +  ( a b  — a y  +  bx  — x y )T 2 +

i=1 4 a b

+  (a b  +  ay  +  bx +  xy)T 3  +  (a b  +  a y  — bx — xy)T 4  ] =  (51 ,665ab  — 51 ,665ay  — 51,665bx +
4ab

+  51 ,665xy+ 5 1 ,6 6 fa b + 51 ,665ay  — 51,665bx — 51 ,665xy+ 4 5 a b —4 5 a y + 4 5 b x  — 4 5 x y +

+  4 5 a b  +  4 5 a y  +  45bx +  4 5 xy ) =  - ^ ( 1 9 3 ,3 3 a b  — 13,33bx).
4 a b

(17)

Здесь следует отметить, что — a  <  X <  a .

Ожидаемые результаты
Из последнего видно, что поле распределения температуры в пределах сечении бруса (четы

рехугольника) не зависит от координаты осиОу. Это поле является линейной функцией от х. Кроме
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того из (17) также видно, что найбольшая температура наблюдается в точках поверхности х  = —a  . 
В точках этой поверхности значение температуры будет T (х  = —a, y )  = 51,665 °С при — b < y  < b . 
Соответственно наименьшее значение температуры будет в точках поверхности X =  a , т.е. 
T (х = a, y ) = 45 °С при — b < y  < b .

Таким образом, из полученных результатов видно, что рассматриваемый процесс теплопере- 
носа из-за скалярности температуры является одномерным физическим процессом.

Выводы
Все эти тестовые расчеты показывают, что в рамках рассмотренной задачи при нахождении 

закона распределения температуры в пределах расчетной области с применением энергетического 
принципа достаточно дискретизировать одним четырехугольным элементом, вследствие чего 
разрешающая система будет состоять из четырех линейных алгебраических уравнений. Последние 
можно решать аналитически. Здесь следует отметить, что при других граничных условиях это 
утверждение может терять смысл.
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ЖЫЛУ АГЫНЫ, ЖЫЛУ АЛМАСУ ЖЭНЕ ЖЫЛУ ИЗОЛЯЦИЯСЫ БАР YШвЛШЕМДI 
ЕСЕПТЩ Т¥РАКТЫ ТЕМПЕРАТУРАЛЫ КУШНДЕП САНДЬЩ СИПАТТАМАСЫ

Аннотация. Кептеген eндiрiс орындарында непзп курылым элементтерi кYPделi жылу кeздерi эсерiнде 
туракты жумыс жасайды. вндiрiстщ Yздiксiз жумыс жасауы эрине сол элементтердщ сынып калмауына 
такелей байланысты. Сондыктанда алдын -  ала непзп курылым элементтердщ эр тYрлi жылу кeздерi 
эсервде кандай термо-механикалык жагдайда болуын терец зерттеу eндiрiстщ Yздiксiз, туракты, сапалы 
жумыс жасау тургысынан ете езекта мэселе болып табылады. Бул гылыми жумыс осы мэселеш шешуге 
багытталган.

^ р е к  сездер: температура, жылу кездер^ жылу алмасу, жылу агыны, жылу изоляция.
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