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Abstract. This article considers the problems of numerical study of the thermomechanical state of the rods. 
Bearing components of jet propelled and hydrogen engines, atomic and heat power plants, technological lines of 
processing industries, as well as internal combustion engines work in complicated thermal area. Reliable operation 
of these structures will depend on thermo-stress condition of bearing components. Therefore this research is 
dedicated to numerical study of thermo-stress condition of bearing components of structures in the form of limited 
length rods constrained from both ends. Herewith the rod is under influence of local temperature and heat exchange. 
Apart from this the rod under study is made of heatproof material ANV-300. Particularity of this material is that 
temperature expansion coefficient of the rod material depends on the temperature. The offered computational 
algorithm is based on the energy conservation principle. Herewith all types of integrals in energy functional formulas 
are integrated analytically. Whereupon the acquired numerical solutions will be of high accuracy.
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД В РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ТЕРМОУПРУГОСТИ

Аннотация. На основе фундаментальных законов сохранения энергии в сочетании локальных квад­
ратичных сплайн функции разрабатывается универсальный вычислительный алгоритм, метод и соответ­
ствующее программное обеспечение, позволяющее исследовать теплофизическое состояние теплоизоли­
рованного стержня, ограниченной длины, при воздействий локольного теплового потока, теплообмена и 
температур. В работе разработанный вычислительный алгоритм и метод позволяет получить решения всех 
возникающих задач для стержней ограниченной длины, которые находятся под одновременным действием 
разнородных видов источников тепла. Точность полученных результатов обусловлена применением 
фундаментальных законов сохранения энергии. Универсальность разработанного вычислительного алго­
ритма и метода заключается в использовании его при решении класса теплофизических задач для стержней 
ограниченной длины. При этом все существующие естественные граничные условия учитываются на уровне 
закона сохранения энергии. Также следует отметить, что разработанная методика позволяет решать 
множество инженерных и прикладных задач для несущих элементов конструкций, которые работают в 
сложном тепловом поле.

Ключевые слова: тепловой поток, теплообмен, теплопроводности, теплообмена, теплоизоляция.

Несущие элементы современных газогенераторных энергетических установок, атомных и 
тепловых электростанций, водородных и реактивных двигателей, двигателей внутреннего сгорани, 
установок глубокой переработки минеральных сырья и нефтей работают в сложном силовом и 
тепловом поле. Надежной работы вышеприведенных установок будет зависить от термопроч­
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ностных характеристик их несущих элементов. В качестве несущих элементов рассматривались 
стержни ограниченной длины и постоянного поперечнего сечения [1][2]. В этих задачах на основе 
фундаментальных законов теплофизики [3] определены поле распределения температуры по длине 
стержня ограниченной длины с учетом действующих видов источников тепла. Другие анало­
гичные задачи рассмотрены в работах [4-6]. В этих работах ограничивались определением закона 
распределение температуры по длине исследуемого стержня в зависимости от видов заданных 
источников. В отличие от их в данной работе в качестве несущего элемента конструкций рассмат­
ривается горизонтальный стержень ограниченной длины и постоянного поперечного сечения. При 
этом боковая поверхность исследуемого стержня полностью теплоизолированная. На площадь 
поперечного сечения левого конца подводится тепловой поток постоянной интенсивности. Через 
площади поперечного сечения правого конца происходит теплообмен с окружающей этой 
площади средой. В этой задаче с помощью фундаментальных законов сохранения энергии [7] 
определяются:

1 ) закон распределения температуры по длине рассматриваемого стержня;
2 ) величина ее термического удлинения;
3) величина возникающего осевого сжимающего усилия;
4) закон распределения упругих, температурных и термоупругих составляющих деформаций и 

напряжений;
5) поле перемещений.

Экспериментальная часть
Вывод разрешающих уравнений. Рассматривается горизонтальный стержень, ограниченной 

длины L [см]. Площадь поперечного сечениякоторого F [см2] постоянная по ее длине. Профиль 
поперечного сечения стержня может быть кругом, четырехугольником, треугольником, 
многоугольным и т.д. Теплофизические свойства материала стержня характеризуются
коэффициентом теплового расширения материала стержня а [^], теплопроводностью кх[ Втд̂,] , а

кГтакже модулем упругости Е[—-].
На площадь поперечного сечения левого конца, рассматриваемого стержня, подведен 

тепловой поток q [—7 ]. Через площадь поперечного сечения правого конца происходит

конвективный теплообмен с окружающей ее средой. При этом коэффициент теплообмена h [—^г],
а температура окружающей среды ^ [ “С]. Требуется с начала определить закон распределения 
температуры по длине исследуемого стержня в зависимости от вида действующих источников 
тепла, геометрических и теплофизических характеристик стержня. Для этого сначала построим 
локальную аппроксимационную квадратичную сплайн функцию.

Расчетная схема рассматриваемой задачи приводится на рисунке 1.

Рисунок 1- Расчетная схема задачи

Предположим, что

Т(х =  0) =  Tt; T (x  =  ?) =  Tj;T(x =  V) =  Tk (1)

Закон распределения температуры по длине исследуемого стержня аппроксимируем полным 
полиномомвторого порядка сплайн функции[8 ]

156



ISSN 1991-346X Серия физико-математическая. № 3. 2017

Т(х) =  а х 2  +  bx +  c =  ^ ( х )  * Ti +  q)j(x) *7} +  ^ fc(x) *Tk;0 < x < L (2)

Где
,  2 x 2- 3 L x +  L2 ,  A L x - A x 2 ,  2 x 2- L x  „  . . .

< m x ) =  — 7̂ — ; V j(.x ) =  — Г2— ; v k w  =  j 2 ; o < x < l
(3)

Теперь для исследуемой задачи напишем функционал, которая характеризует закон сохране­
ния энергии [7].

(4)

Здесь следует отметить, что размерность каждого члена является [—т°С]. Это и есть работа, 
выполненной температурой, по аналогии [кг см]. Из-за физической сущности явления имеем:

А=  Ss(x=o)4*TdS = FqTi

h  =  Ss ( x = L ) l ( - T  -  T o c ) 2 d S  =  ™ ( . Т к ~ Т с с У

(5)

(6 )

Для вычисления интеграла по объему в выражении (4), необходимо определить градиент 
температуры

a<PbT k = ^ T i + ^ T 4x-LTkt 0 < X < L (7)

Далее подставляя (7) в выражении J, а также пользуясь известной формулой

L  fix)d,V = Ffcfix)dx
имеем

ь =  5v т © 2  d v  =  i t (7  т? -  16ТЪ  +  2 ^  - 1 6 Т1 Т* +  1 6 Tj 2  +  7Т^
Тогда интегрированный вид функционала полной тепловой энергии имеет следующий вид:

Fk-J =h+J 2+h== FqTt + -^ т (7  7} 2  -  167}7} + 2Т{Гк -1 6 T jT k +  167}2 +  +77’2) +

(8)

+  F- ^ ( J k - T o c ) 2 (9)

Здесь следует отметить, что для определения значений 7},7}и Тк, можно получить 
соответствующую систему линейных алгебраических уравнений, где учитывается все 
существующие естественные граничные условия, варьируя J по 7},7}и Тк .

1) = 0; ^ F4 +  - 1 6 Tj +  2Тк) =  0

2) J7j =  0; ^  FJt ^ ~ 1 6 Ti +  32Tj - 1 6 Т к) =  0

3) ^  =  0; (27} - 1 6 7 }  + 14Tk) +  FhTk — FhToc =  0

(10)

После упрощения имеем
77’; - 8 7 }  +  тк = -  —1 J “ кт

7} - 2 7 }  +  Тк =  0 

TJ7Ъ - 8 7 }  +  7Тк + — Тк =кг кг

(11)
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Решая эту систему определим, что

Ti =  T0 C- ~ -  —; Tt =  Т0С- - - — ; Tk =  T0C -  -  (12)1 UL h k x ’ ]  UL h 2 k x  K UL h v '

Далее подставляя (12) в(2-3) и после упрощения определим закон распределения температуры 
по длине исследуемого стержня с учетом одновременного наличия теплоизоляции, теплового 
потока и теплообмена. Она будет иметь следующий вид:

Т =  Пх ,  Toc,q , h, L, kx) =  (Т0С -  f  -  g )  +  ± х ;  0 < x < L  (13)

Отсюда видно, что в нашем случае закон распределения температуры по длине исследуемого 
стержня будет линейной.

Результаты  исследования. Определение теплофизического состояния стержня. Теперь 
приступим к решению следующей задачи. Из-за наличия поле температур, исследуемый стержень 
будет удлиняться. Требуется определить величину удлинения в зависимости от одновременного 
наличия разнородных источников тепла. Для этого, предположим, что левый конец стержня 
жестко защемлена, а правый - свободный. Из общих законов термодинамики [7] известно, что 
величина удлинения стержня от поле температур определяется следующим образом:

AlT =  aT( x)dx  (14)

Если принять, что a=const, имеем

М т =  J0LaT(x)dx  =  aL(T0C - f  -  (15)

Далее будем решать третью возникающую задачу. Если оба конца исследуемого стержня 
будет жестко-защемлена, то она не может ни удлиняться и ни укорачиваться. В этом случае 
возникает осевое сжимающее усилие R ^ ] .  Его определим как решение статически 
неопределимой задачи при этом применяем условия совместимости деформации:

— +  ALT =  0 ^ R  =  -^blE L  =  -aE F (T 0C - 1 - ^ - )  (16)
EF 1 L V UL h 2 k /  V '

После этого легко определяется решение четвертой задачи, определение возникающего поле 
термо-упругого напряжения а  [ м ] .  Она определяется в соответствии обобщенного закона Гука:[9]

о =  - =  -  аЕ(Т0С - 1 - ^ - )  ( 1 7 )
F к UL h 2 к /  v '

Отсюда видно, что поле распределения термо-упругой составляющей напряжение а  будет 
прямой линией, которая параллельно к оси стержня и оси ОХ.

Еще раз применяя обощенный закон Гука находится решение возникающей пятой задачи 
определения поле термо-упругой сосотавляющей дефомации

£ =  - =  ~а(Т 0С - 1 - ^ - )  (18)
Е К UL h 2kx J v '

Из решения видно, что она имеет прямолинейный характер, которая параллельна к оси OX.
Если учесть, что q<0, то из(16-18) видны, что R, а и £ будет иметь только сжимающий 

характер.
Далее пользуясь фундаментальными законами термодинамики можно решать возникающую 

шестую задачу определения поле температурной составляющей деформации
------- 158---------



ISSN 1991-346X Серия физико-математическая. № 3. 2017

ЕТ(х) =  —аТ(х)  =  - а  [(тос ~ l ~ Q  +  ,0  < x < L  (19)

Отсюда видно, что £т- будет иметь сжимающий характер, и поле распределения будет 
линейной.

Возникающую седьмую задачу можно определить пользуясь обобщенным законом Гука. 
Тогда поле распределения температурной составляющей напряжения имеет следующий вид:

аг (х) =  Е е т( х )  =  —а Е  [(тос - 1  -  g )  +  J x ]  ,0  < x < L  (20)

Из решения видно, что она имеет линейный вид и сжимающий характер.
Возникающую восьмую задачу об определении поле упругих составляющих деформаций 

определим из фундаментального закона

£х (х) =  £ -  £т(х) =  ] r ( - y  +  qx)  =  F ( _ 7 +  x ), (2 1 )

Отсюда видно, что £х(х)  имеет линейный характер. На участке 0 < х < ^ ,  она имеет

растягивающий характер. В сечении x=^, £х =  0. Далее она имеет сжимающий характер. 
Решение возникающей девятой задачи определяется из соответствующего закона Гука

ах(х) =  Е £ х ( х )  =  +  х)  (22)

Она имеет характер, как и £х{х).
Теперь, наконец, решим десятую возникающую задачу об определении поля перемещения 

U(x). Она определяется из соотношения Коши

£х =  д-^ =  ^ U ( x )  =  J £x(x)dx =  ^ ( - ^ x +  y )  +  C, где C=const.

Значение С определим из условия защемленности двух концов, то есть U(x=0)=U(x=L)=0. 
Тогда имеем, что С=0. Тогда поле перемещение имеет следующий вид:

ё ,  0 < x < L  (23)

Отсюда видно, что U(x) имеет квадратичный вид. При этом сечение находящихся на участке 
0 < х <  Ьперемешается в направлении ОХ.

Естественно, защемленные концы неперемешаются, т.е. U(x=0)=U(x=L)=0.
Результаты  и их обсуждения 

В целях иллюстрации разработанного вычислительного алгоритма и метода, за исходных 
данных примем следующее

q=-500 Вт-, h=5 ТоС=20°С, L=20см, kx=75 а=0,0000125-, E=2*106м см2’ см2°е L ’ x см2°е °е см2
г=1см, F=nr2 =ncm2

При этих исходных данных определим следующее:
1. Закон распределения установившегося поля распределения температуры по длине иссле­

дуемого стержня. Она определяется по формуле (13):
760 20 20 

Т(х) =  —з-------з  * х  =  ~ ( 3 8  — х); 0  < х  <  2 0 см;

2. Если левый конец стержня жестко-защемлен, а правый -  свободен, то из-за наличия поля 
температуры исследуемый стержень удлиняется. Величины увеличения определяется по формуле
(15):
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М Т =  0,0000125 * 20 (20 +  ^  =  0,04666 ... см;
3. Если оба конца исследуемого стержня жестко-защемлены, то из-за наличия поля 

температуры возникает осевое сжимающее усилия R. Его величина определяется по формуле (16):
R =  -0 ,0 0 0 0 1 2 5  * 2 +  10б * ^ 2 0  +  —  +  =  -146 5 3 ,3 3 3  ...к Г ;

V 5 150 /

4. При наличии осевого сжимающегося усилия в сечениях стержня возникает сжимающее 
термо-упругое напряжение. Его величина определяется по формуле (17):

а =  -0 ,0 0 0 0 1 2 5  * 2  * 1 0 б Г2 0  +  +  500*20\ =  _4666,666 ...^ -;
V 5 150 / см2-

5. При наличии термо-упругой составляющей напряжения возникает соответствующая термо­
упругая деформация. Его величина определяется по формуле (18):

£ =  -0 ,0 0 0 0 1 2 5  ^ 2 0 +  —  +  1 2 ^ )  =  -0 ,0 0 2 3 3  ...;
V 5 150 /

6 . Из-за наличия по длине стержня поля температуры возникает соответствующее поле 
температурной составляющей деформации. Она определяется по формуле (19):

Ет(х) =  -0 ,0 0 0 0 1 2 5  [(20 +  ^  +  * х ] =  -0 ,0 0 0 0 8 3 (3 8  -  х); 0 < х <  20см;
Отсюда видно, что природа s-r(x) по всей длине исследуемого стержня будет сжимающей;
7. Из-за наличия 8 т(х) в сечениях стержня возникает соответствующая температурная 

составляющая напряжения. Закон распределния этого напряжения определяется по формуле (20):
от(х) =  EsT(x)  =  —0,000166(38 — х),0 <  х <  20см;

Отсюда видно, что по всей длине исследуемого стержня природа ат (х) будет сжимающей;
8 . Из-за наличия температурных и термо-упругих составляющих деформаций в стержне 

также возникает упругое составляющее деформации. Закон распределения упругой составляющей 
деформаций определяется по формуле (2 1 ):

z' ч z' ч — 500*0,0000125 /  20 , \  о  ̂ ч г\  ̂  ̂ о/-»
£х(.х ) =  £ — £т(.х ) =  --------^ “  +  х ) =  —0,000083(—10 +  х ) ; 0 < х <  20см;

Отсюда видно, что на участке 0 < х < 1 0 с м  стержня природа sx(x) будет растягивающей, а 
далее сжимающей;

9. При наличии поля упругих составляющих деформаций в сечениях стержня также
возникает упругое составляющее напряжения с„(х). Это поле определяется по формуле (22):

—0,0000125 * 2 * 10б * 500 /  20 \  
ох (х)  = ------------------ 7 5 ------------------ ( — 2  +  х ) =  —166(—10 +  х), 0  < х < 2 0 см;

Отсюда видно, что природа ах (х) на участке 0 < х <  2 0см стержня будет растягивающей, а 
далее будет сжимающей;

10. Из-за наличия разнородных видов источников тепла, сечение стержня перемещаются. В 
случае, когда оба конца стержня жестко-защемлены, то возникающее поле перемещения 
определяется по формуле (23):

—500 * 0,0000125 (х  20 \ /X \
и(х)  = ----------- 7 5 ----------- * х ^  -  y ) =  -0 ,0 0 0 0 8 3 х  ( 2 - 1 0 ) ,

0 < х <  2 0 см;

Отсюда видно, что сечения в защемленных концах не перемещаются. Остальные все сечения 
перемещаются слева направо. Это обусловлено большим тепловым потоком, который подведен на 
площадь поперечного сечения левого конца стержня.

Выводы. На основе фундаментальных законов сохранения энергии разработан вычислитель­
ный алгоритм и метод исследования установившегося термо-физического состояния теплоизоли­
рованного стержня ограниченной длины при одновременной наличии теплового потока и тепло­
обмена. Выявлено, что законы распределения температуры, упругих и температурных составляю­
щих будут линейными. В то время значения терм упругой составляющей деформации и напряже­
нии будут постоянными. Закон распределения перемещения будет иметь квадратичный характер, и 
все сечения стержня будет перемещаться слева в право если q<=0 .
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ТЕРМОСЕРШМДШ1КТ1 ЕСЕПТЕУДЕГ1 ЭНЕРГЕТИКАЛЫК ЭД1С1

Андатпа. Кептеген eндiрiс орындарында непзп курылым элементтерi кYPделi жылу кeздерi эсерiнде 
туракты жумыс жасайды. вндiрiстац Yздiксiз жумыс жасауы эрине сол элементтердщ сынып калмауына 
такелей байланысты. Сондыктанда алдын -  ала непзп курылым элементтердщ эр тYрлi жылу кeздерi 
эсервде кандай термо-механикалык жагдайда болуын терец зерттеу eндiрiстiц Yздiксiз, туракты, сапалы 
жумыс жасау тургысынан ете езекта мэселе болып табылады. Бул гылыми жумыс осы мэселеш шешуге 
багытталган.

^ р е к  сездер: температура, жылу кездер^ жылу алмасу, жылу агыны, жылу изоляция.
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