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Abstract. In this paper we obtain a spectral decomposition o f  the solution o f  the Cauchy problem for an 
ordinary differential equation o f  the second order with constant coefficients in a space with an indefinite metric, and 
with the help o f  this expansion we deduce the boundary layer expansion o f  the solution o f the singularly perturbed 
Cauchy problem for the second-order equation Ley  =  ey"(x) +  ay'(x) +  b y ( x )  = / ( x ) ,  y (0 )  =  0 ,y '(0 )  =  0 д Е  
[0,1];
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Коэффиценттерi теракты, ек1нш1 ретт  
кэдiмri дифференциалдьщтецдеудщ сингуляр эсерленген 
Коши есебш, аргументiн ауыткыту эдш аркылы шешу

1. К1ркпе
Мына, Н =  L2 (0,1) кeцicтiгiндe, Кошидiц кeлeci,

L£y  =  s y " ( x )  +  а у ' ( х )  +  b y ( x )  =  f i x ) ,  х  6  [0 , 1 ] ( 1 )
у ( 0 ) =  0 ,у '( 0 ) =  0  (2 )

есебш карастырайык, мундагы £-оц аз шама, ал a ,b -  бeлгiлi туракты шамалар, f ( x )  6  L2 ( 0 ,1 ) - 
белгш функция, у (х ) бeлгiciз функция. 

Егер £ ^  +0 болса онда lim £ ^ + 0  у(х , s )  шеп бар ма, элде жок па деген сурак туындайды. 
£ =  0  еэтшде тeцдeудiц peтi тeмeндeп eкiншi у '( 0 ) =  0  шарты керек болмай калады. 

Мэceлeнiц оцай емес екенш осыдан-ак ацгаруга болады. 
Бул (1)-(2) eceптi шeшудiц, бiздiц эдiciмiздeн eзгeшe, эpтYpлi жолдары бар [1-9]. вкшшке 

орай, бул эдicтepдiц кeпшiлiгi жартылай эмпириспк эдicтep катарына жатады, себеб^ eceптiц 
калдык мYшeci, оныц коэффициeнттepi аркылы баFаланбаFан.Бiз бул eceптi спектрэлдш эдicпeн 
[10-17] шeшiп, элгi олкылыкты толтырмакпыз.
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Бiздщ эдiсiмiздщ езгешелш, Коши операторыныц спектршщ жокгыгына ^арамастан, спект- 
рэлдi таралым аркылы шешiмдi тар^атып, сонан соц оныц асимптотикасын зерттеуiнде.

2. Зерттеу эдiстерi
Лемма 1 
Егер f i x )  функциясы [0,1] кесiндiсi бойында Y3iKd3 болса, онда Кошидiц (1)-(2) есебiнiц 

бiрегейшешiмi бар жэне ол ею рет Yзiксiз дифференциалданады, былай,
y ( x , £ , f )  =  t ) f ( t ) d t  (3 )

ернектелед^ мундагы ^ (х ) -  дегенiмiз Кошидiц, келесi, 
£тр"(х) +  атр'(х) +  Ьтр(х) =  0 

ф(0)  =  0, 0) =  1 
Дэлелi. Жогарыдагы (3)-тi (1)-ге апарып ^ойса^, мынадай,

X X
1 Г " "" f i x )  1 C  "" 

у'(х, £ , f ) = -  \ ф ( х -  t ) f ( t ) d t , у  (х, £, f )  =  +  -  I ^  ( х -  t ) f ( t ) d t  ,
£ J £ £ J

0 оX X  X

L£y  =  f ( x )  +  j  ф"Хх — t ) f i t ) d t  + i  J  афХх — t ) f i t ) d t  +  +  ~  J  Ь^(х — t ) f i t ) d t  =  
о о  о

1
=  f i x )  +  — I [£ф ix — t )  +  ахр ix — t )  +  b\pix — t ) \ f i t ) d t  =  f i x ) 0

Лемма 2.
Егер а >  0, b >  0 болса, онда, мына,

D i L £) =  { y i x )  б С 2 (0,1)ПС 1 [0,1];у(0) =  0 ,у '(0) =  0} 
жиынныц кез келген мYшесi Yшiн, келесi,

3 l H eyll
2  а

Салдар 1. Yзiксiз функциялардыц сызыщтыщ кепсаласында шектеулi керi Ь~г операторы 
аныкталган, жэне оны Yзiксiздiгiн са^тай отырып, 6 ytom L2 ( 0 ,1 ) -  кецiстiгiне таратуга болады.

Дэлелт Егер f=0 болса, онда (4)-дан у=0 екенiн керемiз, ягни L£ операторы D i L £)  аймагын 
езшщ мэндерiнiц жиынына: R i L £)  =  С[0 ,1 ] бiрмэндi сэйкестендiредi. Yзiксiз функциялардыц 
сызьщтьщ кепсаласы L2 (0,1) кецiстiгiнде тыгыз, сондыктан, L^ 1  операторын, (4) тецшздтнщ  
ар^асында, бYткiл L2 ( 0 ,1 ) кецiстiгiне Yзiксiз етiп таратуга болады.

Салдар 2. Керi L^ 1  операторыныц кабындысы: L^ 1  операторы эсiре Yзiксiз, бул жай 7 тецаздш  
пен Ремихтыц теоремасыныц салдары.

2-лемманыц дэлелi. Мына, у (х )бй (Х £) жатыстыщтан, келесi,
X X

у (х ) =  j  у " i t ) d t ,  ^ i x ^  <  l j  у " i t ) d t l

О ох х  х

X t ) \ d t  <  i j  1 2d t )2 ~ i j  l y "l2 dt ) 2  <  V l —x(  j  l у l2 dt ) 2  ,
o o o  о

тецшздштер шыгады.
Демек,
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х
2|у (х ) | 2  <  ( 1 - х )  J  | y |2dt , | |у ( х ) | | 2 = J  |y (x ) |2dx < J  [( 1 - x )  j  l y |

О О О О
1 1  1

d t  ] d x

— j  I y l 2d t  J ( 1 ~  x ) d x  <  || y l l 2 J  %d x  ^  || >'I|2 _̂2 - Io — II ^
0 0 0

М унан , | | y | | < ! f

0 рi ^арай, жогарыдагы ( 1 ) тецдеудщ ею жагын да у ’(х) функциясына скаляр кебейтемiз, 
сонда

(L£y , y ' )  =  £ ( y " , y ' )  +  a  ПуП2  +  b ( y , y r) =  ( f , y r) ,

"" f  "" " f  " " у 2(х)  1 у 2 ( 1 )
( у  , у ' ) =  J y  , y d x  =  J y  d y  |o =  ~ 2—  = 0,

о 0

с "\ f  ", f J y 2(^) ,1 y 2 ( D . 0  
\ y , y  ) =  J y , y d x  =  j  y d y  =  — 2— ti =  —2~ > 0

о 0

Демек,

y 2 ( l )  V2 ( 1 )
a e y , y ' )  =  e ^  +  a l l y l l 2 + b ^ = ( f , y ' )

Бул тецаздштен, £ > 0 ,  a > 0 ,  b >  0 сэтвде, келесi,

a | | y | | 2 < ( / , y ' ) < l l / l l ^ l l y | | , ^ a | | y | |  < l l / l l , l l y l l  <
тецаздштер шыгады. Онда

< Ы < \ \ Л \ < \ 1Ье У1\
V2  aV2  aV2  ’

2 + ||'у||2 < /_!Ш!1+ _ЦД1 =  Ш  l 1 + l <  l i i M < \iL£yii
l l  AJ 2a 2 a 2 2 sj 2 a  sj 2 a

Л емма 3.

Егер S u ( x )  =  u ( 1  — x )  жэне L£y  =  s y "  +  ay (x) +  b y ( x )

D ( L £) =  (y (x ) е С 2 (0,1)ПС 1 [0,1]; y (0 ) =  0 ,y '(0) =  0};

болса, онда SLe - операторыL2 ( 0 ,1 )кецiстiгiнде симметриялы, ягни, мына

(SLey, z )  =  (у, SLez)

тецдiгi кез келген y , z  Е D ( L £) жубы Yшiн орынды.

Дэлелi. Мына, и,  v  Е D ( L £) -  жатыстыщтары орынды делiк, онда, келесi,
i l l

S ( L £u  , v )  =  (L£u , S v )  =  s  J u " (x 1 v ( 1  — x ) d x  +  a  j и "(x)v(1 — x)dx +  b j u ( x ) v ( 1 — x ) d x ;

o o o
i i  i

j  u " ( x ) v (1  — x ) d x  =  J  v ( 1 —x )d u ’(x) =  u '(x )v ( 1  — x)|o +  J  v "(1 —x ) u "( x) dx  =

o o  о
i  i i

J  v "(1 —x)du =  v " ( 1  — x)u (x ) |q +  J  u ( x ) v "(1  — x ) d x  =  J  u (x )v " ( 1  — x)dx;
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_L _L ±  ±

j  u' (x)v(  1 — x) dx  =  j  v ( 1 — x)du =  v (1 — x)u(x) l l  +  j  u(x)v' (1 — x)dx  =  j  u(x)v' (1 — x)dx
o o  o o

i

S(L£u , v )  =  (L£u,8v)  =  j  u(x)[£v"(1 — x) +  av'( 1 —x) +  bv (  1 — x)]dx =  (u,SL£v),
о

тецдштер де орынды.
Келес^ 1-теорема, жогарыда, дэлелденген 1-3 леммалардьщ тiкелей салдары.
Теорема 1. Егер а >  0 , Ь >  0 , £ >  0 болса, онда S L £ — операторыныц кабыныдысы жалкы 

оператор, керi оператор (SL£ ) _ 1  операторы бар жэне ол эаре Y3 iKci3  жалкы, мундагы Su(x) =  
u ( 1 —x),

h£y =  £у" +  a y ' + b y , D ( L £) =  { y 6  С2 (0,1) ПС1 [0,1];у(0) =  0 ,у '(0) =  0}
Теорема 2.
Егер а >  0 , Ь >  0 , £ >  0 болса, онда SL£ операторыныц нормаланган меншшт векторлары 

L2 ( 0 ,1 ) -  кецiстiгiнде ортонормаланган базис курайды.
Бул теорема алдыцгы теорема мен Гильберт пен Шмидтщ теоремасыныц, оцай, салдары. 
Жалкы S L £ - операторыныц меншшт векторлары фп(х) ,п =  1,2,..., ал меншшт мэндерi 

Хп ( п  =  1 ,2 , ...,) болсын делiк, онда, келесi,

<Рп(х)SL£<pn(x) Апфп(х), SL£ <p„(x) _ (л. 1,2, ■ ■■,)
Л-п

тецдiктер орындалады. S- операторымен, келесi,

Ь£у =  £у" +  о/у' +  b y  =  f ( x ) ,  х  6  ( 0 ,1 ] 
тецдеудщ ею жагына да эсер етсек, онда, мынадай,

S L £y  =  S f , ^ y ( x , e , f )  =  ( SL£) ~ 1S f ,
да да да

y ( x , e , f )  =  'Y J ((S L £) - 1S f ,<рп)^<рп =  'Y J ( S f , ( S L £) ~ 1 ,<pn )<pn =  ^  ^ ( х )
п=1 п=1 п=1 п

тецдiктерге келемiз, мундагы, S u ( x )  =  u(1 — x), ягни
S-  дегенiмiз S 2 =  /тецщгш канагаттандыратын жалкы эрi унитар оператор.

Теорема 3. Егер а >  0 , Ь >  0 , £ >  0 болса, онда жогарыдагы Кошидщ (1)-(2) есебi L2 (0,1) 
кецiстiгiнде элдi шешiледi жэне бул элдi шешiм, мынадай,

y ( x , e , f )  =  Е да= 1  (5)Л-п
болады, мундагыЯ„(п =  1 ,2 , . , ) ,  дегенiмiз S L£- операторыныц меншiктi мэндер^ ал 

<рп ( х )  ( п  =  1 ,2, ...,) соларга сэйкес меншiктi функциялар (векторлар),
S u ( x )  =  u(1 — х)

L£y(x ) =  £у " ( х )  +  ау'(х) +  Ь у ( х ) , х  6 [0 ,1 ]; ( 1 )
у ( 0 ) =  0 ,у ' ( 0 ) =  0  ( 2 )

3. Зерттеу нэтиежелерi
Меншiктi <рп ( х ) , ( п =  1 ,2 , ...,) функциялардыц дифференциалдык тецдеуi аркылы жогарыдагы,

(5) формуланыц ФYре коэффиценттерiн тYрлендiрейiк.

Лемма 4. Егер g(x) функциясы [0,1] кесiндiсi бойында Yзiксiз болса, онда Кошидiц, мына,

\B z (x) = a z ' (x) + bz(x) = g (x), x e  (0,1] 

I z(0) = 0 ’

есебiнiц шешiмi келесi,
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,  л n W  л 1 0 ( x  - 1)  ,

z(x ) = B  g (x) = j ----------- e ‘ g ( t ) d t
J  n
0 a

функция болады, мундагы 0(  x) - дегенiмiз Хевксайдтыц функциясы

f1, x > 0;
0 (  x )  =  Г

[0, x < 0.
Дэлелi: Жогарыдагы, (6) формуланы дифференциалдап, келесi

' a, ,  4 g (x) b }  j ad  ̂
z  ( x) =  j g ( t ) e  t d t

П /7 j

тецдш т аламыз, мунан

i -axr g  ( t ) - i  ~a^  
a z ' ( x) + g (x) - b  j  e  ‘ d t  =  g (x) - b z ( x) ^  a z ' ( x) + b z ( x) = g (x), z (0 ) = 0 ,

J rt
\ +

0 a  

Салдар

i -' a
j  ~ d Z

x Jt a

j \ a z  '(t) + b z  ( t )]--------- d t  =  z  ( x) 
-̂-----------------------------a0 u

Лемма 5. Мына,
B u = a u ’(x )+ bu (x); u (0 )= 0

оператордыц сыцырласы, келеа,
B + v = -a v ’( x ) + b v ’(x); v (1 )= 0

оператор.
Дэлелт

(6)

1 1 1  1  

(Bu,v) = j[a u '(x ) + b u (x)]v(x ) d x  =  j a v ( x ) d u  + ju (x )b v (x ) d x  =  u ( x) -  a v ( x) | -  
0 0 0 0

1 1 1 

j  av'(x)u( x ) d x  + j  u ( x ) b v ( x ) d x  =  v(1)au(1) + j  u B + v (x )d x  =  (u, B +v).
0 0 0

Л емма 6. Егер
^ )B u =  a u ’(x )+ bu (x); u (0) = 0;

(6)B+v= - a v ’(x )+ bv(x ); v (1 )= 0 ;
(b )Su (x)= u(1  -x),

то имеет место формула
SB=B+S

Дэлелi.
S B u (x )= a u ’(1 -x )+ bu (1 -x ); u (0 )= 0  

Егер u(x)6 D(B) болса,онда S u ( x) e  D ( B  + ) жэне бул сэтте

В + S u  =  - a d \S u  ] +  aS u  =  a u  '(1 - x )  + bu'(1 - x )  = SAu( x), 
d x

бiзге керегi де осы едi

Теорема 4. Егер, мына,
scpn "(x) + a p n ,(x) + e p n (x) = Ans <pn (x) (7)

^n(0) = 0, <p'(0) = 0 (8)
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тецдштер орындалса,ягни Лп( п  =  1,2....) сандары (7)-(8)-есептiц меншiктi мэндерi, ал 

P n (x)(n = 1,2.....) оларга сэйкес менш ш т функциялары болса,онда келесi,

Ф ( х )  =  Е да= 1  £J£Y ^ ( p n (x )  

формула орынды,мундагы ф(х)  — дегенiмiз Кошидiц келесi,

s z "(x) + a z '(x) + b z  (x) = 0 , 

ф(0)  =  0,ф'{0) =  1

есебшщ шешiмi.

Дэлелi. Теореманыц шарты бойынша , келесi ,

s / " (  x) + a / ' (  x) + b / (  x) = 0,

/ ( 0 ) =  0 , / ' ( 0 ) =  1 

тецдштер орынды. Бiз буларды, баскаша турде жазайык:

s / " (  x) + B / (  x) = 0 ,

мундагы,

B / ( x) = a  / '  (x) + b / ( x); / ( 0 ) = 0  .

Енд^ S B / ( x )-  функциясыныц \ p n (x)}, п=1,2....системасы бойынша Фуре коэффиценттерш 
табайык ,

(Sb  / P n  ) = ( S B  / , ЛпВ - 1  S Pn -  s B  P  = 
к  (S B / ,  B - lS v n) - s ( S B / ,  B - l "̂n) =  Xn ( S  (B -1) + S B / , P n) - s ( (  B -1) + S B / , P ' n) =  

Лп (S S B 1B  / ,  cpn) -  s (  S B 1B  / ,  cp"n) =  Лп ( / ,  cpn) -  s ( S / ,  cp"n).

( S  / , P i )  = j  S  / d P'n =  S  /(P'n (x) 10 -  j  (S  / ) d Pn (x) =
0 0

= / (1 -  x )^n (x)  ̂ - ( s  / У  Pn (x) j0 + j0 (S  / У  '<Pn (x)dx =

S / (  x ) Pn ( x ) |0 +j0( S / )M - Pn (x ) d x  = / ( 1  -  x )Pn ( x ) |0 +j0 ( S / y ' P n  (x ) d x

/ '  (0)Pn (1) + j0 (S  / У ' Pn (x)dx =

: P n (1) + j ( s  / У ' P n (x ) d x  = / + B  - s b /  = P n (1) -  ss 1 S B / P n (x ) d x  = P n (1) -  (yS B /S P n ) :

Демек,

( S B  / р п) = К (/  P n ) -  s  • p n (1) + ( S B  / P n ) ;

сондыктан,

S Pn (1)
( / , Pn ) =■ Лп

/ (x) = t  (/  Pn ) -  Pn (x) = t  Pn (x ).
n=1 n=1

a9 8  ^

n
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Ендi (5) формуладан, Кошидщ (1)-(2) есебшщ шешiмiнiц шеккатпарлык таралымын аламыз, 
бул Yшiн оныц Фуре коэффициенттерш бeлiктеп интегралдау аркылы тYрлендiремiз.

( S f  , P n ) = ( S f K n B 1 S P n - s B - 1Pn") = Лп ( S f , B - 1  SPn - s (  S f , B - 1  Pn")) = 

= Лп ( ( B 1) + S f , S P n ) -  s ( (B -1) + S f , Pn") = Лп ( S B 1 f , SPn) - s ( S B f , Pn'') = 

= k  (B -1f  ,Pn) - s ( S B -1f  , P n ");
Соцгы eрнектi тYрлендiрейiк

(SB-1f  ,Pn")
1

= j  SB - ' f d P , ; = P , ' (  x ) S B  - ' f  10 - J  (S B  - ' f )' dP n  = - P n  (x  ) (S B  - ' f  )'|0 + j P n  ( S B - ' f  ) ' 'd x  =
0 0 0

- P n (1)(SB -1f  )'(1) + (S  (B  -1f )'',Pn);

Демек,

(S f , P n) = Лп (B - 1f , P n) + SPn (1)(SB- 1f )' (1) -  s (S  (B - 1f )'', P n );

Онда (5)-формуладан, мынадай,

У (x , s , f )  =

t  (B -1 f ) ( )  (Sb-1 Pn(x)- sK x , s d 7  B -1f) = B-1f(x) -  s  (B-1f)'(1)* / (x)- s y ( x , s ,  B -1 f)t  (B 1f  ,P„ P „  (x) + (SB 1f  )'(1)t Лп ■ d x 2 d x 2
n=1 n=1

d  2
= B-1f  (x) -  (B-1f  )'(0)/( x) -  sy( x,s —  B-1f ),

dx2
мундагы

a
B  1 f  (x) = e ja ^dt.

J0 a
Жогарыдагы (1) тендеудщ оц жактагы бос мYшесiн жеткiлiктi бiртегiс функция деп 

санап,асимптотикалык таралымныц келесi мYшелерiн табуга болады.
2 2 2 2

y(x,s,d  B f  = В  l d l  B 1f(x)-(B 1 - d -2  B - f)'(0)/x)- sy(x,e(d -  B - ) f) 
dx  dx  dx  dx

y(x,s, f) = B -f(x)-(B 4/)'(0)/x) ~е[В1-^-2 B lf(x)~(Bl4 l  B -f)'(0)/x)-
dx  dx

d2 ,2 d 
-sy(x,s(d - B - ) f)] = В f(x)-(B1 /) '(0 M x )-B r1d B lf(x)-(Bld В 1 f)'(0)^(x)] 

dx2 dx  dx  
d2  2

s  y(x,s(d 2 B -1) f

s s

dx

Былай, d °  = / , D f (x) = d  в  1 f (x) деп, белгшеулер енгiзсек, жогарыдагы формула, мына,
d x 2

y (x, s, f ) = В 1f  (x) - (В -f ) '(0) * / ( x) - [в  D(x) - (В Df) '(0) * / ( x)]s +
+s2y(x, s, D2f ) = В  D 0f  (x) - (В  1D 0f ) '(0) * / ( x) - [В  D (x) - (В  D ) '(0) * / ( x / s  s  

+ s 2y (x,s, D 2fX
------- 199--------
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тYрге енедi.Эрi карай, математикалык индукцияны колдануымызга болады
п- 1 k

y (x ,s, f ) = t  ( - 1 ) [В 1 D k f  (x ) - ( В 1 D k)'(0)* / (x)]s  + ( -  1 ) ns ny (x ,s, D "f )

Алынган нэтиеженi тужырымдап коялык.
Теорема 5. Егер а >  0, Ь >  0, £ >  0, f(x) еС” [0,1] болса, онда Кошидiц,келесi,

L£y  =  s y  ' (x)  +  а у ( х )  +  Ь у ( х )  = / ( х ) ,  х  6  [0,1] (2.7.1) 
у(0 ) =  0 ,у '(0) =  0 (2.7.2)

есебшщ шешiмi,мынадай,

y(x,s,f ) = t (-1 )k[В lD kf (x)-(в  lD kf (x))'(0)*/(x)]sks (-1 )ns ny(x,s,D nf )
k=0

болады, мундагы,

D '  = 1 , D f  (x )  =  j f - j  В ~ 'f  (x ), 
d x

x b
r f ( t )  - j ade ,, 

В  f  ( x ) =  j  e t d t .
J ° a

_ e k 2x _ e k±x - a ±  V a 2 - 4 £ b  
/ ( x ) ------ 7— Г,----- , k \ Xfc2 - f c i  , 2£ 

|ly( x , s , D " f ) \ \ < ^ n l .

k  =0

4.Талк;ысы
Мысал

£ y ' ( x )  +  ay (x ) = 1. x  6 (0,1]; (9)

y(0 ) =  0
Бул есептiц шешiмi

——X

y ( x , £ ) = —-— , м ун а н  (10)

{
0, x  =  0 болган сэт т е  ;
К  х * 0  болган сэт т е  . ^
а

Жогарыдагы (10) функцияныц Yзiксiз екенi айдан анык, бiрак оныц шегi (11) Yзiктi функция, 
демек жинакталу бiркалыпты емес. Тецдеудiц оц жагы f  (х) =  1 ете бiртегiс эдемi функция, солай 
бола тура, ол бiркалыпты жинакталуды камтамассыз ете алмады, демек, бiркалыпты жинакталуды 
каматамассыз ету Yшiн тендеудiц оц жагына бiртегiстiктен баска косымша шарттар кою керек 
сыйакты.

Жогарыдагы (0.1)-(9) есептiц шешiмi, мынадай

у(х ,£)  =  J / 0x / ( t ) e ' £ (x_t)d t  (12)

болары айдан анык, егер / ( х )  6С[0,1] ,  ягни ол [0,1] кесiндiсi бойында Yзiксiз болса, онда

у ( х , Е )  [ V ( t )  - / ( 0 ) ] e - f (x- t)d t  +  ^^°^ [ V f ^ d t ,
£ Jn £ Jn
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м ун ан

у(х, £)

[  е ^ (х- С)М  =  \Х - С= / \ = [  e ^ s d s  =
J0 I- d t  = ds\ J0

^ ( i - < T § * )  =  1  f W )  - / ( 0 )] e - ^ d t ;
& £ Jq

Соцгы интегралды, былай

[  [ / ( t )  - / ( 0 )] e  ^  d t  
Jo

<  max|
0<t<e

\ f ( f )  - f ( 0) \  + f  \ f ( x ) - f ( 0) \ e  et d t <  
Js

f x a
< m a x | / ( t ) — f ( 0 ) | +  2 m a x | / ( t ) |  x |  e  e d t  <

0<t<e 0< t< l J 0

<  m a x \ f ( t )  - f ( 0) \  +  2 | | / | | c x
0<t<e а

багалауга болады, бiрак бул бага бeлiмiндегi £ — га тетеп бре алмайды. Мунан шыгар корытынды 
есеп карапайым болып кершгенмен, калпакпен урып алар, есептер катарына жатпайды.

Егерде тецдеудiц оц жагына косымша шарт жYктесек, ягни f  (х) 6 W21  [0,1] болса, онда

^ [ Л 0 \ +  | |Л 1]у(х, £)
f i x )

<

_£с
t ) e  е d t

aV2 a

боларын керуге болады
Егерде (12) формулада алмастыру жасасак ол, мына,

1  [ х
у ( .х ,  е) =  -  I / О  

£ Jo
тYрге келедт Ендi оц жактагы интегралды, / ( х )  6 W2” [0 ,1 ], сэтiнде бeлiктеп интегралдасак, онда 
мынадай,

„  п
Гх а.  а v— 1 / £ \ к
I f { x  — t ) e  £ d t  =  --- =  е  £х  /  ( —1 ) fc/^ fc_1 ^(0 ) ( —) —

J° t = l  W
n k x

1 ) ( x ) ( - 1 ) fc Q  +  ( - 1 ) n Q ” J  /< n> ( x -  t ) e ~ ^ d t  =

( - 1 ) * / ( * - D ( 0 ) e - “t ( - 1 ) fc/ Cfc_1)(* )
fc=i 

I x
I £ - i f^=1 l

+ ( - D T

a" a"

/ Е \ п Гл
)” (-) I f(n)0

a Jo
да X

=  ^ [ ^ ( 0  + P k ( x ) ] e k +  ( - 1 ) n 0  j  f (n) ( x - t ) e ~ e t d t ;

(x — t ) e  £ d t ,  =

n r x

k = l

-xf / w (
Ja

x  — t ) e  d t <
2a,

e  £ d t  I <

: 201 :
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X 1
I  f (n)( x - t ) e ~ s tdt  < | | / (n)(x)|| (2 ^ )2.

Бiз жогарыда есептi карабайыр эдютердщ бiрi аркылы шыгаруга эрекет жасадык, бiрак 
мунымыз iске аспады.

Егер еу'(х) +  ау(х)  = / ( х ) ,  у(0)  =  0; а — созШболса,  онда
е Гх 1  Гх 
- у ( х )  +  I y ( t ) d t  =  -  I f ( t ) d t .  
a  J0 a j 0

Ендi X =  ^ , F ( t )  =  - ^ f * f ( t ) d t ,  J y ( x )  =  / 0*у(0^£болсын, десек, онда

(XI + ] ) y ( x )  =  F ( t ), y (x ) =  R x F ( t )  =  (J +  X l ) ~ 1F ( t )  =  

=  - ( ]  +  M ) ~ 1] f ( t )  =  -  (;  +  - / )  1 j f ( x ) .  
a a /

/ —интегралдау операторы эаре Yзiксiз операторлар катарына жатады сондыктан, оныц 
резольвентасы R^ =  ( ]  +  Л7)_1операторы да эсiре Yзiксiз, ал оныц eзi Л =  0  нYктесiнен баска 
барлык щктелерде аналитикалык оператор функция, ал Л =  0  нYктесi елеулi (существенная) 
ерекше нYкте. Сондыктан, жалпы, алганда,

Итя>0 у (х Д )  =  Ишя > 0  (J +  A I ) ~ 1 F ( t )
шегi жок ,сондыктан, такырыпты тамам деуге болар ед^ Бiрак X белгiлi бiр кыйсыктыц 

бойымен,немесе, нYктелермен умтылганда ондай шек бар болып ,жэне ол керек болып тур. Бул 
такырыптыц eмiршецдiлiгi мен eзекшелiгi осында болса керек. Келесi,бeлiмде бiз колданыста 
жYрген эдiстерге талдау жасаймыз.

5.^оры ты нды
Эдiсiмiздi Вишик пен Василеваныц шеккатпарлык функция эдюмен сылыстырайык.
Н =  L2 (0,1) — кещстшнде Кошидiц, мынадай,

еу  (х) +  а (х )у (х ) = / ( х ) ,  х 6  (0,1] (13)
у(0 ) =  0 (14)

Сингуляр эсерленген есебiн карастыралык, мундагы а(х) пен /(x)кaжетiнше бiртегiс функ
ция, ал е >  0  — азшамалы параметр.

Осы (13)-(14) есептiц шешiмiн, мына,

у ( х , е )  =  I £ = f e ( * )  + ^ к (т)]ек +  e nRn(x, т) (15)

тYрде iздейiк, мундагы т =  -  — шабан параметр. Осы eрнектi, жогарыдагы, (13) тецдеуге апарып 
коялык, сонда, мынадай,

п - 1
1

е к +  e n+1Rn +[<Рк(х )  + Ф к  Х 1  

к=0
п - 1

+ а ( х )  I  [(рк(х) + ^ кШ  е к +  e n a ( x ) R n ( x ,  т) = f ( x ) ,  

к=0
тецдiк аламыз, мундагы (•) —жогаргы нYкте аркылы т — айнымалысы бойынша туынды белгшенген 
Жакшаларды ашайык;

п - l  п - 1

£ к + e n + 1 R'  +^ £ к+1фк(х)  +  ^  фк( т) X 
к=0 к=0

п - 1

+  ^ [ а ( х ) ( р к(х) +  а ( х ) ф к(т)\ек +  
к=0
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+ e n a ( x ) R n ( x ,  т) = / ( х ) ,

+  * ,  + а ( Х ) Л (Х) +  а ( * Ж М ] £ *  +
fc = l

+ £ n ( e R n +  а ( х ) Д п(х ,т )  +  ^ n_ i ) + ^ 0CO +  а ( х ) ^ 0(* ) +  а ( х ) ^ 0СО = / ( * )  

Мунан,
f { x )

а (х )  Х ф 0 (х ) = / ( х ) , ^  ^ о (х )  =  —т^г;
а у х )

Фо [Т̂Фо Гх^ 0 (т) +  а ( х ) ^ 0 (т) =  0 , —  = —а ( х ) , |  — йт =  — I а ( х ) й т  =
^  Jo ^  J0

=  -  f  d ( x ) — ; 1п -ф0 ( т ) / 5 = -  [
Jo £ Jo Z

J  ^ о ( т ) 
> о ( 0 )

=  - 1 [  а ( £ ) й $ ,  ^ 0 С О = ^ о ( 0 ) е  eJ° а0ГЖ,т  =
£ Jn £

Эрi карай,х—ка тэуелдi функцияларды бeлек, ал т —га тэуелдi функцияларды бeлек нeлге 
тецеп, мынадай:

^fc - i (x )  +  a ( x ) ^ fc(x ) =  0 , ^  ^fc(x) =  -  (pk~ 1^ '>; 
a ( x )

ф к +  a ( x ) ^ fc(r) =  0 , ^  ^fcCO =  ^ fc( 0 )e  а0Г№; 

тецдштер аламыз. Ендi бастапкы шартка жYгiнемiз:

у ( х , е ) / х=о = 0 , ^  ^ fc( 0 ) + ^ fc( 0 ) =  0 ,Яп(х ,т ) /ж=0 = 0 .

Демек, ^ fc(0) =  -<pfc( 0 ) , ^

/ ( 0 ) ^o(0 )

Ыцгайлы болу Yшiн, мынадай,

d f { x )
Dft'X') =  dxaijx)' D° =  '

белгшеулер енгiзейiк, сонда

/ ( x )  D ° / ( x )
<p0 (x) =

<PiO) =  -

a(x) a(x)

<p0 O ) 1 d  f { x )  D f ( x )

a(x ) a ( x ) d x a ( x )  a (x ) ' 

® i(x) D 2f ( x )  , D kf ( x )

Сондыктан,
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Калдык R n (x,  т)мYшесi Ymrn, мынадай,

R n +  a ( x ) R n  +  ф п_1 =  0,

тендеу аламыз жэне оган, мынадай,

R n  +  a ( x ) R n  =  - ( р п - 1 ( х )  =  ( —1 ) nD n/ ( x )  

Яп ( * ,* ) / * = о = 0

Коши есебiнiц шешiмi. Демек, R n (x,  т) =  ( —1 ) ny ( x , s , D nf ) ,  мундагы y { x , E , D nf )  —дегенiмiз 
сол бастапкы (13)-(14) есептiц шешiмi, оц жагы ( —1 ) nD nf ( x )  болган сэттегi.

Сонымен жогарыдагы (13)-(14) есептiц шешiмi бар болса, онда ол, мынадай,

непзиздштщ iзi айкын байкалады. 
4) Ец соракысы, калдык R n (x,  т) мYшенi калай багалау туралы ешнэрсе айтылмайды. 
Колданбалы математикада, мундай эдiстер кeптеп кездеседi, олар косымша мэлiметтi 

практикадан немесе, эксперименттен кeрiп турады, сондыктан олар Yшiн нэтиежеге тез кол 
жеткiзу мацызды, баскасын кейiн кeре жатармыз дейдьде, сол деймен калып кояды. 
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РЕШЕНИЕ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ ЗАДАЧИ КОШИ ,ДЛЯОБЫКНОВЕННОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ,МЕТОДОМ ОТКЛОНЯЮЩЕГОСЯ АРГУМЕНТА

Аннотация. В данной работе получено спектральное разложение решении задачи Коши обыкновенного 
дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами в простанстве с индефи
нитной метрикой,и с помощью этого разложения выведено погранслойное разложение решении сингулярно 
возмущенной задачи Коши, для уравнениявторого порядка

L£y  =  еу"(х) +  ау ' ( х )  +  Ьу ( х )  = /(х ), у(0) = 0,у (0) = 0,
х е  [0,1];

Ключевые слова: самосопряженный оператор, вполне непрерывный оператор, теорема Гилберта -Шмидта, 
вольтеровые операторы, индефинитная метрика, разложение Шмидта, полнота, ортонормированный базис.
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