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Аннотация

В работе показана справедливость принципа максимума для уравнений Навье-Стокса
(УНС).  На основе  чего  в  выбранном пространстве  доказаны  единственность  слабых и
существование сильных решений задачи для УНС в целом по времени .],,0[ t
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Введение. Основные  нерешенные  проблемы  теории  уравнений  Навье-Стокса
однородной  жидкости  приведены  в  [1–3]  и  др.  В  частности,  в  монографии  О.  А.
Ладыженской  ([1],  стр.  13)  при-ведены нерешенные  проблемы математической  теории
уравнений Навье-Стокса. По-видимому, среди них главной является:

«Имеет ли место однозначная разрешимость "в целом" общей трехмерной начально-
краевой задачи в каком-либо классе обобщенных решений без предположений малости об
известных функциях и областях, заполненных жидкостью?»

В  ряде  работ  автора  [7–9]  и  др.  приведены  результаты  поисковых  исследований  с
целью обос-нования  принципа  максимума  для  УНС.  В итоге  показана  справедливость
принципа максимума для УНС, что с математической точки зрения является ключевым.

1 Работа  выполнена  при  поддержке  Казахстанского  фонда  фундаментальных  исследований,  проект
№0112РК00832.



Постановка задачи. Рассмотрим начально-краевую задачу для УНС [1] относительно

вектора скорости ),,( UUU 321U   и давления P в области  ]T,0(Q :

),(t,P),(μΔ
t

xfUUU
U





                                       (1a)

,0div U                                                                 (1b)

),(),0( xΦxU                                                                  (1c)

,0),t( xU  ,x                                                         (1d)

где   ;R 3x выпуклая  область,  заполненная  однородной  жидкостью,  а  
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Принцип  максимума.  Векторное  уравнение  (1a)  перепишем  в  виде  системы
скалярных уравнений:
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где  ),(  скалярное произведение векторов.

Теорема  1. Пусть    замкнутая  ограниченная  область  в  R3 с  границей   ,  и

ΩT][0,Q   –цилиндрическая область в пространстве переменных t,  x. Предположим,

что  функции  (Q)CP(Q)C)QC( 12  U  и  удовлетворяют  уравнениям  (1a),  (1b).

Тогда,  если  при  неко-тором   функция  0))(t,(f0)(t,f αα  xx  в  Q,  то  функция  αU
принимает свой положительный максимум (отрицательный минимум) в цилиндре  Q на

нижнем основании }0{  или на его боковой поверхности ΩT][0,  , т. е.
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Для доказательства теоремы 1 нам нужны некоторые вспомогательные утверждения2.

Введем обозначение
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и применим операцию  div к векторному уравнению (1a). Тогда, с учетом (1b), получаем
задачу Неймана для уравнения Пуассона, связывающее давление P с вектором скорости U:
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вектор внешней нормали в точке x границы  .

По  условию  теоремы 1  функция  Idiv  непрерывна  в  ограниченной  области    при
][0,t  , тем самым 
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Кроме того 


 0xInxI dddiv , т.е. выполнено необходимое и достаточное условие

разре-шимости задачи Неймана (4).

Решение задачи (4) представим в виде объемного потенциала
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Следуя [5], отметим одно общеизвестное свойство объемного потенциала (6).

Лемма 1. Если для плотности Idiv  имеет место (5), то функция P(x), определяемая
формулой (6), гармонична в каждой из областей, дополнительных к .

Доказательство. Ясно,  что  внутри  области    существует  конечное  или  счетное

множество  областей  ,2, 1,j,j   дополнительных  к   .  Пусть   j одна  из  этих
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т.е. функция P гармонична в области j . Лемма доказана.

Доказательство  теоремы  1. Для  этого  воспользуемся  известным  приемом  [6,  стр.
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То есть функция )(t,H x  также принимает свое максимальное значение в некоторой точке
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функция  P(t,x)  в  какой-нибудь  другой  точке  ex  достигает  своего  экстремального
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Теперь выпишем все необходимые условия максимума функции αH  в точке M1:
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Из уравнения (2) с учетом условий (9) найдем для точки M1 цепь неравенств
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Это означает, что неравенство (8) неверно. Следовательно, справедливо (3a). Теорема 1
доказана.

Из теоремы 1, следуя [6], нетрудно получить доказательство следующего утверждения:



Следствие. Если  вектор-функций  f,  Ф удовлетворяют  условиям  i)  и  ii), то  для
решений U(t,x) задачи (1) справедлива оценка
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Слабые обобщенные решения.  Умножим уравнение (1a) на произвольную вектор-

функцию  )Q()Q()Q()(t,
0

1
2 JWCxZ  ,  равную  нулю  при  )(T)(t  x .

Произведение проинтегри-руем по области Q и с помощью интегрирования по частям из
первых  двух  и  четвертого  слагаемых  производные  перенесем  с  U на  Z.  В  результате
получим
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Снова  уравнения  (1a)  умножим  на  градиент  произвольной  однозначной  функции
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Определение31. Назовем  слабым  обобщенным  решением  начально-краевой  задачи
Навье–Стокса (1) вектор-функцию U и функцию P из пространств 

;)() )Q())Ω(;,0()(T;0,Q( ,22

0

02 JWLLLCU 1
  

)( T][0,t0,)P(t,))(WT;(0,LP
Ω

1
22   dxx                                    (13)

и удовлетворяющие тождествам (11), (12) при любых
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Для справедливости этого определения все интегралы, входящие в (11),

(12) должны быть конечны для любых Z,  из указанных классов.

Лемма 2 [7-9]. Если входные данные задачи (1) удовлетворяют требованиям i), ii), то
для слабых обобщенных решений задачи (1) справедливы оценки:

3 Здесь, благодаря принципу максимума, слабые решения рассматриваются в более узком классе функ-
ций, чем в [1].
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Из  принципа  максимума  и  полученных  априорных  оценок  следует  единственность
решения задачи (1):

Теорема  2 [7–9]. Если  входные  данные  f и  Ф удовлетворяют  соответственно
требованиям i), ii), тогда задача (1) имеет слабое единственное обобщенное решение U и

P удовлетворяющие тождествам (11), (12) при любых Z и  из определения 1.

Сильные решения.

Определение 2. Если в области Q решение начально-краевой задачи Навье-Стокса (1)
имеет всевозможные обобщенные производные того же порядка, что и сами уравнения,
то это обоб-щенное решение называется сильным.

Теорема 3[7–9]. Если входные данные задачи (1) удовлетворяют требованиям i), ii) и

граница  области  2C ,  тогда  у  задачи  (1)  существует  сильное  единственное

обобщенное решение U и P из пространств
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удовлетворяющие уравнениям (1a) и почти всюду в Q и для них имеют место оценки:
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Замечание. Теорема  2  о  единственности  слабых  обобщенных  решений  задачи  (1)
справедлива для их сильных и классических решений.
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(ҚР БҒМ математика және математикалық үлгілеу институты, Алматы, Қазақстан
Республикасы)

НАВЬЕ-СТОКС ТЕҢДЕУЛЕРІНІҢ ШЕШУІНІҢ ЭКСТРЕМАЛДЫҚ ҚАСИЕТТЕРІ
ЖӨНІНДЕ

Жұмыста  үш  өлшемді бейсызықты  Навье-Стокс  теңдеулері (НСТ)  үшін  максимум
принципінің  орында-латындығы көрсетілген.  Осының негізінде  таңдалынған  кеңістікте
НСТ-ға  қойылған  есептің барлық уақыт   T],T,0[t  аралығында  әлсіз  шешуінің
жалқылығымен қоса әлді шешуінің болатындығы дәлел-денген.

Кілт сөздер: бейсызықты Навье–Стокс теңдеулерінің жүйесі, Навье–Стокс теңдеулері
үшін максимум қағидасы, Навье–Стокс теңдеулерінің әлсіз шешуінің жалқылығы, Навье–
Стокс теңдеулерінің әлді шешуінің болатындығы.

Summary



A. Sh. Akysh

(Institute of mathematics of the Ministry of Education And Science of The Republic of
Kazakhstan, 

Almaty, Republic of Kazakhsnat)

ABOUT EXTREME PROPERTIES OF THE SOLUTION OF EQUATIONS NAVIER-
STOKES

In the work the validity of principle of maximum for the Navier-Stokes equations (NSE) is
shown. On what basis in the chosen space are proved uniqueness of weak generalized solutions
and existence of strong solutions of a problem for NSE as a whole on time  T],T,0[t .
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