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Рассмотрим в пространстве  вольтеррова оператор Штурма-Лиувилля

где  – произвольные комплексные постоянные.

Напомним, что оператор Штурма-Лиувилля (1)-(2) называется вольтерровым, если он
не имеет собственных значений на всей комплексной плоскости.

Пусть оператор S определен формулой [см. 1, с. 42]

Предположим, что оператор SL самосопряжен в пространстве H, тогда обратный
оператор (SL)–1 будет вполне непрерывным и самосопряженным оператором с полной и

ортогональной системой собственных векторов в пространстве H. Более того, он является
ядерным оператором, поэтому имеет конечный след [2, c. 125].

Вольтерровость оператора (1)-(2) обеспечивается условиями [см 3, с. 30]



где 

Условия самосопряженности оператора SL отличаются от этих условий [см.п.б)
теоремы 1], поэтому класс изучаемых нами операторов не пуст.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить след оператора (SL)–1, где L вольтерровый
оператор Штурма-Лиувилля (1)-(2), а оператор S определен формулой (3).

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ

Рассмотрим в пространстве  интегрального оператора

(5)

где  и

ЛЕММА 1. Оператор SK самосопряжен в пространстве H тогда и только тогда, когда
имеет место равенство

где оператор S определен формулой (3).

При условии (6), оператор (5) является компактным в пространстве H.

ЛЕММА 2. Если

а) ядро K(x,t) является замкнутым;

б) 

в) имеет место неравенство (6),

то нормированные собственные функций  оператора SK и
нормированные собственные функций  оператора KS образуют

ортонормированный базис пространства H.

Эта лемма является следствием теоремы Гилберта-Шмидта.

ЛЕММА 3. При условиях леммы 2 имеет место разложения



а) 

б) 

где  ортонормированные собственные векторы оператора

, а  ортонормированные собственные векторы

оператора .

ЛЕММА 4. Если

а) 

б) 

в) ядро K(x,t) является замкнутым;

г) оператор K [cм.ф. (5)] ядерный ;

д) собственные функции операторов SK и KS непрерывны на отрезке [0,1] и
ограничены по совокупности, то имеет место формула

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

ТЕОРЕМА 1. Если

а) 

б) 

где 

то оператор Штурма-Лиувилля (1)-(2) вольтерров, оператор SL имеет полную и
ортогональную систему собственных векторов в пространстве H, оператор (SL)–1

самосопряжен и компактен, а его след вычисляется по формуле



где G(x,t) – ядро функций Грина оператора Штурма-Лиувилля, т.е. является ядром
обратного оператора L–1, оператора Штурма-Лиувилля L.

Отметим, что по теореме Лидского [2, c. 131] след вольтеррова и ядерного оператора
всегда равен нулью. Наш оператор рассматривается в пространстве Крейна со скалярным

произведением , поэтому след отличен от нуля.
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THE TRACE FORMULA OF VOLTERRA STURM-LIOUVILLE OPERATOR IN THE
KREIN SPACE

In this paper we evaluate the following Volterra Sturm-Liouville operator in the Krein space.
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