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Аннотация
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Рассмотрим в пространстве H = L2(0,1) оператора Штурма–Лиувилля

                                                 (1)

                   (2)

с двумя (i = 1,2) линейно независимыми краевыми условиями, где aij(i = 1,2; j = 1,2,3,4) –
произ-вольные комплексные постоянные.

Задача 

Ly = y,  Ui[y] = 0 (i = 1,2)                                                      (3) 

называется задачей на собственные значения. Она называется самосопряженной, если

                                                         (4)

для всех  на [0,1], которые удовлетворяют краевым условиям

Если здесь , то 

Число  называется скалярным произведением функций f и , и  есть

норма функций в L2(0,1).



Если  коэффиценты  граничных  условий  (2)  действительные  величины,  то  задача
Штурма–Лиувилля самосопряженна, тогда и только тогда, когда, имеет место равенство

1,2 = 3,4 [1, c. 293], где i,j-миноры, составленные из i-го и j -го столбцов матрицы

                                                       (5)

Если коэффиценты aij комплекснозначны,  то  критерий самосопряженности,  как  нам
кажется, имеет громоздкий вид [2, c. 323].

Постановка  задачи. Найти легко  проверяемые  критерии  самосопряженности
оператора Штурма–Лиувилля (1)-(2).

Работа состоит из трех частей,  основные результаты изложены без доказательств,  в
третьей  части,  во  второй  части  изложены  вспомогательные  утверждения,  с  помощью
которых получены основные результаты. Доказательство этих утверждений элементарны,
хотя несколько громоздки.

2. Вспомогательные предложения

Лемма 1. Если 

                                                   (6)

то краевая задача Штурма–Лиувилля

                                                 (7)

Ui[y] = 0 (i = 1,2)                                                                  (8)

разрешима для любой непрерывной функции f(x) на интервале [0,1] и решение имеет вид

где L–1-обратный оператор к оператору L.

Лемма  2. Если  имеет  место  неравенство  (6),  то  сопряженный  оператор  к
обратному оператору L–1 имеет следующий вид

где 

где i,j-миноры матрицы (5).



Лемма  3. Если  оператор  Штурма-Лиувилля  (1)-(2)  является  обратимым в
пространстве H, то сопряженный оператор L* имеет следующий вид:

где i,j (i,j = 1,2,3,4)-миноры, составленные из i-го и j-го столбцов граничной матрицы (5).

3. Основные результаты

Теорема  1. Если  имеет  место  неравенство  (6),  то  задача  Штурма-Лиувилля  (3)
самосопря-жена тогда и только тогда, когда

Теорема 2. Если имеет место неравенство (6) и равенства:

1)    2)    3)    4)    5) 

то задача Штурма-Лиувилля(3)самосопряжена.

Теорема 3. Если задача Штурма-Лиувилля (3) самосопряжена в пространстве H, то

при этом:

а) если 42  0, то 

б) если 14 + 32  0, то

в) если 13  0, то 

Теорема 4.

(а)  если 42  0,  то  для  самосопряженности  обратимого  оператора  Штурма–
Лиувилля необ-ходимо и достаточно выполнение следующих условий



(б)  если 42 =  0 и 13  0,  то  для  самосопряженности  обратимого  оператора
Штурма-–Лиу-вилля необходимо и достаточно выполнение условий

(в)  если 42 =  0,  13 =  0 и 14 +  32   0,  то для  самосопряженности обратимого
оператора Штурма–Лиувилля необходимо и достаточно выполнение условий

Теорема  5.  Если  имеет  место  неравенство  (6),  то  задача  Штурма–Лиувилля  (3)
самосопря-жена в пространстве H, тогда и только тогда, когда

1)    2)    3)   4) 

5) ,

где

Теорема 6. Задача Штурма-Лиувилля (3) самосопряжена в пространстве H тогда и
только тогда, когда

1) 

2)  3)  4) 

5)  6)  где 0    2, i.j-миноры матрицы (5).
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