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Рассмотрим в пространстве H = L2(0,1) краевую задачу Штурма-Лиувилля

                                        (1)

           (2)

с двумя (i = 1,2) линейно независимыми граничными условиями (2), где aij (i = 1,2; j =
1,2,3,4) – произвольные комплексные числа, спектральный параметр. Последнее условие

означает, что хотя бы один из миноров

 граничной матрицы

                                                    (3)

отличен от нуля.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Оператор Штурма-Лиувилля (1)-(2) называется вольтерровой, если
он не имеет собственных значений на всей конечной части комплексной z плоскости C.

Пусть L – вольтерровый оператор Штурма-Лиувилля, тогда его сопряженный L* также
является вольтерровым. Через S обозначим оператор, заданного формулой



                                           (4)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Вольтерровый оператор Штурма-Лиувилля L называется S
самосопряжен-ным, если имеет место равенство

SL = L*S                                                                             (5)

Постановка задачи. Получить «спектральное» разложение вольтеррового оператора
Штурма-Лиувилля, удовлетворяющего условию (5).

Основная идея работы состоит в следующем. При выполнении условия (5) оператор SL
окажется самосопряженный. Если принять во внимание компактность оператора L–1, то

оператор SL–1 окажется самосопряженным и компактным оператором, для которого
справедлива теорема Гильберта-Шмидта, суть которой состоит в следующем.

Для любого компактного самосопряженного линейного оператора A в гильбертовом

простран-стве H существует ортогональная нормированная система {n} собственных

векторов, отвечающих собственным значениям {n}, такая, что каждый элемент x  H
записывается единственным образом

                                                        (6)

где вектор 0  KerA, т.е удовлетворяет условию A0 = 0; при этом

                                                 (7)

и если система {n} бесконечна, то limn = 0 (n  ) [1, c. 231].

Из этой теоремы следует, что если KerA = {0}, т.е  0 = 0, то ортогональная

нормированная система {n} образует ортонормированный базис пространстве H. Этот
момент нами используется существенно, а также формулы (6) и (7).

Отметим очевидные свойства оператора S [cм.ф.(5)]. Этот оператор унитарен и
самосопряжен в пространстве H, поэтому имеет место формулы S 2 = I, S –1 = S, где I

тождественный оператор.

2. Вспомогательные предложения. Собственные значения задачи Штурма-Лиувилля
(1)-(2) являются квадратами корней уравнения

                (8)

где ij находятся по формуле (3) [2, c. 35]. Функция () относится к классу целых
функций экспанциального типа [3, c. 42], для которых справедлива лемма 1 [4, c. 31].

ЛЕММА 1. Если функция экспоненциального типа f (z) не имеет нулей на всей
комплексной плоскости, то



где a, b – некоторые комплексные числа.

ЛЕММА 2. Оператор Штурма-Лиувилля (1)-(2) вольтерров тогда и только тогда, когда

                                     (9)

где ij (j = 1,2,3,4) вычисляется по формуле (3).

Достатоточность условий (9) следует из формулы (8), а необходимость является
следствием леммы 1.

ЛЕММА 3. Если оператор Штурма-Лиувилля (1)-(2) вольтерров, то сушествует
комплексное число k такое, что граничные условия (2) эквивалентны к граничным

условиям

.

ЛЕММА 4. Если L – волтерровый оператор Штурма-Лиувилля вида

                                                         (10)

                                       (11)

то формула

SL = L*S,

имеет место тогда и только тогда, когда

0k k+ = .

ЛЕММА 5. Если k 2 – 1  0, то существует обратный оператор к оператору (10)-(11),
который является компактным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Легко показать, что обратный оператор L–1 к оператору (10)-(11)
имеет вид

                                               (12)

где

               
(13)

Из формулы (13) очевидна ограниченность ядра внутри квадрата  = [0,1]  [0,1],
поэтому это ядро относится к классу Гильберта-Шмидта, следовательно, оператор (12)

является вполне непрерывным в пространстве L2(0,1) [5.c. 155].



3. Основные результаты

ТЕОРЕМА 1. Если 0k k+ = , то для вольтеррова оператора (k 2  1) 

                                                              (10)

                                                     (11)

имеет место формулы

                                                           (14)

                                                         (15)

где S определен формулой (4) n – собственные значения самосопряженного оператора SL,

n – ортонормированные собственные функций этого же оператора в пространстве L2(0,1).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу леммы 4 и условий теоремы, оператор SL самосопряжен
в пространстве H. Тогда в силу леммы 5, оператор (SL)–1 самосопряжен и компактен в

пространстве L2(0,1). Если (SL)–1 = 0, то действуя оператором SL слева, имеем  = 0,
следовательно                       Ker(SL)–1 = {0}.

Поэтому ортонормированные собственные функции оператора (SL)–1 образуют
ортонормиро-ванный базис пространства H. Тогда для любого элемента f пространства H

имеем

где {n} ортонормированный базис пространства H, составленный из собственных
векторов оператора SL, т.е. имеет место равенства

Следовательно

Преобразуя левую часть этой формулы, получим

Теперь, заменив в последней формуле f на Sf, имеем



Аналогичным путем получим 
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