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УДК 517.929 

А Р Г У М Е Н Т  КЕР1АВДАН ЛАПЛАС ТЕНДЕУТНЩ  КО Ш И-ДИРИХ ЛЕ ЕСЕБ1 

К епж асарова А.Э., Оразов И.О., Ш алданбаев Э.Ш .

М.Эуезов атындагы Оцтуспк Казакстан мемлекетпк университет^ Шымкент к., Казакстан
Республикасы

Тiрек сездер: Лаплас тендеу^ Коши-Дирихле есебi, аргументi керiаFар, Штурм-Лиувилл операторы, 
Гилберт-Шмидтiц теоремасы.

Аннотация. Бул ецбекте аргумент керi аккан Лаплас тендеушщ Коши-Дирихле есебi ФYренiц эдгамен 
шешiлдi.

1.К1ркпе.
Алпысыншы жылдардан бастап, операторлар теориясы шекаралык есептер теориясына 

колданыла бастады,буган мурындык болган [1-9] ецбектер десек жацылмаймыз,олардыц 
ш1нде,эс1ресе, К.Фридрихсты беле-жара айткан жен болса керек. Дербес туындылы тевдеулердщ 
шекаралык есептерше операторлар теориясын колданганда, элд1 шеш1мдер угымы ез-езшен пайда 
болады [10-11].Операторларды эсерленд1ру теориясы физикалык есептерге табысты колданылды 
[1,5-9].Эсерлер эртYрлi болуы мYмкiн,тецдеудiц мушелер1,немесе шекаралык шарттары езгеру1 
мYмкiн,егер бус сэтте тендеудщ шеш1м1 елеул1 езгерюке ушыраса,онда мундай мYшелердi елеул1 
мYшелер дейд1 жэне олармен санасады.Соцгы кездер1 тевдеулердщ аргументтер1 де езгерюе 
ушырай бастады [12-13].Ыз,теменде,осындай есептщ б1рш карастырмыкпыз.Мундай есептердщ 
карапайым Yлгiлерi [15-16] ецбектерде зерттелген.Зерттеу барысында б1з [14],[17-20] ецбектерга 
арка CYЙедiк,сондай-ак б1здщ танымымымызга жогарыдагы [1-11] ецбектердщ эсер1 елшеуаз. 

М эселенщ койы луы .
Q  -дегешм1з жазыктыкта жаткан шамалы т1к тертбурыш болсын, оныц кабыргалары былай,

AB : y  = - 1 ,0  < x < n ;  BC : x  =  n , - 1  < y  < 1; 

CD : y  = 1,0 < x  < n ; DA : x  =  0 , - 1  < y  < 1

аныкталсын. Мше, осы Q  -  аймагында, мынадай,
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uxx ( x  - y )  +  uxx ( x . y ) = f  ( x > y ) :
u  „ = u  = 0.lx=0 \x=n

u ( - 1 )  =

d u

d y
=  0

(1)

(2)

y=—1
шекаралык есепт ^арастырайыщ, мундагы f  (x, y)  е  L2 (Q) .
2.Зерттеу эд кь  Осы,(1)-(2) есепке сэйкес спектрэлдш есептi Фуренщ эдiсiмен,яFни 

айнымалыларын бeлiктеу эдiсiмен,нэтиежесiнде екi спектрэлдiк есеп аламыз,оньщ 
бiршшiсi,эйriлi,Дирихленщ есебi,ал екiншiсi жацалау жэне ол [12-13] ецбектерде толыщ 
зерттелген.Нэтиежесiнде,бiз шекаралык есебiмiздщ барлыщ меншшт функцияларын табамыз,олар
L2(Q) кещсттеде ортанормалаетан базиз ^райды.Есептщ шешiмi осы базисте
таратыладыДажетп есептеулердi тeртiншi бeлiмнен керуге болады.

З.Зерттеудщ нэтиежесь
2

Теорема. Егер f  ( x , y)  е  L (D )  функциясыныц Фуре коэффициенттер^ мына,

2
f mn

<х>

I
m,n=1

2 2  
№m — (n ^ )

<

шартты ^анаFаттандырса, онда (1) -(2) есептщ элдi шешiмi бар, жэне ол, мынау,

и(X У) = I
m,n=\ i t  -  (П^)

Umn (X У) ,2 mn

м¥ВДага umn ̂ , y ) = vm ( x ) f n (У)Вп vm = Am sin mnx, ал f n (y) ,  темендеп,
мынадай,

U "(—y ) = t 2f (  y \
[ f ( —\) = g ’(—\) = 0 

спектрэлдiк есептщ шешiмi .
4. Т алкы сы .
Алдымен, (1)-(2)есепке сэйкес спектрэлдiк есептi шынарайыщ, ол, мына,

uxx ( x  ,—y )  +  uxx (x , y )  =  Au(x, y ) ,  ( x , y )  e Q ,

' ' =  0 ,u  Л =  uix=0 \x=n

u du
y=—1 dy

=  0;

(3)

(4)

y = —1
есеп.
Айнымалыларын, былай,

u( x, y)  = v( x) g ( y)
бeлейiк, сонда, мынадай,

v ( x )  • f  (—y )  +  v  " (x )  • f  y) = Av( x) • f  (y ) , 

v ( x )  • f  (—y )  =  [Av — v" ] G ( y ) ,

G"(—y ) _  Av — v " _  2

f ( y) v(x)

болады. Алдымен, мына,
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\ а \ - у ) = м ' ( у \  
[« ( -1 )  = а ' (-1) = 0

(6)

спектрэлдi есептi шешешк. Жогарыдагы тендеудi екi рет дифференциалдап, мына,

' (1V)(-y ) =  М 2' ' ( y ) =  М4 ( - У )
тендеуге келемiз. Бул тендеудщ жалпы шешiмi, мына, 

а ( у)  =  AeM  +  Be~W  +  CeiMy +  De~iMy 

функция екенi белгiлi. Осы табылган функцины (5) формулага апарып к;оялык;, нэтижесi, 
мынадай, 

' ( у )  =  м 2 [AeMy +  Бв~МУ -  CeiMy -  De~iMy ] 

' ( - y )  =  M2 [B e My +  Ае~М  -  DeM  -  C e_ iM  ] 
болады, мунан, 

М2' ( у )  =  М2 [ A e M  +  Be~M  +  CeiMy +  D e - ' ^  ] 
Демек, A  =  Б , C  =  D . 
Онда 

a(y)  =  A(eM  +  e _ M  ) +  C (e iMy -  e “ iM  ) 
функциясы, жогарыдагы, (5) тендеудщ шешiмi болады. Осы функцияны, жогарыдагы, (6) 

шекаральщ шарттарына апарып ^ойып, А жэне С беллиз туращылары ушш сызьщтьщ тендеулер 
системасын аламыз. 

а ( - 1 )  =  А(в~М +  e M) +  C(e~iM -  eiM) =  0 , 

' ( y )  =  /jA(eMy -  e~ My) +  wC(eiMy -  e~ iMy) ,

' ( - 1 )  =  /jA(e~M -  e M) +  i^C(e~iM +  e M )

A ( e -  e M ) +  C(e~iM -  e iM ) =  0 , ; 

A ( e -M -  e M ) • м +  C ( e -  e iM ) • М  =  0'

Осы, бiртектi тендеулер системасынын аныщтауышын есептейiк, нэтижесi, мынадай, 

л / ,  e ~М+ eM e~iM-  eiM
л ( м ) =  • • =

M(e~М-  eM ) iM(eiM+ eiM)

=  M(e M +  eM){e~iM +  e iM) -  {e~M -  eiM)M{e~M -  e M) =  

=  M [(e(-1-i)M  +  e ( -1 +i)M +  e (1-i)M +  e (1+i)M)i ■

e ( - i  _ 1)m +  e ( - i +1)м  +  e (i _ 1)m +  e ( i+1)м  ]

Осы аныщтауыштын нeлдерiнiн квадраттары бiздiн (5) -(6) спектрэлдiк есебiмiздщ меншiктi 
мэндерi болады.

Келесi лемма белгш [14., 57 б.].
Л емма 1. P(z) -квазиполином болсын, ягни
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n
P(z) = £  Aje»z , Aj *  0 ( j  =  1,2,..., n )

i=1

мундагы Y1 ,Y2 ,...,Yn -дегешм1з D  децес кепбурыштыц тебелерь Онда
1) P(z) -тщ индикатрисасы, мына,
h (^ )  =  m a x ( y j ) c o s (^  +  у/j ), у j  =  arg у j  ( j  =  1,2,..., n ) ; 

j
функция болады;
2) координаталардыц басынан кашыктыкта P(z) -тщ нелдершщ бэр1 жайдак;
3) P(z) -тщ координаталардыц бас щктесшен кашыктагы нелдер^ мынадай,

zmm > =  2nmt + Pk +sim >, | sm  > |< e  - q m , qo > 0
yk+1 -  yk 

(k = 1 ,2 ,...,n ; m > n o ) ;

4) координаталардыц бас нYктесiнен алыстагы нелдер1 б1р-б1ршен /3 > 0 кашыктыкта 
жатады;

5) мына | P(re*V) |< Aeh((p')r , тецшздш орынды;

6) центрлер1 P(z) -тщ нелдер^ ал радиустары £0  > 0  болатын шецберлерден тыс щктелерде,

мына, \ P ( r j*  ) |>  Beh( '̂>r , r > Гз, B > 0  тецаздш орынды;

7) егер Xfj (n >  1) дегешм1з P(z) -тщ нелдер1 жэне | 2  |Т го болса, онда

| P ' ( A ,) |>  C ■ eh(V")(Л» Ц ,  =| 2  | ei(Pn, n > no.
Осы лемманы б1зд1ц Л(^) аныктауышына колданайык:

У1 =  1 +  i, У2  =  - 1  +  i, У3 =  - 1  -  i, у4 = 1 -  i .

^  = 2тт_+ P 1 +  s<1) =  2rnn + +  s ;(1) =-nm, +  P, +  s ' ,0 ;

У2 - У 1 -  2

ft'»2' = ^ nm L  +  P2 +  s ®  =  п  + P2  + s(i > = -m n  + P2  +  s«„2);
У3 -У 2  -  2 i

ft',3' = 2 nm -  + P3  +  S 3> =  П - +P3  +S<3> = -nmi + P3  +  S<?>;
У4 -  У3 2

№  = ^ nm -  + P4  +S<„4) =  П  +  P , +  s<,4) =  m n + P4  +S<„4);
У1 -  У4 2i

Ецщ, жогарыдагы, (5) -(6) есептщ барлык меншшт мэндер1 накты сандар екенш керсетешк. 
Л емма 2. А-деген1м1з гилбертпк Н кещсттнде тыгыз аныкталган сызыктык оператор болсын 

делш, оныц аныкталу аймагы D(A), ал езгеру аймагы R(A) болсын, ал S унитар оператор болсын 
2 *жэне, мына, S 2 = I, S  = S  тецщктер орындалсын.

Егер, мына,
.- 1

1) эс1ре Yзiксiз кер1 A операторы бар болса,
*

2) AD = SA

шарттар орындалса, онда AS операторыныц Н кещстшнде толымды векторлар системасы бар 
жэне олар осы кещстште ортанормаланган базис курайды.
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f * CX * *Дэлель AS -  операторы жал^ы, шынында да, ( AS) = S  A = SA = A S . Сондай-а^,

1 1 *  X 1 * 1 *A~1S  -  операторы эаре Yзiксiз жэне жалк;ы. Шынын да ( A S ) =  S  (A ) =  S ( A )  ;
—1 * * —1 —1 * —1 —1 

жоFарыдаFы, 2) шарттар, мына, S AS = A , ( A ) =  ( A ) =  S A S . Демек,

(A _1S )* =  S ( A - 1 )* =  S S _1A _1S  =  A _1S  . Егер A _1x  =  0 болса, онда x  =  AA~1x = 0 .

Олай болса, A = 0  мэш меншшт емес. Ецщ Гилберт-Шмидтщ, келесi теоремасына иек артайыщ.
Теорема. Егер A-дегенiмiз жеберттiк Н-кещстшнде эсiре Yзiксiз жал^ы оператор болса, осы 

кезкелген x е H  Yшiн Ах элементi А операторыныц меншiктi векторларынан ^¥PалFан Фуренщ 
^атарына жiктеледi. Б^л катар, элгi оператордыц ортанормаланFан меншiктi векторларынан 
K¥PалFан жэне ол Н кещ сттнде жыйнакгалады [2, 189 б.].

Сонымен, Н кещстшнщ кез келген х векторы Yшiн, мына,
<х>

SA~1x = I  (S A _1x , y „ ) • y„ 
n=1

тендiк орынды, м¥ндаFы, {Уп} -дегенiмiз SA 1 операторыныц ортанормалаетан меншiктi 
векторлары.

Былай, у  = A 1x  е  D(A)  , деп жорып, мынадай,

S y  = I  ( S y  , У п )  • У п , z  =  S y  e  D ( A * )  :
n=\

z  =  I ( z , Уп ) • Уп .
n=1

тецщкке келемiз.
*

Сощы, тецдш пен AS = SA формуласынан {Уп} системасыныц Н кещстшнде толымды 
екенщ кeремiз.

1-ескерiм. D(A) = H , ̂  D (A  ) = H .
*

Шынында да, егер у  е D(A  ) болса, онда Sy е D(А) болады. Онда, мынадай, xn е D(A)
*

тобек табылып, xn ^  Sy болады. Демек, Sxn ^  у ,  Sxn е D(A  ) . ЖоFарыдаFы, AS
операторы жал^ы болFандьщтан {Уп} системасы ортанормалаотан, олай болса, ол Н кещстшнщ 
базиса

т2
Ендi A = , D (A ) = {у е Г 22 [—1,1], у ( —1) = у '(—1) = 0} жэне S y (x )  =  у ( —x ), 

dx
2

V y (x )  е  L  (—1,1) болсын делiк. Б^л оператордыц жоFарыдаFы 2 леммаFа сай екенiн ^руге

л - 1болады. D(A) -ныц Н-та тыныз екенi айдан аныщ. Керi A операторын, былай, т¥рFызайьщ. Егер
Ay = y " (x ) =  f  (x ); y ( —1) =  У ( —1) =  0
болса, онда
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X +1
y( x )  =  J ( x  - 1) f  (t )dt =  J 6( x  - 1 ) (x  - 1) f  (t )dt (7)

-1 -1 
мундагы, 6 ( x ) -Хевисайдтын функциясы. Шынында да

X
y(-1) = 0, y  (X) = J f  (t )dt, y  (-1) = 0, y* (X) = f  (X);

-1
K (X, t) =  (X -  t) • 6 (X -  t) - ядросынын квадраты Q  =  (0  < X < 1 ) x ( - 1 < y  < 1)

аймагында, мeлшерi, ягни JJ | K (X, t ) |2 dxdt <  , сондыктан (7) операторы эаре Yзiксiз.

Q

Эрi ^арай, егер y ( —1) =  у  ' ( _  1) =  0 болса, онда

(5у )(1 ) =  (Sy) (̂1) =  у ( - 1) =  у '( - 1 )  =  0 ,  ягни у  Е D (A ) болса, онда Sy Е D (A ) болады.
>!< >|<

Бул сэтте, SAy =  у  * ( - x )  =  (S y ) * =  A Sy , ягни, SA =  A S  .
Демек, (5) -(6) есептщ толымды ортононэл ментшт векторлар системасы бар, олар

L2 (-1 ,1 )  кенiстiгiнде базис курайды, бул меншiктi векторларга сэйкес ментшт мэндер накты
сандар.

Енд^ мына,

-  ^ -  л )v, v ( 0 ) = v ( 1 ) = 0

спектрэлдiк есепт карастырайык. Былай, vn = Аи sin nnx, A  = const, М  ~Л = (nn) 2 

боларын байкау кыйын емес. Шынында да,

vn (0 )  =  vn (1) =  sin  nn  =  0 ;-v ^  (x )  =  An (nn) sin  nnx =  (nn) vn ( x ) .
2

Мына, {An s in  n n x } ,n =  1 ,2 ,... система L (0,1) кещсттнде толымды ортогонал система

nx =  t
, dt dx =  —  

n

курайды. Шынында да,
1

(f , An sin nnx) =  An J f  (x) sin nnxdx ■
0 

n t 
= An J f  (—) sinntdt = 0,n = 1,2,... 

2
Мына, {sin n t},n = 1,2,... система L ( 0 ,n )  -де толымды болгандыктан ( 0 ,n )  

интервалынын барлык нYктелерiнде дерлiк f  (—) =  0 тендш орындалады, мунан (0,1)
n

интервалынын барлык нуктелершде дерлiк f  (x )  =  0 болады.
Керi оралып, жогарыдагы (3) -(4) есептщ меншшт векторлары толык ортогонэл система 

курайтынын кeремiз, ал оларга сэйкес ментшт мэндерiнiн бэрi накты шамалар:

^mn =  Мт -  (n n )  ,

Umn (X У) = Vm (x)'n  (У)Bmn
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Белгш деректертердщ аркасында {ипт( X ,у ) }  системасы L  '[(0  <  x  <  1 )x (—1 <  у  <  1)]
кещстшнде толымды api ортогонэл система прайды.

Ендi бастапкы (1) -(2) шекаралык есептi шешейiк, ол ушш u(x,y) пен f(x,y) функцияларын 
ортанормаланган базисте таркатамыз, сонда, мынадай,

W W

u (x, у) = Z  umnvm (х) ' щп (у ), f (X у) = Z  f mnvm (х)щ п (У)
m,n=1 m, п=1

Осыларды (1) тецдеуге апарып койсак, мынадай,
W W

Z um n^rm vm (х) ' Щп (у) = Z  f mnvm (х)щ п (у) .
m,n=1 m,n=1
Фуренщ коэффициенттершщ бipегейлiгiнен

f mn _  f mn
з 2 2Лип Um — (пж)

umn = 4 m» =  ' mn „ , m ,n  = 1,2,...

мундагы, Umn, fmn -дегендеpiмiз Фуренщ коэффициенттерь теореманы.
5 Д оры ты нды  Аргумент кеpi аккан тендеулердщ болашагы зор,жэне олардыц колданылар 

салалары элi алда деп санаймыз. Бул аз зерттелген соны такырып.
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Задача Коши-Дирихле уравнения Лапласа с отклоняющимся аргументом 

Копжасарова А.Э., Оразов И.О., Шалданбаев Э.Ш.
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Ключевые слова: уравнение Лапласа,задача Коши-Дирихле, отклонящийся аргумент, теорема Гилберта-Шмидта.
Аннотация. В данной работе,методом Фурье,решена задача Коши-Дирихле уравнения Лапласа с отклоняющимся 

аргументом.
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