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Abstract. In this paper, we study the Dirichlet problem for the two-dimensional biharmonic equation. It was build in an 
explicit form the Green's function of the Dirichlet problem for the biharmonic equation in a circle. Also it was built a polynomial 
solution of the Dirichlet problem for the Poisson equation.
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ДОЦГЕЛЕКТЕГ1 БИГАРМОНИЯЛЫ ТЕНДЕУ УШШ ДИРИХЛЕ 
ЕСЕБ1НЩ ГРИН ФУНКЦИЯСЫ ЖЭНЕ ПУАССОН ТЕНДЕУ1НЩ 

ПОЛИНОМИАЛДЫ ШЕШ1М1

Б.Д. Кошанов, К. Едш

Математика жэне математикальщ моделдеу институты, Алматы к.

Тушн сездер: Пуассон тецдеу  ̂бигармониялы тецдеу, Дирихле есеб  ̂Грин функциясы.
Аннотация. Бул жумыс децгелектеп бигармониялы тецдеу ушш Дирихле есебш зерттеуге арналган. Бершген 

Дирихле есебшщ Грин функциясыныц ернеп айкын турде алынган. Пуассон тецдеуi ушш бiртектi Дирихле есебшщ 
полиномиалды шешiмi курылган.

1. Б iрлiк  децгелекте бигармониялы  тецдеу Yшiн келеС Дирихле есебiн карастырайык:

A2G ( x ,y )  = 8 (x ,y ) ,  x  e Q  =  { x : |x| = ^ J x 2 + x \  < 1} (1.1)

G(x, y )  x=  =  0, ( U )

dG ( x, y)
dn

= 0,

мундагы 8  ( X, y )  — Дирактыц дельта функциясы, n  — шецберге тусiрiлген нормал вектор.

2 та2 .Л емма 1. Егер X — y  =  X  ( X, y )  = X  ,

2
— v  у  . 2

X 2 r
r

y

= Y  2( X, y )  = Y 2 ,

I |2 I |2
2 X  y  2 2 . . .

r  (1 — —y )(1 — —y ) = Z  (X, y )  = Z  функцияларды белгiлесек, онда келес тецдiк орындалады:
r  r

X 2 — Y 2 = —Z 2 (1.3)
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мундагы X , y  £  Q . 

Дэлелдеуь

x 2 -  Y2 =  X -  y | -

Ixl2 -  2 ( x ,  y )  V  12

X У „2

2( X 2 -  2 ^ r 2 4 ' 12 r4 )

I |2| |2 I |2| |2
i i2 i i2 X y о I i2 \x\ \y\ 9 , l2
X -  2(X, y )  +  y  - 11 2 1 4  2 (x ,y )  -  r  = X - Щ - * —  r  4  y  =

r

X |y|(1 - Ч * - )  -  r  2(1 -  Ч т )  =  (1 -  !y L ) (  X 2 -  r 2) =  - r  2(1 -  X - ) (1  -  ly L )  =  - Z

r

X

Л емма 2. Жуп eлшемдi кещспктер Yшiн ( 2 m  >  n ) , дербес жагдайда (m  =  2 , n  =  2 )  Yшiн 
(1.1) тецдеушщ iргелi шешiмi:

£4,2 (x ,y)  = d42\x -  y\2 ln|x -  y ,
мундагы

1 Г ( .)  - гамма функция.d 4,2
8 -Г 2 (2 )ж

Теорема 1. (1.1)-(1.2) есебшщ Грин функциясы келесi тYрде eрнектеледi:
' 2 2

^ 4 ,2 ( X  y ) =  d  4,2 * x  -  y 2 ln  X -  y  2 -
ly lx  -  w

ln
ly lx  -  w

4

2 T
(1 - |  y  2)(1 -  x i2 ) ln y

\y\x  м 41
y

2

y X 1
y 

y ln
lyX- Й

Л ем м а 3. Егер (m  =  2 , П =  2 )  болса,

g 4 ,2 (x, y ) =

g4,2(x  y) = (1 - |y|)(1 - |xl )

функциялары 6ipTeKTi бигармониялы тендеудщ шешiмi болады. 

Лемма 4. Эрбiр 0  <  X  <  1 Yшiн келесi к;атарга жiктеледi:
W / 1 \k

x  )a =  1 +  '
t  k

2

ln Wx 41
k I

(l -  x )a =  1 + 1 ( 1  a ( a - 1) ... ( a -  к  + 1 )  - x k

ln (1 -  x ) =  - t  — , 
k=1 к

Оган ^осымша келесi Ньютон - биномга жiктелуi орынды:
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П
(a  -  b ) П = E  С У -1 ( - b)

k=0
Теорема 1 - дщ  дэлелдеук

z 2
(1.3) тецдшнен —— <  1 аламыз. Жуп eлшемдi кещстштер (2 m  >  п ) ушш (1.1) тендеушщ

Y
ipгeлi шeшiмi акырсыз катарга кeлeсi турде жiктeлeдi (лемма-4):

I 11 m—
^2m,n (^  y ) = (x  -  У\ )  2 ln "

x -  y
2

y v у .2x ----- 2 rr У
n T/'2 n ry-» m— X 0 0 m — Z

=  ( X 2)  2 l n X .  =  ( Y 2 -  Z 2)  2 ln (1  - Z . )  =
Y 2

f  n m—  
2

л

X . - m----- j  - .
C n (Y ) 2 ( - Z 2)jПm—  

j=0 2
Ek=1

Y

(Y2)-k (Z 2)k^

Z 0 m ------j  0 .
C  n ( Y 2 )  2 ( - Z 2 ) j

ГУ1----m-
j=0 2

V
m-1

^ ( Y 2 ) - k ( Z 2 ) k | Л  ( Y 2 ) - k ( Z 2 ) k

k=1 k—ko+1 

m-1n x  n m - 1 n

Z 0 m------,  0 e v   ̂ о m ------5 0 e 0 m------5 0 e
d , ( Y 2 )  2 ( Z 2 ) S - E d , ( Y 2 )  2 ( Z 2 ) S =  - £ d , ( Y 2 )  2 ( Z 2 ) S

5=1 5=1

= d2m,nY 2m-n 1П Y + d2m,nY2(m -1) - n ̂  2
( -1)

(2m -  n) ln Y -  -
2 2 у

+

^(-1)2 (2m - n) (2m -  n - 2 )jn ^  1 
2! 2 2 П 2+ d2m,nY2(m-2)-П (Z 2) 2

( -1 ) ( 2 m - «) + 1  
2 2

+ . ..

мундагы
m in (m - —, , - 1 )

( - 1)JС
П ,  -  j

j = m a x ( , - —+1,0)

Бiздiц жагдайда =  2 , n  =  2 )  тецдштщ оц жагыныц eKi косылгышын сол жагына 
ауыстырсак, онда тецдштщ оц жагында ш еказ косынды калдык калады. Сол калдыкты 
G 4 2(x , y )  деп бeлгiлeп жэне лемма 3 кемепмен Грин функциясы кeлeсi турге ие болады:

^ 4 , 2 (  x ,  y )  =  d 44,2 x  -  y |  2 1 n | x  -  y |  -

2 2

l y l x - Й
l n

l y l x - R

+

+ (1 -  lyl 2)(1- Ixl2)

Дербес жагдайда, ягни n  =  2  кeзiндe бул нэтиже [6] H.Begehr-дщ нэтижeсiмeн сэйкес кeлeдi:
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(n  - 1)!2 GL ( z , £ )  =  X 2 m-2ln
k=0

(1.2) шекаралыц шартын цурылган Грин функциясы ушш тексерешк:
” 2 2

G4 2 , =4,2 х =1 х -  у  2 1n х -  у 2 -
|у|х -н ln

|у|х -й +

х|=1

+  !(1 - |у| )(1 -  |х | )

” 2

ln
Ы х -й + 1 =  0,

_ |у | _ х =1

д О

дп
=  2

2 2 2 2 |х  2 -  ( х , у )]
IX -  (X, y ) ]  ln  X -  У , +  х  У

1 1  4 ^ у J 
1 |2

х =1 х =1 X -  У X =1

2 у \2 |x |2 -  (X, y ) ]  ln

2 2
y y 2

\у\х  - Г Г — \у\х  - Г Г
У

X =1
У

i2 i |2
У X

y\X
y

1у 1

+

х|=1

+ (1 -  У )■ 2 х'

f 2 л

ln
y

\У\х " П + 1
2 2  

+ (1 х  )

V У У

|у | 2 | х |2 -  (x, у )]

\У\х
у

1у 1

=  ln  x -  у 2
х| =1

х| =1 
2,

| х |2 (1 - 1 у | 2) - 1 х |2 (1 - 1 у | 2) ]+ 2 |  х |2 (1 - 1 у | 2) - 1 х |2 (1 - 1 у | 2 ) ] =  0 •

Нэтижесiнде G 4 г (х , У ) Грин функциясы бiрлiк децгелекте (1.1)-(1.2) Дирихле есебш 

цанагаттандырды.

2. Пуассон Teftaeyi Yшiн 6ipTeKTi Дирихле есебшщ полиномиалды шешiмдерi

Бiрлiк шарда D  = |х e  R n : |х| < 1| Пуассон тецдеуi ушш цойылган келесi шекаралыц есептi 

царастырайыц:
A u (х )  =  Q ( x ), X e D ,  (2.1)

И, =  0, (2.2)l|x|=1

Оц жагы Q ( х )  кепмушелiк жэне П >  2 .  [5] жумыста дэлелденген, Q (  х )  кепм уш елт 
Альманси формуласы бойынша жазылган:

- I х  <*
q ( х ) = ^ о ( х ) + Е  4 к Г  J

к=1 • 0

1 |х|2к Г(1 - а ) ка 2

1 4 k k! J (к  -1 )!
ок (a x ) d a , (2.3)

2

2

2

2
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мундагы Vk ( x ) ,  к  =  0 ,1 ,  ... , - гармоникальщ кeпмYшелiктер

и„ (X) =  AkQ (x )  4  t t  1 (1 a  O S  1 a 2-1^ k+s Q ( a x ) d a .  (2-4)

формуласымен аныщталады.
(2.4)- формуладагы операторлыщ ^атардыц а^ырлы ^осындысы болады, Q (x) - кeпмYшелiк.

0йткенi (2.3)-те Vk ( x )  а^ырлы саны нелден езгеше болады. Ыцгайлы болу Yшiн ^осындыныц
жогаргы шегiн да тYрiнде жазамыз.

Лемма 5. Келесi турде орындалады:
I i2 1 

1 -  x ^  АО (x) 1 m-2s+П-1 . |2 
щ (x) - и ( x) = — —  /   m  (1 - 1) st 2 (1 -  t \ x \ ) sdt. (2.5)

0 2 t  (2s + 2)!! (2s)!! J '  ̂ I I '

Ендi, L>( x )  -  Щ ( x )  кeпмYшелiгi (2.1) Пуассон тендеуш Q ( x )  =  Q m ( x )  жэне (2.2) Дирихле 

( v ( x )  -  щ  ( x ) )  |_j =  0  шартын ^анагаттандыратынын онай кeруге болады.

(2.5) формуладан (2.1) - (2.2) есебiнiн шешiмi Q (  x )  =  Q m ( x )  Yшiн келесi тYрде болады:
i2  1 I 122 Л CD 1 / Л  V 2 N

x  -  1 ^  1 ( 1  -  t\x\ ) S ( 1  -  t ) s  m -2s+ n-1
u ------ /  AsQ  (x ) - -------11 ) ( ) ' 9

2 ^  Q m ( )J (2 s  + 2 ) ! ! (2

Бул шешiм, лемма 5-ке сэйкес бас^а тYPде жазуга болады:

да S + 1

U(x ) =  V(x) -  щ (x ) =  t  ■A Q m (x )  t

x  -  1 ^  f (1 -  t\x\ ) (1 -  t ) m-2 s+ — 1

u(x) = —------ ; A Q ( x ) -------- —------------ 1 2 dt. (2.6)
( ) 2  ^  Q m ( )J (2 s  + 2)!!(2s)!!

® s +1 ( - 1 )  + (m  4------2s 4  2k  - 1)|x|'
s ^  x  ■ 2

4 s41 k! (s  -  k 4 1)!(m 4  П -  2 s  4  k -  1)i+2s=0 k=0

2

^  S+i ( - 1) 41(2 m -  4s 4  4k 4  n -  2 ) X 
t A SQm (x) t  ( ) ( )X   
t  t  (2k)!!(2s -  2k 4  2)!!(2m -  4s 4  2k 4  n -  2.2) s+2

(2.7)

Q бiрлiк шардагы Лаплас тендеуi Yшiн келесi Дирихле есебш ^арастырайыщ:

А и ( x )  =  ° ,  x  £ Q ;  o\dQ= P (x )\Sq , (2.8)

мундагы P (  x )  - кeпмYшелiк жэне n  >  2 .
Теорема 2. (2.8) есебшщ шешiмiн келесi тYрде жазуга болады [8]:

*  x) = P (  X) -  И - - 1 f  t (1 - a X  i)S (1 - a ) s  AS41 P ( a x O  -d a .  (2.9)
( ) ( ) 2  Jo-S- (2s + 2)!!(2s)!! ( )

Теорема 3. Дирихле есебiнiн шешiмiн бiрлiк Q шарда

A u(x) = Q (x), x £ Q ; USQ = P (x ) |eQ, (210)
келесi тYрде жазуга болады:

u(x) =  P (x ) + —------J t -------a X ----------a—AS(Q -  A P )(a x )a 2 da. (211) 
2--------------------------- Jo t  (2s + 2)!!(2s)!!

Бул жумыс КР БжFМ - нiн 3492/ ГФ4 грантынын ^олдауымен орындалды.
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ФУНКЦИЯ ГРИНА ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ БИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В КРУГЕ И 
ПОЛИНОМИАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА

Б.Д. Кошанов, К. Едил

Институт математки и математического моделирования, Алматы

Аннотация. В данной работе исследована задача Дирихле для двухмерного бигармонического уравнения. 
Построена в явном виде функция Грина задачи Дирихле для бигармонического уравнения в круге. А также построено 
полиномиальное решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона.

Ключевые слова: уравнения Пуассона, бигармоническое уравнение, задачи Дирихле, функция Грина.
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