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Abstract. In this paper, we consider a general boundary value problem for a linear system of ordinary 
differential equations with a small parameter at some derivatives. There is a method for constructing an asymptotic 
expansion of the solution of singularly perturbed general boundary value problems for the case, when the root of the 
degenerate equation is conditionally stable, i.e. corresponding to it the roots of the characteristic equation have real 
parts of opposite signs. The asymptotic expansion of the solution of the singularly perturbed problem includes one 
regular rank and the two boundary ranks. There was formulated the degenerated problem, herewith the boundary
conditions for the solution y 0 (t) of the degenerate equation found from the boundary conditions of the original

perturbed problem by removing the values of the derivatives at the points t = 0 and t = 1. There was constructed 
approximate solution of a singularly perturbed a general boundary value problem up to an arbitrary order at tending 
small parameter to zero. We prove a theorem on the existence, uniqueness and of equity asymptotic approximation 
of solution singularly perturbed a general boundary value problem. There growth of the derivatives solutions 
perturbed boundary value problem was set with £  ^  0 . Described the phenomenon of boundary jump, it is proved 
that jump appears in a neighborhood of both ends of the viewed segment. There was found magnitude of boundary 
jumps.
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Аннотация. В данной работе рассмотрена общая краевая задача для линейной системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений с малым параметром при части производных. Предложен метод построения 
асимптотического разложения решения сингулярно возмущенной общей краевой задачи для случая, когда 
корень вырожденного уравнения является условно устойчивым, т.е. отвечающие ему корни 
характеристического уравнения имеют действительные части разных знаков. Асимптотическое разложение 
решения рассматриваемой сингулярно возмущенной задачи содержит регулярный ряд и два пограничного 
ряда. Сформулирована вырожденная задача, причем краевое условие для решения y0 (t) вырожденного 
уравнения найдено из краевых условий исходной возмущенной задачи путем исключения значения
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производных в точках t = 0 и t = 1. Построено приближенное решение сингулярно возмущенной общей 
разделенной краевой задачи с точностью до произвольного порядка при стремлении малого параметра к 
нулю.

Доказана теорема о существовании, единственности и справедливости асимптотического приближения 
решения сингулярно возмущенной общей разделенной краевой задачи. Установлен рост производных 
решения возмущенной краевой задачи при s ^  0. Описано явление граничного скачка, при этом доказано, 
что скачок появляется в окрестности обеих концов рассматриваемого отрезка. Найдены величины 
граничных скачков.

1 П остановка задачи. В [1-6] было исследовано асимптотическое поведение решений 
сингулярно возмущенных краевых и начальных задач с начальными скачками в случае, когда 
дополнительное характеристическое уравнение наряду с нулевым корнем имело только корни с 
отрицательными вещественными частями. Этот случай называется устойчивым. В данной работе 
рассматривается случай, когда дополнительное характеристическое уравнение наряду с щ = 0 

имеет корни Re щ < 0, Re щ > 0 .
Рассмотрим следующую краевую задачу:

Ls y  = s 2 y  т + sA (t  )y" + B (  ) y ' + C (t )y  = F  (t) ,  (1)

L 1У = «10 У(0, s )  + « п У  t 0, s ) + A 0 y (1, s )  = a 1 ,

L 2 y  = «20y(0 , s )  + a 2 1y  t 0, s )  + P 2 0 y(1, s )  + Р 2 1У t 1, s )  = a 2 > (2)

L 3y  = « 30y ( 0 ,s )  + ^30y (1 ,s )  + 3 31y ,(1 ,s ) = a 3 , 
где s  > 0 - малый параметр, «  , 3 j  ( i, j  =  0,1,2,3) -  известные постоянные.

В работе [7] были установлены следующие предельные равенства:

lim y(t,s)  = y(t), 0 < t < 1, lim y (j)(t, s )  = y (j) (t), 0 < t < 1, j  = 1,2 (3)
s^-0 s^-0

где y (t , s )  решение задачи (1), (2), y(t) решение соответствующей вырожденной задачи. Из (3)

видно, что y (j) (t), j  =  1,2 можно использовать в качестве асимптотического приближения к

y (j) (t, s), j  =  1,2 только на промежутке 0 < 10 (s )  < t < ^ ( s )  < 1, причем эти предельные
равенства ничего не говорят о точности этих приближений. Естественно поставить вопрос о 
получении равномерного приближения с любой точностью по малому параметру.

2 Построение асимптотического разложения решения краевой задачи. Для
построения асимптотики решения задачи (1), (2) потребуем выполнения следующих условий:

I. Пусть коэффициенты A (t), B (t), C (t)  и правая часть F (t)  уравнения (1) доста-точное

число раз дифференцируемы на отрезке 0 < t < 1.
II. Пусть B ( t) Ф 0 при t е  [0,1]. (4)
III. Дополнительное характеристическое уравнение

щ 3 + A ( t )щ2 + B (t  )щ = 0 (5)

имеет различные корни /щ = 0, U2 , U3 , причем R e щ  < 0, R e Щ3 > 0.
Исходя из теоремы 5 работы [6], заключаем, что асимптотическое разложение решения 

задачи (1), (2) следует искать в виде:

y ( t ,s )  = y.

Подставим (6) в (1):

y ( t ,s )  = y s (t) + s u s ( t)  + s  w s (s), т = — > 0, s  = -— 1 < 0, 0 < t < 1. (6)
s  s

3 3 /  2 2 Л
„ 2 , . ^ Л  , d  u s , d  w s , „ А(Л  , s  d  Us , s  d  w s
s  y s (t) + “ 7 1 “  + ~ 7 1 _  + s A ( t ) y s (t) + ~ ~ 7 1 T  + ~  ~ 7 YdT d s  ^ s  dT  s  d s j

+
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+ B(t f  y£ (t) + d T£  + - W - I + C(t )(y£ (t) + £ u£ (r) + - w- (s)) = F (t). (7)
 ̂ dr  ds )

Теперь, приравнивая в (7) выражения, зависящие от t , s и r по отдельности, получаем

-  2 y - (t) + - ( t  )y£(t) + B(t )y £ ( t ) + C(t )y -  ( t ) = F  (t), (8)
3 2

d  11 -  4  л(-т) d  U-  4  B ( -r )d ^  4  -C —t)u- (r )=  0 , (9)
d r 3 d r 2 dr

о 9
d  w  t \ d  w _ / 4dw,. / \ / \ 
   4 л(1 4  - s )    4 B(l 4  - s )  4 - c ( l  4  — )w£ (s )=  0 . (10) 

d s3 ds2 ds
Решение уравнения (8) ищем в виде разложения

y- (t) = У0 ( t ) 4 - 1 ( t ) 4 - 2 У2 ( t)4  . . , (11)
а решения (9) и (10) в виде

U£ (r) = U0 (r )+  £Uj (r )+  - 2u 2 (r )+  ..., (12)

w£ (s )=  W0 (s)+£W i (s) + — 2 W2 ( s )+  ... . (13)
Подставляя (11) в (8) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях —, 

получаем

B(t)У0 ( t )  4  C(t)У0 ( t )  =  F ( t ), (14)o

B(t)y 'k (t) 4  C(t)y k (t) = - A(t)y k-1 (t) -  y k-2 (t), (14)k 
Теперь, подставляя (12) в (9), (13) в (10), представляя Л—г), B—т), C - r ) , 

Л(1 + - ') , B (l 4  - ') , C(l + -s )  в ряды по степеням -  и приравнивая выражения стоящих при 
одинаковых степенях - ,  находим:

3 2d  U0 \ d  U0 jy , d u
0+ Л (0 )----- ^  4  B(0) — 0  = 0 , (15)

dr  d r  dr
3 2d  Ufa d  Ufa d u ь- / \

----- ^  + Л (0)----- ^  4  B (0 ) -U k- = Ф k(r) , k  = 3 ,4 ,..., (15)k
d r 3 d r 2 d r

о 9
d  W  d  wn ^  dwr,
----- 4  Л(1)--------- 4  B(1) ~ w°  = 0 , (16)0

d s3 ds1 ds
о 9

d  w  d  w  dwu t \
----- + Л(1)----------Wr + B(1)~WL = Pk (s) , k  = 3,4,..., (16)k

d s3 ds1 ds

где Ф k ( r )  выражается через Ui ( r )  (j  = 0,1,2; i < k ) , Pk (s) выражается через Wi (s) 

( j  = 0,1,2; i < k)

Для однозначного определения yk (t) ,  Uk (r), —k (s) подставим разложения (11), (12), 
(13) в краевые условия (2) и приравняем выражения стоящих при одинаковых степенях -  :

a 10y 0 (0 )4  a 11 [у0(0 )4  U0 (0)] 4  А 0y 0 (l) = ^ , (17)

a 20y 0 (0) 4  a 21 [y0 (0) 4  U0 (° )] 4  Рю y 0 (l) 4  ^21 [y0 (l) 4  W0 (° )] = a2 , (18)

a 30y 0 (0 )+ p 30y 0 ( l ) + / 31[y0 (l) + W0 (° )] = a3-> (19)

a i0 [yk(0) 4  uk- 1 (0)] 4  a ii  [yk (0) 4  u k (0)] 4  p i0 [yk (l) 4  wk- 1 (0)] = 0, (20)

a 20 [yk (0) 4  uk-1 (0)] 4  a 21 [yk (0) 4  Uk (0)] 4  p 20 [yk (l) 4  wk-1 (0)] 4  (21)

4  p 2i [yk (l) 4  Wk (0)] = 0,
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а 30 [ y k  ( ° )  + и к-1 (°)] + 0 30 [Ук (! )  + w k-14 (°)] + 0 31 [ y k  (0  + w к (0)] = 0  (22)
Теперь определим вырожденную задачу. Без каких-либо дополнительных соображений мы не 

можем сформулировать краевые условия для невозмущенного (вырожденного) уравнения (14)0 :

B (t  )У0 ( t )  + C  (t )У0 ( t )  = F  (t ), (23)

получаемого из (1) при £ = 0 . Такие дополнительные соображения мы можем получить из 
теоремы 1 работы [7]. Из этой теоремы следует, что предельная функция для y (t, s )  при £ —  0 

будет содержать линейную комбинацию величин a- (i = 1 ,2 ,3 ), так как коэффициенты при 

a - (i = 1,2,3) имеют порядок 0(1) при £  —  0 . Следовательно, краевые условия для решения 

У0(t) вырожденного уравнения (23) можно будет получить из (2) путем исключения 

коэффициентов у0 (0) + u 0 (0 ) , У0(1)+ w0 (0) из (17)-(19), т.е.

НУ0 = W 0 (0) + РУ0 (1) =  ~  (24)
где

(25)

а  =«11^30^21 - a 11a 200 31 + a 21a 100 31>

0  = ( 0 210 30a 11 - 0 310 20a 11 +  0 310 10a 21), 

a  = a 210 31a 1 - a 110 31a  2 + a 110 21a 3,
Условия I) и (4) позволяют определить решение y 0(t) задачи (23), (24) однозначно на 

отрезке 0 < t < 1:
(  t

У0 ( t) =  У0 (0) exP Г О х и  d x  +  Г
j  B (x)  J

где
V 0 

1
а  -

У0 (0 )=
0

В ( х)

F  (s) 

B (s)

'F  (s)
+ | — —  exp 

B (s) P

t
j c d )  d x

V s B ( x)
ds, (26)

exp

1
j  CM dx

V s B ( x)
ds

1

j  C (x) dx  
j  B (x)

(27)

V 0
IV. Пусть: a 1 -  L 1У0 *  0 a 3 -  L 3 y 0 *  0.
Из (17) находим:

a 1 - a 10 y  0 (° ) - a 11y  0 ( 0 ) - 0 10 y  0 (1) a 1 -  L1y  0
»(0) = - (28)

a 11 a 11
Обратимся теперь к уравнению (2.15)0 и начальному условию (28). Решим задачу (2.15)0

(28), используя корень и  = U 2, где R e U2 < 0 . Тогда имеем

U0(т) = a1 -  L 1У U » т > 0 .
а 11

Откуда, используя требования и 0 (т) — 0 , при т —  +да, получим

и 0 (т )=  a1 - L1У0 е U2 (0)T , т > 0 и 0 (0)=  a1 - L1У0 
a 11U2(0) a 11U2(0)

(29)

(30)

Тогда из (2.16)0, используя корень u  = U 3 (Re U3 > 0) , требование W0 (s) —  0 ( s  —— - & ) ,  
а также условие (19), получаем

t

jj
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W0 (S(s) =  a 3 ~  L y 0 e U3(1)s , s  < 0 , 
З 31

w 0(s) = .eU3(1)s , s < 0 . W0 (0) =
З 31щ3 (1)

Из формул (29)-(32) получим экспоненциальные оценки:

a 3 -  L 3y 0 

З 31щ3(1)

(j)( )
u 0 (т) < Ke U2(0)T т > 0,

(j)
0 <  K e u 3  ( 1 ) s , s  <  0 ,  j  =  0 ,1 ,2 .

Итак, построены члены асимптотики нулевого порядка.
Определение следующих членов асимптотики проходит по такой же схеме для любого 

Тогда из (2.14)k и из условий (21),(22) получим задачу

B (t)y k (t) + C (t)y k (t) = -  A (t)yk-1(t) -  y k- 2  (t\

H y k =  « y k  (0) +  P yk (1) =  - « u k- 1(0) -  3~wk-1 (° )
Отсюда однозначно определяется y k  ( t) при 0 < t < 1.
Из (15)k, (16)k получаем следующие уравнения

о
d  Uk 

d r 3

d  2u duj.
k ' B(0) — ^  = е Щ2(0)тФ k ( r )  r > 0 , 

dr
+ A (0)----- k  + " ( 0) —  = e - -  ф  k

dr

3 2d  w  , d  wk
----- k  + A(1) ■ k

ds3 ds 2 ds
Решая (33), (34) с учетом условий

Uk (0) = -
_ - «10uk-1(Q) - 3 10wk-1(0 )-  L1y k

«11
-, uk  ( r )  —— 0 при r  —— +да.

w

получаем

(0) =
- « 30uk-1 (0) -  З 30w k-1 (0) -  L3y k

З 31
, Wk (s) — 0 при s  —  -д а ,

uk (r) = uk (0)eu2(0)r + r Xk (r )eu2(0)r , r  > 0 , 

Wk (s) =  Wk (0)eu3(1)s + s Zk (s)eu3(1)s , s  < 0 .

uk(r) = “4 m eU2(0)r -  j pxk(p)eU2{0)PdP , r > 0 .
U 2(0) J

-X)

j p z k (p )e u3(1)pd p , s  < 0Wk (s) = ^ . « ( D s

r
-да

U3(1)

и начальные условия

wk (0) = -  j  P z k (P > U3(1)Pd p , u k (0) = -  j P x k (P )eU2(0)Pdp
£ k ( 0 ) _

U3(1) U 2(0)0 " 0 
Из (35), (36), (37) вытекает справедливость следующих оценок

0 ) ( 1 u k (т) < K e U2(0)r r  > 0, ( j ) (  Ч w k  ( s ) <  K e u 3  (1)s , s  <  0 ,  j  =  0 ,1 ,2

Таким образом, члены разложения (6) при всех k  = 1,2,... построены.

да

s

(31)

(32)

k  > 2 .

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)
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3 Д оказательство справедливости асимптотического разложения реш ения краевой 
задачи. Для доказательства справедливости асимптотического разложения решения задачи (1), (2) 
определим члены разложения (2.6), (11) - (13) до номера N  включительно и образуем частичную 
сумму Yn  (t, - )  разложения (6):

N N

YN ( t , - ) = X - k yk (t ) 4 - I  Uk ( - J - k  4 - X  Wk 
k=0 k=0 V - )  k=0

0 0

N
' - 1 1-k (38)

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1 -4 . Тогда при достаточно малых -  > 0 на 
сегменте 0 < t < 1 решение задачи (1),(2)  существует, единственно и удовлетворяет оценке

y ( t , - ) = Yn ( t , - ) +  o ( - N41)  0 < t < 1.

Из (38) следует, что в точках t =  0 и t = 1 производная y  " ( t ,- )  имеет полюсы по - :

( A n IА I ( А  I
y "(0 , - ) = O —  , y "(1 ,- ) = 0 | —1 I, а решение y (t, - )  обладает явлением граничного скачка

V -  ) V -  )
первого порядка: lim y '(0, - )  -  y0 (0) =  А0 , lim y  '(l, - )  -  y0 (l) =  Ах, где

- —0 - —0

А 0 =
a 1 -  L 1 y 0

А 1 =
a 3 -  L3y 0

a 11 p 31

Причем lim y(t, - )  =  y 0 (t), 0 < t < 1, lim y (t, - )  = y 0j  ̂(t), 0 < t < 1, j  = 1,2.
- —0 - —0

-V
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ШЕКАРАЛЫК СЕК1Р1С1 БАР ЕРЕКШЕ АУЫТЦЫГАН ЖАЛПЫ ШЕКАРАЛЫК 
ЕСЕП ШЕШТМТНТН АСИМПТОТИКАСЫ

Д.Н. Н^ргабыл1, А.Б. Уаисов2, Б. Нусшхащлы1

'ГЖансупров атындагы Жегасу мемлекеттж университета, Талдыкорган,
2Эл-Фараби атындагы Казак улттык университета, Алматы

Тушн создер: асимптотика, шекаралык есеп, косымша сипаттамалык тецдеу, туындалган, ауыткыган есептер, 
бастапкы сеюрю кубылысы.

Аннотация. Б^л ж^мыста кейбiр туындыларыныц алдында кшкене параметрi бар сызыщты жай дифференциалды 
тецдеулер ЖYЙесi ушш жалпы шекаралык есеп карастырылган. Ауыщымаган тецдеудщ TYбiрi шартты орнышты болган 
жагдайда, ягни оган сэйкес келетш косымша сипаттамалык тецдеудщ TYбiрлерiнiц накты белжтершщ тацбаларыныц 
карама карсы болуы шартында ерекше ауыщыган жалпы шекаралык есеп шешiмiнiц асимптотикасын к¥ру эдiсi 
^сынылган. Карастырылып отырган ерекше ауыткыган шекаралык есеп шешiмiнiц асимптотикалык жiктелiсi регуляр 
катардан жэне екi шеттж катардан т^ратыны керсетiлген. Туындалган есеп шешiмi ушш шекаралык шарт берiлген 
шекаралык есептщ шекаралык шарттарынан туындылардыц t = 0 жэне t = 1 нуктелершдеп мэндерiн шыгарып тастау 
аркылы табылган. Аз параметрi нелге ^мтылганда жалпы шекаралык есеп шешiмiнiц асимптотикалык жуыктауы 
кезкелген дэлджке дейiн к¥рылган.

Жалпы шекаралык есеп шешiмiнiц бар болуы, жалгыздыгы жэне бiркалыпты асимптотикалык жуыктауыныц 
акикаттылыгы туралы теорема дэлелденген. Ауыткыган шекаралык есеп шешiмiнiц туындыларыныц есуi £ —  0 
аныкталган. Шекаралык секiрiс к¥былысы сипатталган, сеюрютщ карастырылып отырган кесiндiнiц екi шетшде де 
пайда болатыны дэлелденген. Шекаралык сеюрютщ шамалары аныкталган.
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